《俄罗斯 数学 教材 选 译 》 序 


从 上 世纪 50 年 代 初 起 , 在 当时 全 面 学 习 苏 联 的 大 背景 下 , 国内 的 高 等 学 校 大 量 
采用 了 翻译 过 来 的 苏联 数学 教材 . 这 些 教材 体系 严密 , 论证 严谨 , 有 效 地 帮助 了 青年 
学 子 打 好 扎实 的 数学 基础 , 培养 了 一 大 批 优秀 的 数学 人 才 . 到 了 60 年 代 , 国内 开始 
编纂 出 版 的 大 学 数学 教材 逐步 代替 了 原先 采用 的 苏联 教材 , 但 还 在 很 大 程度 上 保留 
着 苏联 教材 的 影响 , 同时 , 一 些 苏联 教材 仍 被 广大 教师 和 学 生 作为 主要 参考 书 或 课外 
读物 继续 发 挥 着 作用 . 客观 地 说 , 从 解放 初 一 直到 文化 大 革命 前 夕 , 苏联 数学 教材 在 
培养 我 国 高 级 专门 人 才 中 发 挥 了 重要 的 作用 , 起 了 不 可 忽略 的 影响 , 是 功 不 可 没 的 . 

改革 开放 以 来 , 通过 接触 并 引进 在 体系 及 风格 上 各 有 特色 的 欧美 数学 教材 ,大 
家 眼界 为 之 一 新 , 并 得 到 了 很 大 的 启发 和 教 益 . 但 在 很 长 一 段 时 间 中 , 尽管 苏联 的 数 
学 教学 也 在 进行 积极 的 探索 与 改革 , 引进 却 基 本 中 断 , 更 没有 及 时 地 进行 跟踪 , 能 看 
慌 俄 文 数学 教材 原著 的 人 也 越 来 越 少 , 事实 上 已 造成 了 很 大 的 隔膜 , 不 能 不 说 是 一 
个 很 大 的 缺憾 . 

事情 终于 出 现 了 一 个 转折 的 契机 . 今年 初 , 在 由 中 国 数学 会 、 中 国 工业 与 应 用 数 
学 学 会 及 国家 自然 科学 基金 委员 会 数学 天 元 基金 联合 组 织 的 迎春 茶话会 上 , 有 数学 
家 提出 , 莫斯科 大 学 为 庆祝 成 立 250 周年 计划 推出 一 批 优秀 教材 , 建议 将 其 中 的 一 
些 数学 教材 组 织 翻译 出 版 . 这 一 建议 在 会 上 得 到 广泛 支持 , 并 得 到 高 等 教育 出 版 社 
的 高 度 重视 . 会 后 高 等 教育 出 版 社 和 数学 天 元 基金 一 起 邀请 熟悉 俄罗斯 数学 教材 情 
况 的 专家 座谈 讨论 , 大 家 一 致 认为 : 在 当前 着 力 引进 俄罗斯 的 数学 教材 , 有 助 于 扩大 
视 丢 , 开拓 思路 , 对 提高 数学 教学 质量 、 促 进 数 学 教材 改革 均 十 分 必要 .《 俄罗斯 数 
学 教材 选 译 》 系 列 正 是 在 这 样 的 情况 下 , 经 数学 天 元 基金 资助 , 由 高 等 教育 出 版 社 组 
织 出 版 的 . 


《俄罗斯 数学 教材 选 译 》 序 


经 过 认真 选 题 并 精心 翻译 校订 , 本 系列 中 所 列 人 的 教材 , 以 莫斯科 大 学 的 教材 为 
主 , 也 包括 俄罗斯 其 他 一 些 著名 大 学 的 教材 . 有 大 学 基础 课程 的 教材 , 也 有 适合 大 学 
高 年 级 学 生 及 研究 生 使 用 的 教学 用 书 . 有 些 教材 虽 曾 翻译 出 版 , 但 经 多 次 修订 重 版 ， 
面目 已 有 较 大 变化 , 至 今 仍 广泛 采用 、 深 受 欢 迎 , 反射 出 俄罗斯 在 出 版 经 典 教材 方面 
所 作 的 不 懈 努 力 , 对 我 们 也 是 一 个 有 益 的 借鉴 . 这 一 教材 系列 的 出 版 , 将 中 俄 数学 教 
学 之 间 中 断 多 年 的 链条 重新 连接 起 来 , 对 推动 我 国 数学 课程 设置 和 教学 内 容 的 改革 ， 
对 提高 数学 素养 、 培 养 更 多 优秀 的 数学 人 才 , 可 望 发 挥 积极 的 作用 , 并 起 着 深远 的 影 


啊 , 无 疑 值得 庆贺 , 特 为 之 序 . 


李 大 潜 
2005 年 10 月 
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第 一 章 ” 流 形 的 例子 


81. 流 形 的 概念 


1. 流 形 的 定义 


流 形 的 概念 本 质 上 是 首先 由 高 斯 从 数学 上 描述 的 地 球 表 面 的 制图 过 程 的 推广 . 
这 种 推广 非常 深远 且 可 应 用 到 一 大 类 复杂 的 几何 图 形 上 去 . 

我 们 回想 一 下 地 图 绘制 过 程 是 如 何 完 成 的 . 一 群 受 委托 绘制 地 球 表面 地 图 的 制 
图 员 根 据 下 列 自然 的 要 求 被 分 成 一 些小 组 : 

1) 每 一 块 地 球 表面 委托 给 一 个 小 组 (编号 为 让 . 

2) 如 果 委 托 给 两 个 (编号 为 i 和 j 的 ) 不 同 小 组 的 两 块 区 域 相交 , 则 这 些小 组 必 
须 在 各 自 的 地 图 上 精确 地 说 明 这 块 公共 区 域 互 相对 应 的 规则 . 通常 在 实际 地 图 上 说 
明 这 个 规则 的 办 法 是 在 地 图 上 充分 详细 地 标 出 地 图 上 点 的 地 名 表 , 由 此 立即 可 明白 
在 不 同 的 地 图 上 哪些 点 彼此 对 应 . 

如 我 们 记得 的 那样 , 每 一 张 独立 的 地 图 被 画 在 具 某 种 坐标 的 一 张 平坦 的 纸 上 . 这 
些 称 为 卡 的 纸 页 全 体 称 为 地 球 表面 的 一 个 图 册 . 此 外 , 在 卡 上 通常 还 指出 计算 出 现 
在 该 卡 上 的 任何 路 径 的 实际 长 度 的 法 则 ; 这 一 点 , 我 们 稍 后 再 论 及 (在 流 形 的 概念 中 
并 不 包含 长 度 的 概念 ). 

从 这 些 思考 出 发 , 就 产生 一 个 我 们 即将 转向 的 极为 广泛 的 一 般 性 定义 . 

定义 1.1.， 一 个 任意 点 集 M 称 为 一 个 n 维 (微分 ) 流 形 , 如 果 在 M 上 已 引入 

下 列 结构 : 1) 集 M 是 有 限 多 个 或 可 数 多 个 区 域 U, 的 并 ; 2) 在 每 一 个 区 域 已 


“2 第 一 章 。 流 形 的 例子 


中 给 定 了 坐标 ze, a = 1,… ,n, 这 种 坐标 称 为 局 部 坐标 @. 此 时 区 域 已 本 身 称 
为 坐标 领域 或 坐标 卡 . 集合 M 中 每 一 对 这 种 区 域 的 交 UV 门 Up, 如 果 非 空 ,本身 
也 是 一 个 区 域 , 在 其 上 已 经 有 两 个 局 部 坐标 系 (zx) 和 (za). 我 们 要 求 这 两 个 局 
部 坐标 系 中 的 每 一 个 可 以 由 男 一 个 以 可 微 方式 表达 : 
(ee st) Q=1,..……,n; (1) 


CQ afrl n 2 
Le Qa=1,...,n. 


于 是 , 雅 可 比 行列 式 det 的 不 等 于 零 . 函数 (1) 称 为 (从 坐标 ze 到 坐标 
Tq 
za 和 反 向 的 ) 转移 函数 . 所 有 的 相交 偶 对 (U, Us) 的 转移 函数 的 公共 光滑 性 类 
称 为 流 形 M 本 身 的 由 “图 册 ”{Vs?} 给 定 的 光滑 性 类 . 
流 形 的 最 简单 例子 是 欧 几 里 得 空间 本 身 或 它 的 任何 区 域 . 复 空间 C?” 中 的 区 域 
是 2n 维 的 实 区 域 , 同样 也 是 流 形 . 
关于 两 个 流 形 M = UU,N = UV 可 以 构造 它们 的 直 积 M x N. 流 形 MxN 


的 点 按 定义 是 点 偶 (m,n), 坐标 区 域 覆 盖 由 
MxN=[ JU xV, (2) 


定义 . 如 果 (ze) 是 区 域 Cs 中 坐标 , (y6) 是 区 域 V, 中 坐标 , 则 区 域 0。 x V 中 坐标 
是 (zx9, ys). 

在 后 面 还 将 出 现 一 系列 流 形 的 例子 . 

应 该 指出 , 我 们 引入 的 流 形 的 一 般 性 概念 , 从 纯 逻 辑 的 观点 看 , 宽松 得 有 点 不 必 
要 ; 需要 加 以 限制 , 这 将 在 后 面 去 做 . 但 是 这 种 逻辑 限制 将 使 用 我 们 目前 尚未 介绍 的 
一 般 拓扑 的 语言 来 表达 . 如 果 一 开始 就 将 流 形 定义 为 某 个 (可 能 更 高 ) 维 数 的 欧 几 里 
得 空间 中 的 光滑 非 奇 异 曲 面 , 也 许可 以 避 开 一 般 拓扑 . 这 在 逻辑 上 是 不 自然 的 . 比较 
简单 的 方法 是 从 抽象 地 定义 流 形 开始 , 然后 证 明 所 有 的 流 形 可 以 实现 为 欧 几 里 得 空 
间 中 的 曲面 . 

我 们 回忆 一 下 一 般 拓 扑 的 某 些 概 念 . 

(1) 拓扑 空间 . 这 是 一 个 点 集 X, 在 X 中 指定 了 何 种 子 集 是 开 集 . 并 且 我 们 要 
求 : 任意 两 个 , 因而 意味 着 任意 有 限 多 个 开 集 的 交 也 是 开 集 , 且 任 意 多 个 开 集 的 并 仍 
是 开 集 . 全 集 和 空 集 也 是 开 集 . 

开 集 的 补 称 为 闭 集 . 

如 数学 分 析 课 程 中 熟知 的 那样 , 这 种 定义 已 给 出 引入 连续 映射 的 可 能 性 : 一 个 
拓扑 空间 到 另 一 个 拓扑 空间 的 映射 f :X 一 Y 是 连续 的 , 如 果 任 意 开 集 Z CY 的 
完全 原 像 f-!1(V) 是 X 中 的 开 集 . 


@ 换 言 之 , 给 定 了 一 个 双方 一 一 的 映射 pa : Uw 一 R", 其 中 像 pa(U4s) 是 R" 中 一 个 开 区 域 . 如 果 采 用 
Rn 中 本 身 的 坐标 , 则 这 个 映射 ps 就 在 Us 中 引入 了 坐标 系 (z1，… ,zz)， 
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在 欧 几 里 得 空间 R" 中 可 以 引入 “ 欧 几 里 得 拓扑 ”, 其 中 的 开 集 就 是 通常 的 开 区 
域 ( 见 卷 1 82). 任意 子 集 4 C R" 上 的 “诱导 拓扑 ” 则 以 交 U 门 4 =V 作为 开 集 , 其 
中 UU 是 R" 中 通常 的 开 区 域 . 

定义 1.2， 流 形 M 上 的 拓扑 (或 欧 几 里 得 拓扑 ) 由 下 面 的 开 集 族 (区 域 ) 定义 : 

在 每 个 坐标 区 域 UV, Cc M 中 , R" 中 的 开 区 域 被 认为 是 开 集 , M 中 开 集 全 体 则 由 

这 些 集 作 可 数 并 的 运算 得 到 . 

关于 这 个 拓扑, 流 形 M 的 连续 映射 (函数 ) 就 是 那些 通常 意义 上 在 每 个 局 部 坐 
标 区 域 VU, 上 连续 的 映射 (函数 ). 

流 形 M = UU 的 开 子 集 V 从 M 继承 了 流 形 的 结构 V = (VV, 其 中 区 域 岂 

d gq 


形 如 
Vv, = VNU,. (3) 


(2) 度量 空间 是 一 类 重要 的 拓扑 空间 . 对 于 度量 空间 X 中 任意 两 点 z,y 定义 了 
它们 之 间 的 距离 p(x,y), 并 要 求 这 个 距离 具有 以 下 性 质 : 

1) p(x,y) = ply, 7); 

2) p(x,7) = 0,p(7,Yy) >0, 当 zx#Y: 

3) p(x,y) < p(x,z) 十 p(z,y) (“三 角 不 等 式 ”). 

例如 , n 维 欧 几 里 得 空间 是 度量 空间 , 两 点 z = (zl ,727),y= ( gm) 之 


间 的 欧 几 里 得 距离 为 
p(X,Yy) = , (za — ya)2. 


在 度量 空间 中 引入 拓扑 : (任意 多 个 ) 开 球 的 并 取 作 为 开 集 , 这 里 , 一 个 球 心 为 zo 
半径 为 < 的 开 球 是 所 有 满足 plzo,z) < < 的 点 x 所 成 的 集 . 

对 于 n 维 欧 几 里 得 空间 , 这 个 拓扑 与 前 面 定 义 的 “ 欧 几 里 得 拓扑 ”是 相同 的 . 

对 于 我 们 重要 的 例子 是 赋予 了 黎 曼 度量 的 流 形 ( 具 黎 曼 度量 的 流 形 上 两 点 间距 
离 的 定义 参见 第 二 章 ). 

(3) 拓扑 空间 X 称 为 康 斯 多 夫 空 间 , 如 果 任 意 两 点 可 包含 于 彼此 不 相交 的 开 集 
之 中 . 

特别 有 度量 空间 是 豪 斯 多 夫 空 间 : 如 果 p(z,y) = 2e, 则 由 三 角 不 等 式 , 半径 为 < 
中 心 分 别 为 zx 和 y 的 两 个 开 球 不 相交 . 此 后 我 们 总 只 考虑 索 斯 多 夫 空 间 . 特别 在 流 
形 的 定义 中 , 我 们 也 加 一 点 : 我 们 总 假定 流 形 是 豪 斯 多 夫 空 间 . 

(4) 空间 XX 称 为 紧 空间 ， 如果 任何 一 个 点 序列 总 可 取出 一 个 收敛 子 序列 ， 与 
此 等 价 的 是 : 如 果 X 被 可 数 多 个 开 区 域 履 盖 , 则 从 此 覆盖 中 可 取出 X 的 一 个 有 限 
覆盖 . 

(5) 道路 连通 的 拓扑 空间 具有 这 样 的 性 质 ， 即 它 的 任意 两 点 可 以 用 连续 曲线 
连接 . 


ri 第 一 章 “ 流 形 的 例子 


(6) 对 我 们 重要 的 另 一 类 拓扑 空间 的 例子 是 流 形 M 到 另 一 个 流 形 N 的 映射 
M 一 NN 组 成 的 映射 空间 , 它 的 拓扑 的 精确 描述 将 在 以 后 给 出 . 

初 看 之 下 , 流 形 的 概念 似乎 非常 的 抽象 , 然而 , 事实 上 即使 在 欧 几 里 得 空间 中 或 
者 它 的 区 域 中 , 我 们 常常 发 觉 自己 不 得 不 做 坐标 变换 并 按照 变换 规则 做 各 种 计算 . 更 
重要 的 是 , 在 空间 不 同 的 区 域 中 使 用 不 同 的 坐标 去 解 各 种 问题 常常 是 方便 的 , 然后 
要 做 的 就 是 在 两 种 不 同 坐 标 系 共同 起 作用 的 区 域 中 如 何 将 解 “ 拼 接 ” 起 来 . 此 外 , 并 
不 是 所 有 的 曲面 都 容许 我 们 引入 单一 的 坐标 系 而 没有 奇 点 (例如 , 球面 就 不 容许 ). 

流 形 中 重要 的 一 类 是 可 定向 流 形 . 

定义 1.3， 流 形 M 称 为 定向 流 形 , 如 果 对 每 一 对 相交 的 区 域 , 转移 函数 的 雅 可 


比 行列 式 ,= det (车 ) 总 是 正 的 . 


例如 , 坐标 为 (zl .… ,z") 的 欧 几 里 得 空间 Rn 按照 这 个 定义 是 定向 的 . 具有 另 
_ 种 举 标 (yi,.…. ,wm) 的 向 一 个 空间 Re 按 定义 也 是 定向 的 ,此 时 , 相应 地 , 上 面 所 
说 的 变换 za 二 ze( 思 ,… ,y") 的 雅 可 比 行列 式 J = dot (33 5 ) 不 等 于 堆 于 是 保持 
定 号 

定义 1.4. 我 们 称 坐 标 (z) 和 (y) 定义 了 R” 的 同一 个 定向 , 如 果 J > 0; 而 如 

果 J < 0, 则 称 它 们 定义 了 R”* 相反 的 定 同 . 

因此 欧 几 里 得 空间 Rr 有 两 个 定向 . 以 后 我 们 将 证 明 连通 流 形 有 两 个 定向 , 如 果 
它 存 在 定向 . 


2. 流 形 的 映射 ; 流 形 上 的 张 量 
设 给 定 两 个 流 形 : M = Uv (坐标 为 zs) 和 六 = UV (坐标 为 yh). 


定义 1.5， 映射 
f:M—N 


称 为 光滑 性 类 大 的 光滑 映射 , 如 果 对 一 切 的 (q,p), 函数 yf (zl,.… ,z?) 在 有 定 

义 的 区 域 中 是 光滑 性 类 的 光滑 函数 . 此 外 , 映射 的 光滑 性 类 不 可 能 高 出 流 形 

M 和 NN 的 光滑 性 类 , 否则 是 没有 意义 的 . 

当 N 是 直线 , N = RR 的 情形 , 映射 f : M 一 及 称 为 ( 实 ) 数值 函数 f(z), 其 中 z 
是 流 形 M 的 点 . 

可 能 会 出 现 光滑 映射 (或 数值 函数 ) 不 是 在 整个 流 形 上 而 只 是 在 流 形 的 一 部 分 
上 定义 的 情形 . 局 部 坐标 zc 就 是 这 种 情形 的 例子 , 对 任意 的 azg 就 是 一 个 数值 函 
数 且 由 它 本 身 的 意义 只 定义 在 区 域 V, 上 . 

定义 1.6. 两 个 流 形 M 和 N 称 为 光滑 等 价 的 或 微分 同 胚 的 , 如 果 存 在 双方 一 

一 的 均 为 光滑 性 类 k > 1 的 光滑 映射 : 


f:MoN, ff-1:N 一 AM 
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此 时 特别 有 局 部 坐标 的 雅 可 比 行列 式 .jp = det (器 本 在 vw 
有 定义 的 整个 区 域 中 处 处 不 等 于 零 . 
我 们 今后 总 假定 所 考察 的 流 形 及 它们 之 间 的 映射 总 具有 我 们 所 需要 的 光滑 性 类 


(总 是 > 1, 如 果 需 要 二 阶 导 数 , 则 不 小 于 2, 等 等 ). 
设 在 流 形 M 上 给 定 曲 线 z = x(7),a <T <&<b, 这 里 zz 是 流 形 的 点 . 当 曲 线 位 于 
举 标 系 为 za 的 区 域 UV, 中 时 , 我们 可 以 将 它 记 为 


Zp 一 2Zp(T)，a 三 工 .… ,Nn. 
使 用 这 些 坐 标 , 我 们 有 速度 向 量 


二 "1 "7 
vs 


在 两 个 坐标 系 适 用 的 区 域 U, 门 Us 中, 我 们 有 两 种 记 法 : ze(r) 和 x6(7), 这 里 
ho (wo (Tr (re (ER 
对 于 速度 向 量 我 们 有 
ze = 2 £0. 


Ozrh 


在 这 个 公式 的 基础 上 ， 人 可 以 引入 
定义 1.7。 在 局 部 坐标 系 (ze) 中 由 一 组 数 te 描述 的 一 个 向 量 称 为 流 形 M 在 
任意 点 z 的 一 个 切 向 量 , 这 同一 个 向 量 在 包含 点 x 的 不 同 局 部 坐标 系 中 的 记号 


之 间 由 公式 
Or” 
CQ 一 B 
sp > [EE 89 


相关 联 . 
n 维 流 形 M 在 给 定点 x 的 切 向 量 全 体 组 成 一 个 n 维 线性 空间 T= TM ( 称 
为 切 空间 ). 特别 有 任意 一 条 光滑 曲线 的 速度 向 量 是 一 个 切 向 量 . 在 点 z 的 邻 域 中 选 


定 一 个 局 部 坐标 系 (za) 就 在 切 空间 T, 中 给 定 一 个 基 。 = 
流 形 M 到 流 形 N 的 一 个 光滑 映射 f 定义 了 一 个 诱导 线性 映射 


NC 


作为 定义 , 在 此 线性 映射 下 流 形 M 上 的 曲线 z = z(t) 的 速度 向 量变 换 成 流 形 N 上 
的 曲线 f(x(t)) 的 速度 向 量 . 在 (点 z 的 邻 域 中 的 ) 局 部 坐标 (zc) 和 (在 点 f(x) 的 
邻 域 中 的 ) 局 部 坐标 (y6) 中 , 映射 f 形 如 


ye = fe(z,... ,2"), B=1,.….,m. 
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于 是 , 切 空间 的 诱导 映射 f. 由 雅 可 比 和 矩阵 给 出 : 


对 于 流 形 M 上 的 实 值 函 数 / : M -RR, 诱导 映射 上 在 流 形 M 的 每 个 切 空间 上 是 
一 个 线性 实 值 函数 ( 余 向 量 ). 这 个 线性 函数 重合 于 函数 f 的 微分 df 
定义 1.8， 一 个 在 流 形 M 的 每 一 点 的 切 空间 上 给 定 的 且 光 滑 地 依赖 于 局 部 坐 
标的 正定 ( 非 退 化 ) 二 次 型 称 为 M 上 的 一 个 柳 受 ( 擅 黎 受 ) 度量 . 在 每 个 局 部 华 
标 为 (x2) 的 区 域 ww 中 , 这 个 度量 由 对 称 和 矩阵 (g 思 (zl ,z2)) 给 出 , 对 点 z 
处 的 任 一 向 量 & 则 有 6|? = 9 办 8ge9 (这 里 重复 指标 oa, 6 像 通常 一 样 表示 求 和 ). 
这 个 度量 也 对 同一 点 的 两 个 向 量 按 通常 的 公式 


(人 = gD En = (n, é), 
1 = (é€,é), 


给 定 一 个 对 称 的 标量 积 . 
这 个 定义 与 局 部 坐标 的 选取 无 关 : 


9 EN = 9 EM, 

或 者 

/ 0 
和 Oxs 
定义 1.9， 流 形 上 点 x 处 的 一 个 (k,!) 型 张 量 在 每 个 局 部 坐标 系 (x?) 中 由 一 组 
函数 072 (z) 给 定 . 如 果 在 另 一 个 包含 点 z 的 局 部 坐标 系 (z8) 中 这 同一 个 
张 量 由 (072 (zx) 给 出 , 则 成 立 公式 
Or pro Or Dry 二 
Ory OF Dzp Ort D1 
卷 1 第 三 章 中 所 有 对 n 维 空间 的 区 域 上 所 得 的 定义 和 结果 都 自动 地 适用 于 流 


形 上 的 张 量 . 
流 形 上 的 度量 gae 是 (0,2) 型 张 量 的 例子 . 在 定向 流 形 上 , 度量 决定 一 个 体积 元 


aa = Vlglea.ia,, 9 = det(gag), 


这 里 co,...a,, 是 秩 为 n 的 反 称 张 量 , ss,…a。 = 土 1. 这 个 表达 式 在 具 正 的 雅 可 比 行列 
式 的 坐标 变换 下 是 一 个 张 量 , 因此 对 于 定向 流 形 确实 是 一 个 张 量 . 在 任意 (正定 向 ) 
局 部 坐标 中 , 体积 元 可 以 方便 地 记 成 


0 = Vlgldr! 和 A...Adr”. 
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流 形 M 上 的 一 个 黎 曼 度量 d? 在 M 上 给 出 了 度量 空间 的 结构 , 其 中 点 PQ 之 
间 的 距离 由 公式 / 
p(P,Q) = inf | di* 
” 了 


定义 (其 中 下 确 界 在 所 有 连接 已 和 @ 的 分 段 光 滑 曲 线 y 上 取 ). 由 这 个 度量 空间 结 
构 决 定 的 拓扑 与 流 形 M 的 欧 几 里 得 拓扑 是 相同 的 ( 试 证 之 !). 

由 卷 1 的 结果 , 流 形 上 任意 两 个 充分 接近 的 点 可 以 用 测 地 线 连接 . 一 般 来 说 , 相 
距 较 远 的 两 所 不 一 定 能 用 一 条 测 地 线 连接 , 但 是 总 可 以 用 测 地 折线 连接 . 


3. 流 形 的 做 入 和 漫 入 . 带 边界 流 形 

定义 1.10，m 维 流 形 M 称 为 维 数 n > m 的 流 形 N 的 子 流 形 , 如 果 已 给 定 一 

个 1-1 光滑 映射 f : M 一 NN 使 得 诱导 映射 f, 在 每 一 点 是 切 空 间 的 嵌入 , 换 言 

之 , 在 局 部 坐标 中 这 个 映射 的 雅 可 比 和 矩阵 的 秩 等 于 mr. 映射 f 称 为 流 形 M 到 

N 的 嵌入 . 

如 果 这 个 定义 中 不 要 求 是 1-1 映射 , 则 我 们 得 到 流 形 M 到 N 中 的 浸入 ( 容 
许 自 交 ). 

我 们 将 限于 讨论 在 每 个 坐标 邻 域 或 坐标 卡 U, 中 由 方程 组 


We 9 
Ofp Er 
ee 的 的 秩 二 nm 


给 定 的 子 流 形 , 且 在 两 个 区 域 U,,U 的 交 上 方程 组 (fe = 0) 和 (fe = 0) 应 该 有 相 
同 的 零点 集 . 在 这 种 情形 下 , 在 区 域 re 中 可 以 引入 新 的 局 部 坐标 (由 ,… ,y?) 使 得 


Df (ore a a 
在 这 个 坐标 系 中 子 流 形 就 由 方程 组 


ys 'yp 三 0 


给 出 , 而 函数 风 ，… ,yr 成 为 子 流 形 M 上 的 局 部 坐标 . 
定义 1.11， 在 流 形 M 中 由 不 等 式 f(z) < 0 (或 f(z) > 0) 界定 的 闭 区 域 4 称 
为 带 边界 流 形 , 这 里 f(z) 是 一 个 光滑 函数 , 并 要 求 由 方程 f(x) = 0 给 出 的 边界 
64 是 M 中 一 个 非 奇 异 子 流 形 , 即 函数 f 的 梯度 在 边界 上 不 等 于 零 . 
设 4 和 B 分 别 是 流 形 M 入 中 以 闭 区 域 形式 给 出 的 两 个 带 边 界 流 形 . 映射 
p : 4 一 B 称 为 带 边 界 流 形 间 的 一 个 光滑 映射 , 如 果 它 是 一 个 在 包含 4 的 开 区 域 


*) 原 书 为 p(P, Q) = min f dl 有 误 . 一 一 译 者 . 
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UC M 上 定义 的 光滑 映射 $ 在 4 上 的 限制 : 
PP:UnN,pla=¥. 
如 果 A C M 是 由 不 等 式 f(x) < 0 界定 的 , 则 开 区 域 7 = U。 通常 取 为 {f(x) < e} 
的 形式 , 其 中 = > 0. 
最 后 , 我 们 再 引入 一 个 常 使 用 的 名 称 : 无 边界 流 形 称 为 闲 流 形 . 
82. 最 简单 的 流 形 例子 


1. 欧 几 里 得 空间 中 的 曲面 . 流 形 上 的 变换 群 
n 维 欧 几 里 得 空间 中 一 张 & 维 曲面 是 由 方程 组 


户 (ZT ,7") =0, i=1,..……,n—k (1) 


给 定 的 , 其 中 答 阵 (5 入 ) 的 秩 等 于 ，- 上 如 果 在 这 张 曲 面 上 的 点 (zh … , 码 ) 外 


由 短 阵 【 2 ) 中 指标 为 二 ,，… ,~ 的 那些 列 组 成 的 子 式 万 -不 等 于 零 , 风 
可 取 


(yy) = (zl, ,Bl DI, 1") (2) 


为 曲面 上 该 点 的 一 个 邻 域内 的 局 部 坐标 , 其 中 “和 ”符号 表示 该 项 被 略 去 ( 见 着 187.1). 
整 张 曲 面 被 形 如 万) _， 的 区 域 覆 盖 , 其 中 U,,..;,,_。 是 曲面 上 使 得 .mx 不 等 
于 零 的 子 集 . 
定理 2.1. 由 局 部 坐标 取 为 (2) 的 区 域 让 ,1 二 放 <… < jr-k, 组 成 的 履 
盖 在 曲面 (1) 上 给 出 光滑 流 形 结构 . 


证 明 在 曲面 (1) 的 区 域 Uj.…;,,_。 中 成 立 下 面 的 等 式 : 
Thi 一 Di Ye), i=1,..,n—k, 
其 中 yi 是 光滑 函数 . 类 似 地 在 坐标 为 
(zl 起) = (7) 
的 区 域 0。.…s,_。 中 我 们 有 


了 = yh 
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其 中 vw’ = (zl 2 是 光滑 函数 . 在 区 域 Sp me 和 LU is x 的 交 上 光滑 转 
移 函 数 (y) 一 (z) 和 (z) 一 (y) 为 : 


yl Se zl (= 71), 
1 1 — zi1-1 (= ri-1), 
p(y (= 72°) 
oz 一 zi1+l (= rnt1), 
a (3) 
人 全 zs1—1 (= Zt) 
WD (2 es) (= 2”), 
ys1 一 zs1 ( vt) 
y* zk (= Tr") 
(这 里 已 假定 1 < 放 < si < j2 <…). 这 些 映 射 是 互 道 的 . 回想 一 下 , 有 光滑 道上 映射 
的 光滑 映射 具有 处 处 不 等 于 零 的 雅 可 比 行列 式 . 定理 得 证 . 口 


注 1 不 难 计算 转移 函数 (y) 一 (z) 的 雅 可 比 行列 式 : 它 等 于 
全 
人 


注 2 在 所 考察 的 流 形 的 每 一 点 处 的 切 空 间 可 等 同 于 R" 的 由 方程 组 


二 (4) 


给 出 的 线性 子 空间 . 向量 grad f= (各) ,1 一.… ,nn 一 有 在 每 一 点 (关于 Rn 中 
的 标准 欧 几 里 得 度量 ) 正 交 于 曲面 . 

我 们 将 证 明 在 非 奇异 曲面 上 存在 定向 . 为 此 , 我 们 在 这 里 再 引入 流 形 定 向 的 另 
一 个 定义 . 

在 n 维 流 形 M 的 任意 一 点 xz 处 考察 由 ”个 切 向 量 组 成 的 任意 标 架 r. 任何 两 
个 标 架 71, 72 都 可 以 由 线性 变换 

T1 一 AT, 

相关 联 ， 如 果 行 列 式 det 4 是 正 的 , 则 我 们 称 标 架 71, 7 属于 同一 个 定向 类 ， 如果 
det 4 < 0, 则 称 标 架 ,72 属于 相反 的 定向 类 . 这 样 一 来 , 在 每 一 点 z 流 形 M 具有 
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两 个 非 退 化 的 切 n 标 架 类 . 因为 标 架 7 可 以 连续 地 从 点 zx 移动 到 流 形 上 邻近 的 点 ， 
所 以 一 个 定向 类 连续 依赖 于 流 形 的 点 这 种 说 法 就 有 意义 . 现在 我 们 给 出 流 形 的 定向 
的 另 一 种 定义 . 

定义 2.1. a) 流 形 称 为 是 定向 流 形 , 如 果 在 每 一 点 都 已 取 定 一 个 连续 依赖 于 点 

的 标 架 的 定向 类 . 

b) 如 果 可 以 取 到 这 样 的 定向 类 , 则 流 形 称 为 可 定向 流 形 ; 否则 , 称 为 不 可 定 

向 流 形 . 

命题 2.1， 定义 1.3 等 价 于 定义 2.1a). 

证 明 如 果 流 形 M 在 定义 1.3 的 意义 上 是 定向 的 , 则 在 每 一 点 ze M 可 以 取 由 
包含 点 zx 的 邻 域 DD; 的 坐标 轴 (i ,7?) 的 单位 基 同 量 组 成 的 标 架 (e1;,… ,Enj) 
作为 定向 标 架 . 因为 转移 函数 的 雅 可 比 行列 式 是 正 的 , 所 以 这 样 确定 的 定向 类 与 包 
含 点 z 的 邻 域 U; 的 选取 无 关 . 反之 , 如 果 流 形 在 定义 2.1 a) 的 意义 上 是 定 回 的 , 则 
在 每 一 点 z 处 已 给 定 一 个 标 架 的 定向 类 . 我 们 考察 点 z 的 一 个 充分 小 的 s 邻 域 , 在 
这 个 < 邻 域 中 引入 坐标 (z1,.… ,xz") 使 得 在 这 个 e 邻 域 的 所 有 点 上 由 坐标 轴 (xi) 的 
单位 切 向 量 组 成 的 标 架 (et,…… ,en) 确定 与 已 给 的 定向 类 相同 的 定向 类 . 这 样 小 的 
e > 0 可 以 取 到 , 因为 标 架 的 定向 类 连续 依赖 于 点 z (虽然 它 可 能 与 点 有 关 ). 对 流 形 
上 所 有 的 点 都 完成 这 一 过 程 , 我 们 就 得 到 流 形 的 一 个 坐标 邻 域 组 成 的 覆盖 . 此 时 转 
移 函 数 的 雅 可 比 行列 式 都 是 正 的 , 因为 在 每 一 点 处 我 们 选取 的 坐标 系 的 切 标 架 关于 
已 给 定向 类 的 符号 都 是 正 的 . 命题 得 证 . 口 

定理 2.2. 7 维 空间 R* 中 由 方程 组 (1) 给 定 的 非 奇 异 曲 面 M* 是 可 定向 的 . 

证 明 设 7 是 曲面 M* 的 切 标 染 . 显然 n 个 向量 = (7,grad 1,… ,grad fn-k) 
在 每 一 点 是 线性 无 关 的 (向 量 grad f; 正 交 于 曲面 且 线 性 无 关 ). 在 曲面 M* 的 每 一 
点 我 们 指定 一 个 切 标 架 的 定向 类 , 要 求 标 架 与 R" 中 的 标准 标 架 (e1,:… ,en) 属于 
同一 个 定向 类 . 显然 这 个 定向 类 连续 依赖 于 点 . 命题 得 证 . 口 

RR*+1 中 (不同 于 超 平面 的 ) 非 奇异 曲面 的 最 简单 例子 是 球面 57, 它 由 方程 


z1 十 … 十 zn+1=1 


给 定 . 球面 S” 是 一 个 n 维 的 紧 流 形 . 通过 球 极 投影 
可 以 方便 地 在 球面 上 引入 局 部 坐标 ( 见 卷 189). 设 
UwN 是 去 掉 北 极 N = (0,… ,0,1) 后 的 整个 球面 , Us 
是 去 掉 南 极 9 = (0,… ,0, -1) 后 的 整个 球面 . 区 域 
Uw 和 Us 窗 盖 了 整个 球面 在 区 域 Uy 中 的 局 部 
坐标 (wk，… ,uy) 由 从 北极 到 平面 z"+1 = 0 的 球 
极 投影 给 出 ; 在 区 域 Us 中 则 可 取 从 南极 作 的 球 极 | 
投影 , 我 们 就 得 到 坐标 (us,.… , 妇 ). 由 图 1 明显 可 Oe 
见 在 平面 z"+1l = 0 中 , 向 量 wn (xz). 和 ws(z) 落 在 , 
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从 坐标 原点 出 发 的 一 条 射线 上 且 它 们 的 长 度 满足 关系 式 
lunlz)llus(z)|=1. 


(ws, "Us 二 人 
2 
》 >》_(u%) 
CC 一 上 C 一 工 


( 试 证 之 !). 及 向 的 转移 函数 由 同一 公式 给 出 , 只 不 过 字母 N 和 5 应 该 互 换 . 
球面 界定 一 个 带 边界 流 形 D"*+1((n +1) 维 圆 盘 ): 


(5) 


f(T)= 2 二 十 Za 和 0. 


球面 9" 将 空间 R"+1 分 成 不 相交 的 两 个 部 分 : f(x) <0 和 Flz) > 0. 

定义 2.2. 欧 几 里 得 空间 R” 的 一 个 连通 的 (n 一 1) 维 子 流 形 称 为 是 双 侧 的 , 如 

果 其 上 存在 一 个 ( 单 值 的 ) 连续 单位 法 向 量 场 . 

这 样 的 子 流 形 M 也 称 为 双 侧 超 曲面 . 

定理 2.3. R" 中 的 双 侧 超 曲 面 是 可 定向 的 . 

证 了 明 设 ” 是 双 侧 超 曲面 M 的 单位 法 向 量 场 . 则 可 以 这 样 选 定 超 曲面 M 的 切 
标 架 定向 类 使 得 标 架 (7,z) 与 标准 标 架 (e1,… ,en) 属于 同一 个 定向 类 . 定理 得 证 . 口 

注 在 87 中 将 证 明 R" 中 每 一 个 闭 双 侧 超 曲面 都 可 以 由 一 个 非 奇异 方程 f(z) = 
0 定义 . 由 此 不 难 推出 这 样 的 超 曲面 总 界定 一 个 带 边界 流 形 . 在 第 三 章 中 也 将 证 明 
了 ”中 任何 闭 超 曲面 总 是 双 侧 的 . 

在 欧 儿 里 得 空间 中 可 由 一 个 方程 组 给 出 的 流 形 的 重要 例子 是 群 流 形 (在 卷 1 $14 
中 研究 过 的 变换 群 ). 

a) 行列 式 不 等 于 零 的 抢 阵 组 成 的 群 GL(n, 民 ) 是 空间 了” 中 的 一 个 区 域 . 

b) 行列 式 等 于 1 的 矩阵 组 成 的 群 SL(n, 有 R) 在 所 有 和 矩阵 组 成 的 空间 中 由 一 个 方 


程 
det A=1 
给 定 ( 超 曲 面 ). 
c) 正 交 和 窍 阵 组 成 的 群 O(n, 展 ) 由 方程 组 
AAT =1 


给 定 . 
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d) 西 和 矩阵 组 成 的 群 U(n) 在 所 有 复 和 矩阵 组 成 的 2n? 维 空间 中 由 方程 
AAT=1 


给 定 , 其 中 “-” 表 示 复 共 轿 运算 . 

在 卷 1 (814 及 其 后 ) 曾经 证 明 过 这 些 群 及 那里 出 现 过 的 另 一 些 群 都 是 R* (和 
R2™) 中 的 非 奇异 曲面 , 因而 是 光滑 流 形 . 

注 这 些 流 形 具有 下 面 的 补充 结构 : 给 定 了 光滑 映射 p 和 


p:G 一 G, 其 中 (9) = 9 
VGXxXG—G, 其 中 Vw(g,h) = gh. 


定义 2.3， 流 形 G 称 为 李 群 , 如 果 它 是 一 个 群 , 且 由 群 结构 给 出 的 映射 p 和 y 
是 光滑 映射 . 
所 有 在 卷 1 中 考察 过 的 变换 群 例子 都 是 李 群 . 


2. 射影 空间 


我 们 考察 空间 R"*+1 中 所 有 非 零 向 量 组 成 的 集 , 并 规定 向 量 y 和 Ay, 入 关 0, 给 
出 一 个 且 同 一 个 点 . 这 样 的 等 价 类 称 为 ( 实 ) 射影 空间 的 点 ; 这 个 ( 实 ) 射影 空间 记 为 
RP". 

了 Pn 的 另外 一 种 描述 : 考察 空间 R"+1 中 所 有 通过 坐标 原点 的 直线 所 成 的 集 . 
根据 定义 , 每 一 条 这 样 的 直线 由 它 的 方向 向 量 给 定 , 而 方向 向 量 的 确定 至 多 相差 一 
个 非 零 倍数 , 因而 我 们 可 以 将 这 些 直 线 看 作为 RP" 中 的 点 . 

每 一 条 这 样 的 直线 与 由 方程 (y%)? 十 … + (yn)2 = 1 给 定 的 球面 57 恰恰 相交 于 
两 个 对 径 点 ， 因 此 , RP" 的 每 一 点 由 球面 5* 的 一 对 对 径 点 给 定 . 我 们 说 射影 空间 
RPn" 由 球面 粘 合 ( 即 等 同 ) 对 径 点 而 得 . 我 们 注意 到 RRP* 上 的 函数 就 是 球面 5S" 上 
的 偶 函 数 : f(y) = f(y). 

例 2.1， 射影 直线 及 Pi 由 圆周 Si 上 的 对 径 点 偶 组 成 ， 此 时 上 半圆 周 (其 中 
y > 0) 的 每 一 点 在 下 半圆 周 上 有 它 的 对 径 点 . 因此 只 需 取 下 半圆 周 (其 中 y < 0) 并 

合 它 的 端点 1 和 -1 就 可 得 到 及 P1!. 于 是 , 我 们 又 得 到 一 个 圆周 . 这 样 一 来 , 我 们 
建立 了 有 RP1 与 圆周 $1 之 间 的 双方 一 一 的 对 应 (如 图 2). 

在 ” 维 的 情形 , 我 们 以 类 似 的 方式 得 到 射影 空间 RP" 的 下 列 构造 : 取 圆 盘 D”" 
( 视 为 5* 的 下 半球 面 ) 并 在 它 的 边界 5S"-! 上 粘 合 对 径 点 (n = 2 的 情形 可 见 图 3). 

例 2.2， 在 卷 1 814 中 构造 了 群 SU(2) 到 SO(3) 上 的 同 态 , 在 此 同 态 下 SU(2) 
中 的 矩阵 4 和 一 4 映射 至 流 形 SO(3) 的 同一 点 . 还 证 明了 SU(2) 同 胚 于 3 维 球面 
'53, 在 此 同 胚 下 和 矩阵 4 和 -4 对 应 于 球面 的 对 径 点 . 于 是 , 我 们 得 到 了 流 形 SO(3) 
和 3 维 射影 空间 及 P3 之 间 的 双方 一 一 的 对 应 . 
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图 2 图 3 


现在 我 们 将 引入 射影 空间 RP* 上 的 一 个 显 式 表达 的 流 形 结构 . 
考察 RP 中 区 域 页 = {vy? 关 0}. 在 这 个 区 域 中 引入 局 部 坐标 


rl a yy” TQ 一 ye 
q yy9 2 ”4 yq 
g++1 了 〈6) 
a ?12 A ?4 


区 域 0,g = 0,1,… ,n 巷 盖 了 整个 射影 空间 . 我 们 来 计算 转移 函数 的 显示 表示 . 在 
区 域 Uo, 我 们 有 坐标 (z3,… ,28), 其 中 


1 2 n 

一 一 ZL = y_ we Z0 二 2 
3 ’ 9 ' 

2 2 2 


在 区 域 Ui 中 , 对 于 它 的 坐标 (z1,… ,zZ?) 成 立 


z= 


0 2 n 
z= 汪汪 
y y y 
在 区 域 veo, Za 的 公共 部 分 , 这 里 y? 了 0,y! 了 0, 我 们 得 到 转移 函数 (zo) 一 (zl): 
1 zz LT? Ln 
oe 2 _ 0 3 _ "0 “0 
和 (7) 


(注意 2 = 2 在 交 Uo 门 Vi 上 不 等 于 零 ). 这 些 转 移 函 数 的 雅 可 比 行列 式 形 如 


ee 
(20)? 


Ji(zo) 一 (zi) 一 det To se 


0 a 
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其 他 的 交 Uj; 门 U 上 的 转移 函数 的 公式 可 从 (7) 作 适 当 的 指标 轮换 得 到 . 

这 样 , 我 们 就 证 实 了 RRP" 是 一 个 光滑 流 形 . 在 ”= 2 的 情形 , 我 们 得 到 射 彩 平 
面 及 已 2. 此 时 的 区 域 称 为 射影 平面 的 有 限 部 分 . 

我 们 注意 , 易 证 前 面 建立 的 5S1 一 及 PL 和 SO(3) 一 RP3 的 双方 一 一 的 对 应 实 
际 上 是 微分 同 胚 . 

复 射 影 空间 CP" 被 定义 为 在 复 空间 Cn"+l 中 所 有 非 零 向 量 所 成 的 集中 将 相差 
一 个 倍数 为 非 零 复数 和 关 0 的 两 向 量 等 同 起 来 所 成 的 集 . 流 形 CP" 上 的 局 部 坐标 
可 像 实 的 情形 一 样 来 定义 , CP" 是 一 个 2n 维 光滑 流 形 . 

例 2.3， 考 察 复 射影 直线 CP!1.， 这 是 由 等 价 关系 (z9,z!) ~ (XAz9， > 大 
0,|z20| + |z1l?2 关 0 确定 的 等 价 类 集 ， 考 察 CP! 上 的 复 函数 wo(z9,z21) 二 一 ， 这 
个 函数 在 点 (0,1) 处 无 定义 , 但 是 我 们 可 以 认为 它 在 这 个 点 取 值 为 oo. 于 是 ， Ep 

是 (添加 了 无 穷 远 点 的 ) “扩充 复 平面 ”. 
定理 2.4， 复 射影 直线 CP! Oe 2 维 球面 52. 


证 阴 局 部 坐标 (wo,v0), wo 十 iuo = wo 二 2 人 Uo = {2° #0} 


上 映 射 到 ?2 维 平 面 上 . 坐标 (U1, V1), ul 十 ?UL 二 Wl 二 则 在 区 域 Ui = {2 天 0} 上 起 
作用 . 区 域 we 和 UU 覆盖 整个 CPL, 且 (wo, v0) 一 (41,v1) 的 转移 函数 形式 为 


(wi,ui) = Ns A 
， ud 二 V2 Us 十 


Wl 二 + 2V1 一 Wi1 = 二 
wo wo 十 vo 
这 些 转移 函数 ( 除 一 个 符号 外 ) 重合 于 前 面 引入 的 球面 5? 上 球 极 投影 坐标 的 转移 函 
数 . 定理 得 证 . 口 
相应 于 所 证 明 的 定理 , 微分 同 胚 于 2 维 球面 的 扩充 复 平面 称 为 黎 曼 球面 . 如 果 
w =v 十 说 是 扩充 复 平面 的 有 限 部 分 中 的 局 部 坐标 , 则 二 给 出 “无 穷 远 " 点 oo 的 邻 
域 中 的 局 部 坐标 
现在 我 们 回 到 复 射影 空间 CP". 在 向 量 z = (z?,… ,z") 关 0 的 等 价 类 中 可 以 
取 到 (终端) 位 于 单位 球面 52"+! 上 的 代表 元 , 即 


Ee 2 = 


或 写成 


-1/2 
为 此 只 要 用 数 和 = ( 学 lz"P) 乘 向 量 z 即 可 . 除 此 之 外 , 向 量 z 还 可 以 乘 以 形 


eiv 的 模 等 于 1 的 数 
推论 复 射影 空间 CPn 可 以 从 球面 S2n+1 = { zl? = 上 通过 等 同 点 z ~ 
a=0 


ei?z 得 到 . 
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如 果 将 球面 52*+1 的 每 一 点 与 它 在 CP" 中 的 等 价 类 相对 应 , 我 们 就 得 到 一 个 
映射 
a (8) 
CP* 的 每 一 点 在 此 映射 下 的 原 像 是 圆周 $1 = {er}. 特别 当 n = 1 时 我 们 得 到 映射 
93 二 92 (有 0 ,Z1) 请 ， ee (Bol es 1). 


习题 

2.1. 证 明 : 奇数 维 射 影 空 间 RP2*+1 是 可 定向 的 . 

2.2. 证 明 : 李 群 的 单位 元 的 连通 分 支 是 正规 子 群 . 

2.3. 证 明 : 连通 李 群 由 单位 元 的 一 个 任意 小 的 邻 域 生成 . 

2.4. 证 明 : 每 个 李 群 是 可 和 定向 的 . 

2.5， 证 明 : 射影 空间 RP* 和 CP" 是 紧 的 . 

2.6. 四 元 数 空间 再 P" 由 空间 H"*+1 中 非 零 向 量 不 
的 等 价 类 集 定 义 . 在 下 P"” 上 引入 流 形 结构 并 证 明 HP1 = 

2.7. 构造 与 映射 (8) 类 似 的 S42+3 -再 Pn 的 映射 . ee 


么 ? 
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1. 李 群 单位 元 的 邻 域 结构 . 李 群 的 李 代 数 . 半 单 性 
在 任何 李 群 G 中 都 有 一 个 特别 的 点 go = 1e G ( 群 的 单位 元 ) 以 及 单位 元 的 切 
空间 了 = Ti1). 变换 
GG, gm hgh-! 
称 为 由 群 的 元 h 决定 的 内 自 同 构 . 这 个 变换 保持 单位 元 go = 1 不 变 (hgoh-1 = go) 
且 生 成 切 空间 的 一 个 线性 映射 


Ad(h):T -TT,; 


还 有 Ad(h-!) = [Ad(h)]-! 和 Ad(hih2) = Ad(hi)Ad(h2). 换言之 , 对 应 h Ad(h) 
是 一 个 线性 表示 
Ad :G — GL(n,R), 
这 里 ”是 群 G 的 维 数 . 
对 交换 群 G 而 言 , 表示 Ad 是 平凡 的 , 即 Ad(h) = 1, 对 一 切 heG. 
在 单位 元 1 = go = (0,… ,0) 的 邻 域 中 我 们 选取 坐标 (x1,.… ,zx"). 可 以 用 这 些 
坐标 描述 群 的 运算 : 元 91 二 (ZT ,2 ) ,92 = (全 二 的 积 91092 有 坐标 


VW (DY) Q = 1,-... ,Nn, 
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而 元 9 二 (Z i) 的 逆 元 9 二 pplz, i ;了 ) 有 坐标 
p(x)= af(z ,2 )， a=1,...,n. 
函数 (xz,y) 和 wp(z) 的 性 质 : 
1) W(z,0) = WwW(0,z) = z (单位 元 的 性 质 ); 
2) W(z,plz)) = 0 ( 逆 元 的 性 质 ); 
由 函数 %(z,y) 和 w(z) 的 光滑 性 及 性 质 1) 导出 
vw*(z,Yy) = 7 + y+ z+ ( 阶 数 > 3 的 项 ). 


现 设 & 和 ?7 是 群 在 单位 元 处 的 切身 量 , 即 空 间 了 中 的 元 ; 并 进一步 设 (£*) 和 
(ww) 是 它们 在 我 们 的 坐标 系 中 的 坐标 . 定义 换 位 子 [&,"] eT 如 下 : 


上 ,= (8 一 195)68， (1) 
其 中 克 = 5 沪 业 | 由 此 定义 推出 换 位 子 的 下 列 性 质 
4 (0,0) 
a)[ ，] 是 T= Rn 中 的 双 线 性 运算 , 这 里 ”是 群 G 的 维 数 ; 
b) 长 ,可 = 一 四 ,本 


c) 将 (结合 律 ) 3) 中 等 式 的 两 边 作 素 勒 展开 并 略 去 阶 数 > 4 的 项 , 我 们 就 得 到 
雅 可 比 恒等式 ( 试 证 之 !) 


([é, 7], ¢] + {lé, é€], 7] + ln, ¢], €] = 0. (2) 


于 是 , G 在 单位 元 的 切 空间 关于 换 位 运算 是 一 个 李 代数 ( 见 卷 1 824). 这 个 李 代 
数 通常 称 为 群 G 的 李 代数 ( 见 卷 1 同一 节 )， 
在 坐标 系 中 , 换 位 子 由 一 组 数 cy， 给 出 , 它们 满足 


[El = c8 em7. (3) 


这 些 数 c$, 关于 指标 6,7 是 反 称 的 并 称 为 李 代数 的 结构 常数 ， 

群 G 的 一 个 单 参数 子 群 是 指 一 条 满足 F(0) = 1 和 F(ti +t2) = F(t1)F(t,)， 
F(t) = F(t)-! 的 一 条 (参数 化 ) 曲线 F(t) Cc G. 在 和 矩阵 群 的 情形 ( 见 卷 1 814), 它 
们 的 形式 为 

F(t) = exp(At). 
在 抽象 李 群 G 的 情形 , 对 于 一 条 曲线 F(t) 可 定义 一 个 依赖 于 上 的 向 量 


F-1F = Fl}! E 了 了 
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如 果 F(t) 是 单 参数 子 群 ， 则 这 个 向 量 不 依赖 于 t， 事 实 上 , 因为 F(t + e) = 
F(t)F(e), 从 而 

dF _ dFl(t+e) = Fr 

dt de a 

即 产 (t) = F(t) 疡 (0) 或 F-1(t) 产 (t) = 疡 (0) = 常 向 量 ， 另 一 方面 , 对 于 每 一 个 非 零 


A eT 总 存在 唯一 的 单 参数 子 群 F(t) 满足 
F-lF=Ah. (4) 


事实 上 , 由 于 常 微分 方程 的 解 的 存在 性 和 唯一 性 定理 , 我 们 通过 解 方程 (4) 就 可 对 小 
的 < 得 到 单 参数 群 F(e). 由 F(6) (|6| < se) 中 的 元 重复 作 乘积 可 以 将 群 F(t) 延 拓 到 
所 有 其 余 的 值 4 上 . 

对 于 用 这 个 方法 求 得 的 群 G 的 单 参数 子 群 , 像 在 矩阵 群情 形 一 样 , 仍 采 用 记号 
F(t) = exp( At). 

习题 3.1. 设 R(t) 和 F(t) 是 两 个 单 参数 子 群 : 41 = 广 (0), 42 = 户 (0) 或 者 
说 而 人 = exp(A1t), F2(t) = exp(A2t). 证 明 公 式 


dF'le) 


》 
E 一 0 de =0 


£2 [A1, A2] = F(t) Fo(t) FT (t)Fy  (t) + OS). (5) 


设 F(t) = exp(At) 是 群 G 的 单 参数 子 群 . 变换 g 一 FogF-1 生成 李 代数 10) = 
Rn 的 单 参数 变换 群 : 
Ad F(t) : R™ — R™. 
向 量 和 Ad Pdg| 落 在 群 GL(n,R) 的 李 代数 中 , 即 是 一 个 线性 算 子 
t=0 


习题 3.2， 证 明 :下 Ad Fo 的 形式 为 B [4, B], 其 中 B < Rn 是 李 代数 
中 的 向 量 . 变换 B 一 [4, 也 记 为 ad A: R"— RY". 
现在 我 们 将 利用 单 参 数 子 群 在 李 群 G 的 单位 元 的 邻 域 中 定义 一 种 (典范 ) 坐标 . 
设 41,… ,hn 是 作为 G 在 点 go = 1€ G 的 切 空间 的 李 代 数 R" = 7 的 一 个 基 . 对 
任意 的 向 量 4 = 》 4izi 都 可 定义 单 参数 子 群 exp 4r = F(7). 
令 
exp A= F(T7)|r=1, (6) 
并 指定 点 exp 4 的 坐标 为 (z1,…… ,zx"); 结果 我 们 就 得 到 在 点 1 e G 的 一 个 邻 域 中 
的 一 个 坐标 系 , 在 这 个 坐标 系 中 和 (xi)? 充分 小 . 这 就 是 “第 一 类 典范 坐标 ”. 
另 一 种 坐标 : 设 fi = exp(4it). 则 点 1 e G 的 一 个 充分 小 邻 域 UV 中 的 任意 点 g 
可 记 成 
9 = Fi(t1) :Fn (tn), (7) 
其 中 t1,… ,如 的 值 小 . 我 们 指定 点 g 的 坐标 为 五 = zl ,t= zw; 这 就 是 “第 二 
类 典范 坐标 ”. 
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习题 

3.3. 考察 曲线 g(7) = 所 (Tt1)… 琴 (Ttn). 证 明 : 
dg . i 
| 本 和 3 


3.4.G = SO(3) 的 何 种 坐标 表示 “ 欧 拉 角 ”w, wy,9 ( 见 卷 1 例 14.1)? 

第 一 类 典范 坐标 可 方便 地 用 于 下 面 定 理 的 证 明 . 

定理 3.1.。 如 果 李 群 G 中 的 乘法 函数 ye 是 实 解析 的 ( 即 可 展开 成 收敛 宪 级 数 )， 

则 李 代 数 唯 一 地 决定 单位 元 1 e G 的 某 个 邻 域 内 群 G 的 乘法 . 

注 对 vw 的 解析 性 (或 者 说 , 对 群 的 解析 性 ) 要 求 不 是 实质 性 的 , 但 不 要 求 y 的 
解析 性 时 的 证 明 要 复杂 得 多 . 

证 明 作 辅 助 函 数 v8(z) 如 下 : 


O° (x,Y) 
Le ) 二 ， a(0) = 69， 
vB(T Dr v8(0) 8 
其 中 p(xz) = z-1 是 逆 元 . 于 是 , 对 函数 y*(zx,y) 可 得 一 个 关于 zx 的 微分 方程 组 
有 
(WY)) 全: = vez), (8) 
初始 条 件 为 
0,V) = y. 
(为 得 到 方程 组 (8), 我 们 注意 它 的 左边 
Ow° (x,Yy) OW (7,Y) 
Or t=yY(r,y) OT7Y 
y= pV(z, Y)) 
是 


OW” (VT, Y), 2) 


DT 


? 


z=p (V(x,Y)) 
然后 余下 要 做 的 只 是 应 用 函数 gp,y 的 性 质 1),2),3).) 
方程 组 (8) 的 可 积 性 条 件 为 ( 见 后 面 的 $29) 
O28 O28 
az7az5 OriOrY’ 


或 等 价 地 ， 有 
v Ove 
Be7 一 Bm = 2 (9) 


其 中 co, 是 李 代数 的 结构 常数 
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我 们 注意 到 具 初 始 速度 癌 量 4 = (4) 的 单 参数 子 群 z = z(t) 的 方程 形 如 ( 见 
(4)) 


4 
Ovy°(z,y) dx? (e+ t) 0 . 
-2 | gr) 思 


在 第 一 类 典范 坐标 中 , 根据 定义 z*(t) = A?t, 于 是 ， 
A® = ve(At)A®, 


或 
3 (Re. 
我 们 证 明 在 典范 坐标 中 这 些 函数 vs(z) 是 唯一 决定 的 . 关于 zp 微分 最 后 面 的 等 式 
可 得 
0 
68 = 2 人 2 + 06. 
现在 用 zx 乘 以 等 式 (9) 并 对 8 求 和 , 我 们 得 到 
00 
人 六 (的 证 和 十 和 人: 
在 这 个 等 式 中 用 ht 替换 z 将 成 立 


Bu9 
tAS + oA) = 09 + cB, Artvt. (10) 


引入 函数 209( 划 三 如 2(41) = we(t, A). 等 式 (10) 意味 着 


dws 
a 


我 们 得 到 函数 ws 的 一 个 具 常 系数 的 线性 微分 方程 组 . 初始 条 件 为 ws(0) = 0. 因此 
消 数 ws(t, 4) 对 任意 的 4 唯一 地 由 李 代数 结构 决定 , 由 此 , 函数 vx (x) 唯一 地 被 决 
定 , 从 而 乘法 法 则 作为 方程 组 (8) 的 解 也 唯一 地 由 李 代 数 结构 决定 . 定理 得 证 . 口 

推论 1 如 果 连 通 的 解析 李 群 G 的 李 代数 是 交换 的 , 即 [4, B] = 0, 则 群 G 是 

(通常 意义 下 的 ) 交换 群 . 

事实 上 在 这 个 群 的 单位 元 的 一 个 邻 域内 这 个 推论 由 定理 3.1 导出 . (在 (10) 中 
置 c = 0, 我 们 得 到 v8(z) = 68, 结果 方程 组 (8) 具 初 始 条 件 %(0,y) = y 的 解 为 
y(z,y) =Z 十 4.) 只 要 注意 到 G 的 任何 元 由 于 连通 性 都 可 表示 为 若干 个 单位 元 附近 
的 元 的 乘积 就 是 以 明白 整个 群 也 是 如 此 . 


= 0 er kan 
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定义 3.1。 非 交 换 李 代数 工 = {RR", cii,} 称 为 是 单 李 代 数 , 如 果 它 不 包含 真理 想 
即 不 包含 这 种 子 空间 I 并 ,0, 而 [1, UC I. 如 果 群 G 的 李 代 数 是 单 的 , 则 G 
称 为 单 李 群 . 李 代 数 工 称 为 半 单 李 代 数 , 如 果 工 = 五 +…+ 厂 ,其 中 万 是 单 
李 代 数 , 两 两 交换 的 ([ 及 ,如 = 0, 当头 1) 且 自 身 非 交换 . 具 半 单 李 代数 的 群 G 
称 为 半 单 李 群 . 对 于 任意 李 代 数 可 定义 “ 基 灵 形式 ” 


(4,B) = —Tr(ad 4ad B), (11) 
其 中 L 上 的 算 子 ad4 形 如 
un [A,ul,uv EL. (12) 


在 前 面 我 们 对 于 李 群 G 的 每 一 个 元 9 伴随 群 G 的 李 代 数 的 一 个 自 同 构 Ad(g) 
( 它 由 G 的 内 自 同 构 诱 导 而 成 ); 我 们 自然 地 将 这 个 自 同 态 Ad(g) 称 为 李 代 数 的 内 自 
同 构 . 

定理 3.2。 1) 如 果 李 群 G 的 李 代 数 工 是 单 的 , 则 内 自 同 构 Ad 9 是 李 群 G 的 

一 个 不 可 约 线性 表示 ( 即 在 工 中 不 存在 非 平凡 的 不 变 子 空间 ). 2) 如 果 基 灵 形 式 

是 正定 的 , 则 李 代 数 是 半 单 的 . 

1) 的 证 了 明 如 果 表 示 Ad g 有 不 变 子 空间 I C 工 , 即 如 果 对 任意 的 ge G, gIg-! 
C7, 则 当 9 接近 于 1 时 , 我 们 得 到 


[L,I cI. 
(事实 上 对 任意 元 X e L,Y € I 和 由 这 些 切 向 量 给 出 的 单 参数 子 群 z(7),y(t), 了 的 不 
变性 隐 含 向 量 
Ad(z(7)(Y) = 和 (ztr)y(bz(r)- 
t=0 
对 任意 7 都 落 在 I 中 . 使 用 第 一 类 典范 坐标 ，z(r) = Xr7,y(t) = Yt, 对 于 


TT)y(t)z(T)-! = zx(T)y(t)z(--7), 使 用 (1) 前 面 的 等 式 及 北 元 的 性 质 可 以 得 到 它 的 
第 a 个 分 量 为 Yat + [X,Yjer+ 关于 tT 的 高 阶 项 . 因此 对 充分 小 的 


Ad(z(r))(Y) =Y + [X,Y]r + O(7?), 
结果 有 
[X,Y]r + O(r’) eI. 


将 最 后 的 表达 式 除 以 7 并 令 + 0, 由 于 关于 欧 几 里 得 范 数 有 限 维 向 量 空间 的 任何 
子 空间 都 是 闭 子 空间 , 最 终 我 们 得 到 [X,Y] e 了 
因此 , I 是 工 中 的 理想 , 这 与 工 是 单 的 矛盾 . 结论 1) 得 证 . 口 
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2) 的 证 明 设 了 是 李 代 数 工 的 理想 . 我 们 首先 证 明了 关于 基 灵 形式 的 补 J ( 即 
J 是 工 中 所 有 正 交 于 了 的 向 量 所 成 的 子 空间 ) 同样 是 一 个 理想 . 为 此 , 设 X,Y2Z 分 
别 是 L, 了 ,J 中 的 任意 元 并 注意 由 于 雅 可 比 恒 等 可 表示 为 


ad[A, B| = ad 4ad B — ad Bad 4， 


Tr(ad[X, YJad 2) = Tr(ad Xad Yad 2 ~ ad Yad Xad 2). 
利用 迹 (Tr) 的 性 质 我 们 得 到 


Tr(ad[X,Y|lad 2Z) = Tr(ad Xad Yad 2 一 ad Xad Zad Y) 
= Tr(ad Xad{Y, 2Z]) = 0, 


因为 [Y, 2Z] eT 且 XeJ. 于 是 [X,Y] 正 交 于 2Z, 由 此 导出 所 需 的 [L,Ic J. 

基 灵 形式 的 正定 性 隐 含 L = I@ J; 于 是 , 具 正 定 的 基 灵 形式 的 李 代数 分 解 成 单 
李 代 数 的 直 和 且 这 些 单 李 代 数 是 非 交 换 的 (因为 基 灵 形式 在 交换 直 加 项 上 的 限制 等 
于 零 ). 口 

注 在 李 代 数理 论 中 证 明 过 更 强 的 结论 : 李 代数 是 半 单 的 当 且 仅 当 它 的 基 灵 形 
式 非 退化 . 这 个 定理 的 证 明 除 了 上 面 用 到 的 论证 外 还 利用 了 这 个 事实 : 非 交换 的 单 
李 代 数 的 基 灵 形式 不 可 能 恒 等 于 零 . 这 个 事实 又 可 以 从 恩格尔 定理 推 得 . 恩格尔 定 
理 说 : 李 代数 工 的 基 灵 形式 等 于 零 当 且 仅 当 该 李 代 数 工 是 第 零 的 , 即 当 且 仅 当 存 在 
n 使 得 

[Lp ,[4 A2l,:…1, An] =0 

对 任意 的 41,:… ,An EL. 


习题 

3.5. a) 证 明 : 一 个 连通 黎 曼 流 形 M 的 运动 (等 距 ) 组 成 李 群 . 
b) 对 黎 曼 流 形 的 所 有 共 形 变换 组 成 的 群 证 明 类 似 的 结论 . 

3.6. 决定 卷 1 ( 见 824) 中 出 现 的 李 代数 中 哪些 是 半 单 的 或 单 的 . 


2. (线性 ) 表示 的 概念 . 非 矩阵 李 群 的 例子 

定义 3.2， 和 群 G 到 某 个 矩阵 群 的 一 个 同 态 p : G 一 GL(n,R) 或 p:G 一 

GL(n,C) 称 为 群 G 的 一 个 表示 ， 此 时 由 公式 xs(g) = Tr p(g),g e G 决定 的 

映射 x。 : G 一 民 (G 一 C) 称 为 表示 p 的 特征 标 . 

一 个 表示 称 为 不 可 约 的 ， 如果 在 空间 了 Rn" (或 Cn") 中 不 包含 关于 所 有 的 形 如 
p(9),g es G, 的 矩阵 不 变 的 非 平凡 子 空间 . 成 立 下 面 简 单 但 重要 的 
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定理 3.3(“ 舒 尔 引 理 ”)). 设 p; : G 一 GL(ni,R),i = 1,2, 是 群 G 的 两 个 不 
可 约 表示 .如 果 4 : Rn 一 R"? 是 一 个 将 pl 变 为 oa 的 线性 变换 ( 即 满足 
4p1(9) = pz(9g)4), 则 4 或 者 是 零 变 换 或 者 是 一 个 同 构 (此 时 自然 有 mi = n2). 
证 明 ”如果 z 是 4 的 核 中 一 个 元 , 即 4z = 0, 则 对 任意 的 ge G， 


Api(g)zx = p2(9)Ax = 0; 


换言之 , 4 的 核 是 表示 pi 的 不 变 子 空间 , 因而 由 pi 的 不 可 约 性 它 必须 或 者 是 整个 
R"! (此 时 4 = 0), 或 者 是 零 空间 .类 似 地 , 4(Rm) C Rn" 关于 pz(G) 是 不 变 的 , 因 
此 或 者 是 零 空间 或 者 是 整个 R"?. 定理 得 证 . 口 

注 设 给 定 李 群 G 的 一 个 表示 p : G 一 GL(N,R). 这 个 (光滑 ) 映射 在 群 的 单 
位 元 处 的 微分 po, 将 李 代 数 g = Tt 映射 至 矩阵 空间 : 


px :g— M(N,R). 


映射 p, 给 出 李 人 代数 g 的 表示 ( 李 代 数 同 态 ), 即 对 李 代 数 g 中 任意 向 量 ,7 成 立 等 
式 
px[¢, 7| = [px, px] 

( 试 证 之 !). (可 以 证 明 p 的 连续 性 自动 地 导致 它 的 光滑 性 .) 

表示 p :G 一 GL(N,R) (或 p :G 一 GL(N,C)) 称 为 是 忠实 的 , 如 果 它 的 核 是 平 
凡 的 , 即 当 p 和 1 时 p(9) 关 1. 任何 矩阵 李 群 具有 平凡 的 忠实 表示 , 因为 它 已 经 实现 
为 空间 RN (或 CN) 的 线性 变换 群 . 然而 并 不 是 每 一 个 李 群 都 可 实现 为 欧 几 里 得 空 
间 的 线性 变换 群 的 . 例如 , 考察 实 直 线 的 形 如 
1 一 ze 
了 二 吉本 (3 
的 变换 群 G = SL(2, R), 其 中 z € R,a e R,z € C,|z| < 1,ln 表示 自然 对 数 函 数 的 由 
条 件 In 1 = 0 决定 的 连续 分 支 . (对 数 的 真 数 是 一 个 分 式 , 它 的 分 子 和 分 母 彼 此 共 斩 ， 
因此 模 为 1, 于 是 对 数 是 一 个 纯 虚 数 , 从 而 整个 右边 是 一 个 实数 .) 群 SL(2, 民 ) 是 一 
个 3 维 连通 李 群 . 它 具 有 一 个 同 构 于 Z 的 子 群 由 (13) 中 a eZ 且 zx = 0 对 应 的 变 
换 组 成 . 这 个 子 群 的 元 与 群 的 其 余 元 都 可 交换 , 或 者 如 通常 所 说 , 这 个 子 群 属于 群 的 
中 心 (下 面 我 们 将 看 到 它 重 合 于 群 SZ(2, 了 ) 的 中 心 ). z = 0 而 a 为 任意 实数 的 变换 
(13) 组 成 群 SL(2, R) 的 一 个 单 参数 子 群 . 

每 个 变换 (13) 具有 性 质 : 如 果 z 一 泌 则 z+2xrk 一 y+2rkk ezZ); 因此 它 定 
义 了 圆周 jw| = 1 上 的 一 个 变换 , 即 变换 


1 
TIT+2rat+ on 


(WC—& ， 
LU 一 一 一 4T30 
1 一 Zw 


于 是 我 们 得 到 群 SL(2, R) 到 群 SZ(2,R)/ 土 1 = SU(1,1)/ 土 1 的 一 个 射影 ( 同 
态 )， 显 然 , 这 个 射影 的 像 是 整个 群 SZ(2,R)/ 土 1, 而 它 的 核 正 是 上 面 提 到 的 群 Z. 
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因为 群 SL(2, RR)/ 土 1 只 有 平凡 中 心 , 由 此 推 知 群 SL(2,R) 的 中 心 就 是 我 们 的 这 个 
群 Z. 

定理 3.4， 群 SL(2,R) 不 存在 任何 的 忠实 线性 表示 . 

证 明 回想 一 下 , 群 SL(2, 民 ) 具有 一 个 单 参 数 子 群 , 这 个 子 群 与 它 的 ( 同 构 于 了 
的 ) 中 心 有 无 限 交 但 不 属于 这 个 中 心 (中 心 由 ae2Z 且 >z=0 的 变换 (13) 组 成 ). 我 
们 将 证 明 群 SL(2, 展 ) 的 这 个 性 质 与 它 嵌入 于 和 矩阵 群 是 不 相 容 的 . 

我 们 假定 群 G c GL(n,C) 同 构 于 SL(2,R). 设 H 是 群 G 的 对 应 于 上 面 所 说 的 
子 群 的 单 参 数 子 群 . 由 卷 1 814, 及 = {exp(t4)lt e R}, 其 中 4 是 某 个 n xn 矩阵 . 如 
果 必 要 , 借助 群 GL(n,C) 的 内 自 同 构 , 我 们 可 以 做 到 使 矩阵 4 化 为 它 的 车 尔 当 典范 
形 , 即 成 为 分 块 对 角 和 矩阵 , 每 一 分 块 形 如 


入 ai 0 


0 入 
其 中 a; = 0 或 1 (我 们 假定 不 同 的 分 块 对 应 于 不 同 的 A, 即 分 块 的 阶 数 等 于 矩阵 4 
的 本 征 值 的 重 数 ).、 于 是 , 矩阵 exp(t4) 也 是 具 同 样 阶 数 分 块 的 分 抉 对 角 和 矩阵 , 它 的 
分 块 形 如 e*B、(t), 其 中 


1 1 
1 alt 方 0102 丰 F010203t" “ —al...Qrtt 


1 
0 1 Qot F0243t" 


ET ji QK 态 一 
BA(t) = 1 
0 0 1 Ca3t (Ra) ' Qart 
0 0 0 Ne 1 
由 这 种 形状 的 矩阵 与 群 G 无 穷 多 次 相交 这 个 事实 可 以 导出 群 G 的 每 一 个 元 都 是 具 
有 同样 阶 数 分 块 所 成 的 分 块 对 角 和 矩阵 . 


所 有 的 与 G 中 全 体 和 矩阵 可 交换 的 矩阵 (包括 退化 的 ) 所 成 的 集 已 是 ”xm 矩 
阵 空 间 C"” 的 一 个 线性 子 空间 ; 交 P 门 G 是 群 G 的 中 心 . P 的 矩阵 又 是 具有 G 中 
和 矩阵 同样 阶 数 分 块 的 分 块 对 角 和 矩阵 , 而 这 种 矩阵 属于 P 的 条 件 可 以 用 关于 矩阵 中 元 
的 一 个 线性 齐 次 方程 组 表达 , 并 且 这 个 方程 组 中 每 一 个 方程 只 涉及 一 个 确定 的 分 块 . 
于 是 , 矩阵 exp(t4) 属于 中 心 的 条 件 可 以 写成 关于 和 矩阵 B、\(t) 中 元 的 一 个 线性 方程 
组 , 即 写 成 关于 上 的 一 个 代数 方程 组 . 这 样 的 方程 或 者 关于 t 恒 成 立 , 或 者 有 有 限 多 
个 解 . 这 与 群 也 = {exp(t4)} 不 属于 中 心 但 与 中 心 有 无 穷 交 这 个 事实 矛盾 .定理 得 
证 . 口 
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习题 

3.7， 计算 群 SL(2,R) 的 李 代数 . 

3.8.。 证 明 : 前 面 构造 的 映射 SL(2,R) 一 SL(2,R)/ 土 1 在 单位 元 的 某 个 邻 域内 
是 同 构 . 


84. 复 流 形 


1. 定义 和 例子 


现在 我 们 介绍 复 流 形 的 概念 
定义 4.1， 一 个 复 维 数 n 的 复 解 析 流 形 是 一 个 2n 维 的 流 形 M, 其 上 已 取 定 可 
等 同 于 n 维 复 空间 C" 中 区 域 的 局 部 坐标 区 域 0, M = UU 在 每 个 区 域 U/ 
中 给 定 的 复 局 部 坐标 为 za = ze + iye,a = 1,.… ,n， 在 两 个 区 域 的 交 U5, 站 U， 
上 有 着 两 种 局 部 坐标 系 (zs) 和 (26). 要 求 从 坐标 (zz) 到 坐标 (28) 以 及 从 (z9) 
到 (za) 的 转移 函数 是 复 解析 函数 ( 见 卷 1 812): 


Oz° Oz8 
一 = 三 0， 一 一 三 0. (1) 
O26 OZ8 


一 个 (在 任意 局 部 坐标 系 中 ) 复 解析 的 映射 称 为 复 流 形 之 间 的 全 纯 映 射 . 到 
复 直线 C 中 的 全 纯 映 射 称 为 复 流 形 上 的 解析 函数 (或 全 纯 函 数 ). 
映射 称 为 双全 纯 映 射 , 如 果 它 及 它 的 首 映射 均 是 全 纯 的 . 互相 之 间 存 在 双 
全 纯 上 映射 的 复 流 形 称 为 双全 纯 等 价 的 复 流 形 或 者 称 为 复 微分 同 胚 的 复 流 形 . 
复 流 形 的 一 个 重要 的 几何 性 质 是 它们 的 可 定向 性 : 
定理 4.1. 复 解析 流 形 M 是 定向 流 形 . 
证 明 设 ze = ze ++iye 是 流 形 M 在 区 域 UV 中 的 复 坐 标 , z6 = x8 + iyh 是 区 
域 Do 中 的 复 坐 标 . 从 坐标 (x9,y9) 到 (x5,y9) 的 转移 函数 的 实 雅 可 比 行列 式 形 如 


2 
如 人 
J =|J°|? = det 加) 
OzZp 


( 见 卷 1 引 理 12.2). 所 有 这 种 雅 可 比 行列 式 都 是 正 的 . 定理 得 证 . 口 
复 解 析 流 形 的 一 个 例子 是 在 82 中 考察 过 的 复 射 影 空 间 CP". 这 些 流 形 上 的 局 
部 坐标 像 在 实 的 情形 同样 构造 , 并 且 转 移 函 数 可 以 由 82 中 公式 (7) 给 出 , 它们 是 复 
解析 的 . 复 射影 空间 CP" 是 紧 流 形 (见习 题 2.6). 
当 n = 1 时 我 们 得 到 扩充 复 平 面 (“ 黎 曼 球面 ")， 此 时 在 无 穷 远 点 oo 的 邻 域 中 
的 局 部 坐标 是 w = (对 z= 00,w = 0). 
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最 简单 的 复 流 形 例子 是 Cn 中 的 区 域 . 另 一 类 重要 的 例子 是 Cn 中 非 奇异 曲面 
它们 由 方程 组 


人 (2) 


给 出 , 其 中 所 有 的 函数 及,… , /是 复 解析 的 , 且 秆 阵 ( 5; ) 具有 最 大 秩 (等 于 


n 一 k). 借助 卷 1 812 中 的 结果 , 完全 像 在 实 的 情形 一 样 , 我 们 可 以 证 明 非 奇异 复 曲 
面 是 复 解析 流 形 . 

与 实 的 情形 所 不 同 的 是 : 空间 C” 中 的 复 子 流 形 并 不 能 包括 所 有 的 复 解 析 流 形 . 
为 确信 这 一 点 , 我 们 证 明 下 面 重要 的 定理 . 

定理 4.2. 紧 连 通 复 流 形 上 的 全 纯 函 数 必 是 常 值 函数 . 

证 明 设 /是 紧 连 通 复 解析 流 形 M 上 的 全 纯 函 数 . 于 是 , 紧 流 形 M 上 的 连续 
函数 |f| 在 某 点 上 取 到 最 大 值 : 


EPE (Bi 


因此 , 由 流 形 的 连通 性 及 下 面 的 一 般 性 结论 可 知 函 数 f(P) 在 整个 流 形 M 上 是 常 值 
函数 . 口 
引 理 4.1 (最 大 模 原理 )， 设 f 是 m” 维 复 空 间 Cn 的 某 个 区 域 Z 上 的 全 纯 函 数 . 

如 果 函 数 |f| 在 U 中 点 Pl 上 取 到 局 部 极 大 值 , 即 |f(P)| < | (CRP)| 对 U 中 充分 

邻近 忆 的 所 有 点 P 成 立 , 则 函数 f 在 PP 的 一 个 邻 域 内 是 常 值 函数 . 

证 阴 由 引 理 中 的 条 件 , 函数 |f| 在 任意 的 过 点 PP 的 复 直线 上 有 局 部 极 大 值 . 
因此 只 要 对 n = 1 证 明 最 大 模 原理 就 足够 了 .此 时 可 以 假定 PB = 0, f(0) 0 ( 当 
f(0) = 0 时 命题 是 平凡 的 ). 适当 地 将 函数 乘 以 一 个 数 , 可 以 假定 f(0) 是 一 个 正 实 
数 . 

对 于 单 变量 全 纯 函 数 成 立 柯 西 积分 公式 ( 卷 1 826): 


/加 = 天 多 人 
了 


其 中 “Y 是 内 部 包含 坐标 原点 的 圆周 . 由 z = re ,y 一 常数 , 我 们 得 到 
2 条 
10) = 未 上 flrew)ap (3) 


关系 式 (3) 对 全 纯 函数 的 实 部 和 虚 部 也 同样 成 立 

设 m(r) = max | Flrese2)|， 由 引 理 条 件 ，F(0) > m(r)， 但 是 由 公式 (3) 推出 
f(0) < m(r)， 这 意味 看 f(0) = mm(r)， 函数 g(z) = Re(f(0) - f(z)) 在 任意 圆周 
:= re% 上 是 非 负 的 , 其 中 > 充分 小 . 事实 上 , f(0) - |f(z)| > 0,|Ref(z)| < |f(z)|. 
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由 等 式 (3), 这 个 函数 沿 圆周 z = rei? 的 积分 等 于 零 . 因此 在 任意 圆周 z = rei? 
上 (r 充分 小 ) Re(f(0) 一 f(z)) = 0, 即 Ref(z) = f(0). 由 不 等 式 |f(z)| < f(0) 就 可 
推出 f(z) = f(0) 对 所 有 的 接近 于 零 的 z 成 立 . 引 理 得 证 . 口 

现在 设 Jax |f(P)| = f(Po) 是 全 纯 函 数 /在 紧 复 解析 流 形 M 上 的 最 大 模 . 再 
设 M' c M 是 流 形 上 所 有 满足 f(P) = /F(Po) 的 点 已 的 集合 . 由 最 大 模 原理 , 集 M' 
在 M 中 是 开 集 (每 一 点 Pe M' 连带 它 的 某 个 邻 域 一 起 属于 M'). 此 外 , 显然 M' 
是 闭 集 且 非 空 . 因此 M' = M (因为 M 是 连通 的 ). 这 样 就 完成 了 定理 的 证 明 . 口 

推论 1 C" 中 维 数 大 于 零 的 复 解析 子 流 形 必 是 非 紧 的 . 

证 明 假定 存在 紧 复 流 形 M 到 Cn 的 全 纯 舱 入 f: 


厂 :NM oC". 


可 以 假定 M 是 连通 的 (否则 , 分 别 考察 M 的 每 个 连通 分 支 ). 于 是 , 这 个 映射 的 所 
有 坐标 fi 将 是 M 上 的 解析 函数 , 从 而 是 常 值 函数 , 即 f 将 流 形 映 射 为 一 点 . 推论 
得 证 . 口 

Cn 中 非 奇异 曲面 的 重要 例子 是 这 些 复 变 换 群 : 

a) GL(n,C), 所 有 的 非 奇 异 ” 阶 复 矩 阵 4,det A 关 0, 所 成 的 集 , 它 是 所 有 复 算 
阵 组 成 的 空间 C* = R?* 中 的 一 个 区 域 . 

b) SL(n,C), 所 有 的 n 阶 单 模 复 矩 阵 4 (det 4 = 1) 所 成 的 集 . 

c) O(n,C), 所 有 的 复 正 交 变 换 , 即 满足 44T = 1 的 ” 阶 复 矩 阵 4 所 成 的 集 . 

这 些 曲面 的 非 奇 异性 在 卷 1 814.1 已 有 证 明 . 由 推论 1 这 些 群 均 是 非 紧 的 . 

这 些 流 形 G 在 定义 2.3 的 意义 上 是 李 群 . 更 一 般 地 , 由 群 结构 定义 的 映射 和 


yy:GxG—G， 其 中 w(g,h) = oh, 
Pp:G 一 G， 其 中 p(g)=9 ，， 


都 是 复 解析 的 (全 纯 的 ) 映射 . 群 G = GL(n,C), SL(n,C), O(n,C) 都 是 复 矩 阵 李 和 群 . 
定义 4.2， 李 和 群 G 称 为 复 李 群 , 如 果 由 群 结构 给 出 的 映射 p 和 少 是 复 解 析 的 . 
定理 4.3， 所 有 的 连通 紧 复 李 群 都 是 交换 群 . 

证 了 明 设 g 是 群 G 的 李 代 数 . 考察 G 在 g 上 的 表示 Ad， 这 个 表示 是 群 到 

复 n x n 矩阵 空间 的 复 解 析 映 射 : G 一 GL(n,C) c C™. 如 果 群 G 是 紧 的 , 则 由 

上 面 证 明 的 定理 , 这 个 映射 是 常 值 映射 ， 于 是 , Ad G = 1 是 单位 矩阵 ( 即 对 一 切 

9g EG,Ad(g) = 1). 

如 果 g(t) 是 G 中 任意 的 通过 单位 元 的 (光滑 ) 曲线 , 且 5(0) = X, 则 对 李 代 数 g 

中 的 任意 元 Y, 如 定理 3.2 的 部 分 1) 的 证 明 中 所 指出 的 那样 , 成 立 等 式 


Ad(g(t))(Y) = 立 +tLXY + O(t). 


§4. 复 流 形 “27" 


因为 Ad(g(t))(Y) = Y, 我 们 断定 对 任意 的 X,Y & g, [X,Y] = 0, 由 此 及 定理 3.1 的 
推论 可 知 群 G 是 交换 群 . 定理 得 证 . 口 
连通 的 紧 复 李 群 唯一 的 例子 是 复 环 面 , 设 在 空间 R?* = Cn 中 给 定 2n 个 实 线 
性 无 关 的 向 量 El) …”，)，C27m， 如 果 在 全 中 规定 相差 问 量 CE1)…… ,CE2n 的 一 个 整 系 数 线 
性 组 合 的 两 个 回 量 为 等 价 的 : 
2n 
z 人 zz 十 》 maea， ma E 之 ， 
=1 
则 所 得 的 等 价 类 集 就 是 复 环 面 T2*. 这 样 的 整 系数 线性 组 合生 成 C" 中 的 一 个 子 群 
及 ( 回 量 elj,… ,ezn 张 成 的 整 格 ). 环 面 T2" 是 一 个 商 群 : 


T2n = CT 


分 别 由 问 量 (ej,… ,ezn) 和 (所,… ,fon) 给 出 的 整 格 玉生 重合 , 如 果 向 量 
所 属于 本 而 e; 属于 rT': 
fe nle,, ej 一 ms fi 
矩阵 (nf) 和 (m3) 的 元 是 整数 且 互 为 逆 阵 . 因此 , det(ni) = det(m;) = 土 1. 反之 , 由 
整 系数 线性 变换 相关 联 的 任何 两 组 向 量 (e;) 和 (f;) 给 出 同一 个 整 格 . 
如 果 取 C" 中 充分 小 的 开 集 在 自然 映射 


(Cs CC 了 


下 的 像 作为 T2" 的 坐标 邻 域 , 则 可 得 环 面 T2* 上 的 流 形 结构 . 试 证 明 环 面 T2n .成 为 
一 个 紧 复 解析 流 形 , 且 是 一 个 ( 具 交 换 群 结构 的 ) 复 李 群 . 
环 面 T2* 上 的 一 个 函数 可 视 为 C" 上 的 一 个 2n 重 周期 函数 : 


f @ > Sf(2) 
a=1 


由 定理 3.2 可 得 
推论 2 C"* 上 的 全 纯 2n 重 周期 函数 必 是 常 值 函 数 . 
例 4.1. 设 n=1. 复 环 面 7T? 由 一 对 非 零 复 数 z1,z2 e C, zi 4 RRz2 给 出 .用 zr! 
乘 以 每 一 个 复数 , 我 们 就 得 到 形 如 (1,T) 的 数 对 ,T+ = z/zi ecC, 且 的 虚 部 Im 7 不 
等 于 零 (向 量 1 和 r 是 实 线性 无 关 的 ). 由 向 量 (zt, zz?) 和 (1,7) 给 出 的 环 面 是 双全 
纯 等 价 的 (在 C 中 用 2 和 zi! 的 乘法 “诱导 ”了 这 些 环 面 之 间 的 全 纯 映 射 )、 于是， 
每 一 个 复 一 维 环 面 7T? 由 一 个 虚 部 不 等 于 零 的 复数 7 给 出 . 
引 理 4.2. 如 果 ( 虚 部 不 等 于 零 的 ) 复数 + 和 7’ 由 线性 分 式 变换 
;: m7+n 
prtg 
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相关 联 , 其 中 和 矩阵 (” 1 有 整数 元 且 行 列 式 等 于 十 1, 则 由 和 7’ 给 出 的 环 

面 重 合 . 

证 明 C" 中 由 向 量 组 (1,7) 和 (pr +qg .lmr+2n .1) 定义 的 整 格 重合 . 如 刚才 
注意 到 的 那样 , 第 二 个 整 格 定义 的 环 面 双全 纯 等 价 于 数 7' 给 出 的 环 面 . 引 理 得 证 . 口 

注 可 以 证 明 (这 需要 使 用 椭圆 函数 这 个 工具 ) 由 充分 邻近 的 复数 r 和 7' 给 出 
的 环 面 是 互 不 双全 纯 等 价 的 . 

从 实 流 形 观点 看 , 环 面 72 微分 同 胚 于 二 维 实 环 面 72 = S51 x 51, 其 中 每 一 个 圆 
周 可 由 在 通过 zi (或 通过 zz) 的 直线 上 将 2 (或 z2) 的 整数 倍 的 点 等 同 而 得 ; 2n 维 
环 面 T2n 则 微分 同 胚 于 2n 维 实 环 面 S- x :… x 91. 

设 环 面 T2n 由 向 量 el,.… ,en 给 定 . 这 些 向 量 中 有 n 个 是 复线 性 无 关 的 ; 不 失 
一 般 性 , 可 假定 它们 是 et, … ,en. 将 问 量 eu+l,…… ,en 关于 这 个 基 分 解 : 


En+k 二 > brjes,k 一 1 ,NN. 
j=1 
复 矩 阵 B = (bk;) ( 除 一 个 双全 纯 等 价 外 ) 完全 由 环 面 T2n 决定 . 矩阵 B 的 虚 部 必须 
是 非 退 化 的 , 否则 向 量 ei,… ,ezn 将 是 实 线性 相关 的 . 
定义 4.3. 环 面 T2n 称 为 交换 环 面 , 如 果 对 它 的 整 格 的 某 个 基 (ei,… ,ezn) 矩 
阵 B 是 对 称 的 且 它 的 虚 部 


厅 和 二 化 7 hky 一 Im br; 


是 正定 的 : 
bjk = bk;, hypjé*éi > 0， 

其 中 (£1,… ,é") 是 任意 非 零 实 向 量 . 

例如 由 虚 部 Im 7 > 0 的 数 7 给 出 的 复 一 维 环 面 T? 是 交换 的 . 因为 由 数 r 和 
-7 给 出 的 环 面 重合 , 所 以 任意 的 复 一 维 环 面 均 是 交换 环 面 , 然而 在 复 二 维 环 面 T4 
中 有 非 交 换 环 面 . 

习题 4.1。 证 明 : 几乎 所 有 的 环 面 T4 是 非 交 换 的 . 

对 于 交换 环 面 可 以 定义 ( 雅 可 比 - 黎 曼 ) 9 函数 0(z1,… ,zz), 其 中 z1,… ,zz 是 
复 变 量 : 


.1I 
0(z1,.…: je) = 》， exp 上 Dbrsmim + ma s (4) 
n 2， 


mi, ,mm 


其 中 求 和 取 遍 所 有 的 整数 组 (m1,… ,mn). 矩阵 B 的 虚 部 的 正定 性 保证 了 这 个 级 数 
的 收敛 性 . 
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2. 作为 流 形 的 黎 曼 面 


我 们 回想 一 下 ( 卷 1 812.3) 多 值 函 数 的 歼 曼 面 的 定义 . 在 两 个 复 变 量 w,z 的 空 
间 C2 中 , 对 任意 解析 函数 f(z,2w) (例如 多 项 式 函 数 ) 可 以 作 它 的 零点 曲面 


f(z,w) = 0. (5) 
这 个 曲面 是 一 维 复 流 形 ( 复 曲线 ), 如 果 曲 面 满足 非 奇 蜡 性 条 件 


( 见 卷 1 812). 
关于 w 解 方程 (5), 我 们 可 以 得 到 一 个 多 值 沙 数 , 例如 : 
a) w= VP(z),f(w,z) = w* 一 也,(z), 其 中 PP,(z) 是 一 个 无 重 根 的 多 项 式 ( 超 椭 
圆 黎 曼 面 ). 
b)w=ln z= ln |z|+iarg z+27i,f(w,z)=e*— 2z. 
销 数 w(z) 的 多 值 性 意味 着 曲面 (5) 沿 w 方向 到 z 平面 上 的 射影 不 是 1-1 的 . 
设 函 数 f(z,w) 是 关于 变量 z,w 的 n 次 多 项 式 . 作 替 换 


1 2 
z 一 w = 2 
于 是 , f(z,w) = 一 -Qun(yo,g 妇 )， 其 中 Qs 是 齐 次 多 项 式 . 投影 到 射影 平面 CP? 


上 ,方程 f(z,w) 二 0 变 成 
Qn(y", ys y) = 0. (6) 


曲面 (6) 中 y=0 的 点 称 为 黎 曼 面 (5) 的 “无 穷 远 ” 点 . 

引 理 4.3. 由 方程 (6) 给 出 的 CP? 中 的 黎 曼 面 是 紧 曲 面 . 

证 明 函数 8, 的 零点 集 在 CP? 中 是 闭 集 . 因为 CP? 是 紧 的 , 所 以 其 中 的 闭 子 
集 也 是 紧 集 . 引 理 得 证 . 画 

方程 (6) 在 非 奇异 的 情形 给 出 一 个 二 维 紧 流 形 . 这 个 流 形 的 形状 又 如 何 昵 ? 我 
们 先 研究 f(z,w) = w? 一 Pn(z) 中 已 (z) 为 低 次 多 项 式 的 情形 , 然后 得 到 更 一 般 的 结 
采 . (要 指出 的 是 , 这 种 曲面 的 无 穷 远 点 是 奇 点 , 因此 它们 在 将 这 种 曲面 构造 为 流 形 时 
一 般 不 出 现 , 或 者 严格 来 说 , 它们 必须 从 这 个 流 形 中 移 去 .) 

例 4.2. 设 f(w,z) = wz;Q2(y ,9 9) = (2) yy. 

考察 反 z = 0,z = co 和 一 条 联结 它们 的 线段 a. 在 微分 同 胚 
于 CP! 的 球面 S? 上 , 这 条 线段 如 图 4 上 所 显示 . 直观 上 显然 可 
见 , 黎 曼 面 f(z,w) = 0 的 所 有 在 这 条 线段 外 面 的 点 分 属于 两 个 连 
通 分 文 , 借助 于 到 z 平面 上 的 投影 , 每 一 个 连通 分 支 等 价 于 线段 a 
的 外 部 . 这 些 连 通 分 支 称 为 多 值 函 数 的 “分 支 ". 在 点 0 和 co 处 图 4 
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函数 w(z) = V3 的 这 两 个 分 支 的 值 相连 接 . 为 了 得 到 曲面 必须 将 区 域 1 的 边界 线段 
al 与 区 域 的 边界 线段 62 等 同 起 来 , 而 区 域 的 边界 线段 8! 则 与 区 域 I 的 边界 
线段 az 等 同 起 来 (图 5). 

容易 看 出 在 粘 合 以 后 又 重新 得 到 一 张 微分 同 胚 于 球面 S52 的 曲面 . 

例 4.3. f(z,w) = w?— PP(z), 其 中 已 (z) 是 具 单 根 z= zi,z =z2,z1 关 2 的 2 
次 多 项 式 . 

用 线段 连接 根 z; 和 zs. 在 这 个 线段 外 部 , 曲面 f(z,w) = 0 分 成 两 个 彼此 不 相 
交 的 部 分 . 在 球面 52 = CP? 上 这 情形 几乎 与 例 4.2 中 的 完全 一 样 (图 6), 差别 只 在 
于 现在 1 oO、 类 似 于 例 2 如 果 等 同 Cl 人 Bo, Bi ~ CQ2， 我 们 就 得 到 球面 9 


图 5 图 6 


例 4.4. f(z,w) = tu2 - 户 (z, 其 中 P(z) 是 具有 3 个 不 同根 zi,z2,z3 的 3 次 
多 项 式 . 我 们 作 如 图 7 所 示 的 切割 ci 和 a2. 在 这 两 条 裂缝 外 部 , 曲面 分 成 两 个 不 相 
交 的 部 分 . 如 果 将 Qi 与 62,m 与 bo,as 与 By 与 0 等 同 起 来 (图 8), 我 们 就 得 到 
环 面 ( 带 一 个 柄 的 球面 ( 见 图 9)). 
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例 4.5. f(z,w) = 2 - Pi(z), 其 中 已 (z) 是 具 4 个 不 同根 zi,zo,z3,z4 的 4 次 
多 项 式 , 像 例 4.4 中 一 样 论证 (点 z4 起 点 oo 的 作用 ), 又 可 得 到 环 面 . 

命题 4.1， 函数 w= VP,(z), 其 中 P(z) 是 无 重 根 的 n 次 多 项 式 , 的 黎 曼 面 微 

分 同 胚 于 带 9 个 柄 的 球面 , 其 中 n= 29g 二 1 或 n= 29g 十 2. (严格 讲 , 这 张 曲 面 的 

无 穷 远 点 在 CP? 中 是 奇 点 .) 

证 明 设 ” 是 偶数 , 令 n = 2g+2. 将 多 项 式 已 (z) 的 根 划 分 成 两 个 一 组 并 用 曲 
线段 a1,… , ago+1 分 别 将 每 一 组 中 的 两 个 根 连 接 起 来 , 这 些 曲线 彼此 不 相交 (图 10). 
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图 10 


将 z 平面 沿 曲 线段 ai 割 开 . 则 我 们 可 以 肯定 黎 曼 面 被 分 成 两 个 不 相交 的 部 分 
Ui 和 U2 (环绕 这 两 个 根 走 一 图 不 会 改变 到 别 的 分 支 去 ). 

我 们 用 字母 oi, 8; 分 别 表示 裂缝 的 两 条 边缘 , 它们 相应 地 属于 片 Vi 和 Us. 随 
后 我 们 将 边缘 如 下 两 两 粘 合 起 来 : 


(Ui, oi) ~ (U2, Bi), (U1, Bi) ~ (Uz, oa). 
这 样 的 粘 合 使 我 们 可 以 在 片 Zi 上 接近 边缘 a; 并 越过 它 (边缘 8;) 到 达 片 VU。 上 . 
对 n 为 奇数 的 情形 可 以 同样 构造 , 但 是 要 将 zi = oo 取 为 一 个 分 支点 . 此 后 
即 可 重复 上 述 过 程 . 口 
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1. 群 在 流 形 上 的 作用 

设 G 是 一 李 群 (例如 , 在 卷 1 中 研究 过 的 变换 群 之 一 ). 

定义 5.1，、 我 们 称 群 G 表示 为 流 形 M 上 的 变换 群 (或 左 作 用 在 流 形 M 上 ), 如 
采 G 的 每 一 个 元 素 9 给 出 流 形 M 的 一 个 变换 (微分 同 胚 )， 


Tr T(r), TEM, 


且 在 此 变换 下 Ton = TTh 和 = 1, 其 中 9,h 是 群 G 的 任意 元 ,1 是 单位 元 . 
变换 To(z) 应 该 光滑 地 依赖 于 变 元 对 (g,x) ( 即 对 应 (9, z) T(zx) 应 该 是 
光滑 映射 : G x M 一 M). 
如 果 关 系 式 ToT = Ty 替换 成 关系 式 TT = To, 则 称 群 右 作 用 在 流 形 
AM 上 . 
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如 果 G 是 群 GL(n, 展 ), O(n, RR),O(p,gq) 或 GL(n CU ,UV(pdp+d= 可 之 
一 , 则 G 自然 地 左 作用 于 R" 或 R2n = C* 上, 此 时 这 种 作用 由 线性 变换 定义 . 
注 ”如 果 群 在 问 量 空间 上 的 作用 是 由 线性 变换 给 定 的 , 那么 , (如 所 知 ) 也 称 它 为 
这 个 群 的 线性 表示 . 
如 果 对 流 形 M 的 任意 两 点 x 和 y 总 可 找到 群 G 的 元 9 使 得 T(z) = y, 则 我 
们 称 群 G 在 M 上 的 作用 是 可 递 的 (或 可 迁 的 ). 
定义 5.2。 其 上 给 定 了 李 群 G 的 传递 作用 的 流 形 M 称 为 群 G 的 齐 性 空间 . 
如 果 将 群 G 本 身 视 为 具 左 移动 T,(h) = oh 作用 的 流 形 , 则 称 为 ( 左 ) 主 齐 
性 空间 . 
类 似 地 可 以 定义 右 齐 性 空间 : T,(h) = hg-1. 
设 z 是 齐 性 空间 中 任意 一 点 . 作为 定义 , 点 z 的 迷 向 群 瓦 - 由 群 G 的 所 有 保持 
点 7 不 变 的 元 9 组 成 , 即 


1(7)= 7 <=> 9 € HH,. 


引 理 5.1。 齐 性 空间 各 点 z 的 迷 向 群 彼此 同 构 


证 明 设 zzxy 是 齐 性 空间 的 两 个 点 , 9 是 群 中 使 得 T(z) = y 的 元 . 那么 , 同 
构 H;, 一 H, 由 式 


hc- ghg-! 


确定 (假定 是 左 作 用 ). 口 
定理 5.1， 在 群 G 的 齐 性 空间 M 与 左 陪 集 (空间 ) GJ/H 的 点 之 冯 存 在 双方 一 
一 的 对 应 , 这 里 太 是 迷 向 群 (假定 G 是 左 作用 .) 

证 了 明 固定 流 形 M 的 一 点 ro. 所 需 的 对 应 可 如 下 建立 : 左 陪 集 (gH) 对 应 于 点 
Ti(zo), 其 中 瑟 = H,。 是 点 zo 的 迷 向 群 . 这 个 对 应 与 左 陪 集 的 代表 元 g 的 选取 无 
关 且 是 双方 一 一 的 . 定理 证 毕 . 口 

对 于 群 的 右 作用 则 取 右 陪 集 (空间 ). 

注 可 以 证 明 : 在 某 些 相当 一 般 的 条 件 下 , 迷 向 群 H 是 G 的 闭 子 群 , 而 左 陪 集 
空间 G/H ( 具 自 然 的 商 空间 拓扑 ) 可 被 赋予 唯一 的 ( 实 ) 解析 流 形 结构 使 得 G 成 为 
流 形 G/H 上 的 李 变 换 群 . 


2. 齐 性 空间 的 例子 
a) (n 十 1) 维 欧 几 里 得 空间 及 "+: 中 的 球面 5 由 方程 


(71)? + 十 (wt) | 


给 定 且 群 O(n + 1) 自然 地 作用 在 S” 上 . 这 种 作用 显然 是 可 递 的 . 于 是 , 球面 S" 是 
空间 R"*+1 的 正 交 变换 群 O(n +1) 的 齐 性 空间 . 我 们 来 寻找 点 z= (1,0,… ,0)€ 5S" 
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(人 4， A € O(n) 


的 矩阵 组 成 . 由 此 , 5S" 兰 O(n 十 1)/O(n), 这 里 兰 表示 微分 同 胚 . 群 G = SO(n + 1) 
同样 在 球面 上 是 传递 的 , 且 迷 向 群 是 SO(n) . 因此 SO(n + 1)/SO(n) 兰 Sn". 

b) 射影 空间 RP" 可 以 视 为 空间 及 "+1 中 通过 坐标 原点 的 全 体 直线 . 群 O(n 二 1) 
可 迁 地 作用 在 流 形 RP" 上 . 我 们 来 考察 方向 问 量 为 (1,0,:… ,0) 的 直线 . 将 这 条 直 
线 变 为 目 身 的 正 交 变换 形式 为 


的 迷 向 群 . 这 个 群 由 形 如 


于 是 , 迷 向 群 同 构 于 直 积 O(1) x O(n), 从 而 成 立 等 式 
RP™ ES O(n+1)/0(1) x O(n). 


c) 坐标 为 上 的 所 有 实数 组 成 的 加 群 及 以 下 列 方式 可 迁 地 作用 于 圆周 S1 = 
{ei?}: 


ec a eT Pt) tc RR. 


由 关系 式 e2"™i = 1 我 们 得 到 : 迷 向 群 重合 于 所 有 整数 组 成 的 加 群 . 

更 一 般 地 , n 维 空间 R”* 的 所 有 平移 组 成 的 群 (我 们 将 仍然 用 及 ”表示 这 个 群 ) 
可 迁 地 作用 于 n 维 环 面 7T* = (S1)*. 此 作用 由 下 列 方式 给 出 : 如 果 yy = (t1,… ,如 ) E 
RR" 月 z = (e2"i?1,.…. ,e2rign) 是 nn 维 环 面 的 一 点 , 则 


T(z) ee Cot a 0 0 


迷 问 群 由 所 有 的 坐标 为 整数 的 向 量 组 成 . 这 样 一 来 , 这 个 齐 性 空间 的 迷 向 群 就 是 Rn 
中 的 整 格 也: 
了 


d) 斯 蒂 弗 尔 流 形 你 5 上， 这 个 流 形 中 的 点 是 n 维 欧 几 里 得 空间 的 k(k < n) 个 
问 量 组 成 的 规范 正 交 集 z = (el1,-… ,ex).n 阶 正 交 矩阵 4 e O(n) 将 点 z 变换 成 点 
4z = (4el,…… , hei), 而 标 架 (hei,… ,4ek) 也 是 规范 正 交 集 . 这 种 作用 是 可 迁 的 
( 试 证 之 小 . 

斯 蒂 弗 尔 流 形 VV 也 可 以 作为 欧 几 里 得 空间 RR”* 中 的 闭 曲面 给 出 . 即 , 设 向 量 
e1,… ,ek 关于 RR* 中 某 个 规范 正 交 基 的 坐标 为 


ei 一 (Zi1) RV )s 2 一 i ) 天. 
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这 些 量 zi = 1,.… ,k;7 = 1,… ,n 可 以 看 成 nk 维 欧 几 里 得 空间 Rm 中 一 个 点 的 
坐标 . 这 些 坐 标 由 k(k 十 1)/2 个 等 式 


(@i, €7) = 0i7 2 = 01i7, i ,k,1 < 3, (1) 
3 一 工 
相关 联 . 本 
引 理 5.2。 斯 蒂 弗 尔 流 形 久 ， 是 空间 Rnk 中 一 个 nk 一 站 维 非 奇异 曲面 . 


证 明 由 于 在 Vn 上 存在 可 递 作用 群 , 只 要 在 一 人 Sn 
验证 在 点 Z0 二 (zxi;) 的 邻 域 中 的 非 奇 异性 ， 这 里 Tij 一 0ij,1 一 | * ,kk;3 > ee 


为 此 我 们 将 证 明 曲面 We 在 该 点 的 切 空间 的 维 数 为 nk - 二 子 ( 即 方程 组 (1) 
的 雅 可 比 答 阵 的 秩 等 于 “ 毕 寺 耻 ). 设 zu = z(t) 是 曲面 Vs 上 一 条 曲线 , 当 t=0 
时 通过 点 zo: 


他 
> (0 Wil k 
s=] 


xi;(0) = 03, t= a 


该 曲线 在 点 zo 处 的 速度 向 量 6 = di 人 


四 | 满足 关系 式 


t 一 0 


= 6€i; + Es 1,7=1,...,k. 
t=0 


d 从 
0 一 元 (> ca】 


于 是 曲面 Vnk 在 后 TO 处 的 切 空间 由 这 种 癌 量 < = 1,.…- ,大 ;7 = 1 … ) 7), 组 成 ， 
它 满足 


9 
这 个 空间 的 维 数 恰 好 等 于 nk - 2 . 引 理 证 毕 . 0 


于 是 , Vk 是 一 个 光滑 流 形 . 我 们 来 寻找 这 个 齐 性 空间 的 迷 向 多 我 们 将 e1,…， 
ek 补足 成 整个 n 维 欧 几 里 得 空间 的 一 个 规范 正 交 基 el … ,en. 保持 问 量 et …… , ex 
不 变 的 正 交 竹 阵 在 所 取 的 坐标 系 中 形 如 


1 0 / 
k a 0 
,AeOl(n—k). 


n—ktf{ 0 A 
因此 , 迷 癌 群 同 构 于 O(n 一), 而 Vx 衬 O(n)/O(n 一 ). 
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当 大 < 即时 , 斯 蒂 弗 尔 流 形 Vi 也 可 视 为 群 SO(n) 的 齐 性 空间 . 此 时 迷 同 群 同 
构 于 SO(n 一 ): 
Wk SO(n)/SO(n — k). 


特别 有 
VO Vat 人 S30 Vnie 人 


e) 格拉 斯 曼 流 形 Gk. 格拉 斯 曼 流 形 中 的 一 个 点 是 n 维 欧 几 里 得 空间 中 通过 
原点 的 一 张 维 平面 . 群 O(n) 在 空间 R* 上 的 自然 作用 在 R" 的 所 有 维 平 面 的 
集 上 产生 可 迁 作用 . 我 们 固定 一 张 & 维 平面 x 并 寻找 它 的 迷 同 群 . 以 下 列 方式 选取 
Rn” 的 一 个 规范 正 交 坐标 系 : 它 的 前 大 个 坐标 轴 落 在 平面 + 上 , 其 余 的 n 一 k 个 坐标 
轴 为 它 的 正 交 补 . 在 这 个 坐标 系 中 , 将 平面 x 变 为 它 自身 的 正 交 和 矩阵 形式 为 


k{ /A 0 
ee . A e O(k), B e O(n ~ k). 


由 此 我 们 得 到 
Gnk SE O(n)/O(k) x O(n — k). 


显然 成 立 等 式 
Gnk = (二 


此 外 , 格拉 斯 曼 流 形 G1 重合 于 射影 空间 RP"-1. 
f) 丁 群 U(n) 的 齐 性 空间 有 : 
1) 奇数 维 球面 92"-1, 它 在 n 维 复 空间 Cr 中 由 方程 


Ee 下 一 二 | 


给 出 , 即 
SleUn)/Un 1) SUn)/sU(n— 1); 


2) 复 射 影 空间 CP"-1. 
CPn" 1 Un)/U() x Un 1); 
3) 由 C” 中 通过 坐标 原点 的 大 维 复 平面 组 成 的 复 格拉 斯 曼 流 形 


Gix SU(Nn)/U(E) x Un — k). 
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习题 
5.1。 设 M 是 群 G 的 齐 性 空间 , 其 迷 向 群 为 玉 . 证 明 流 形 M 的 维 数 等 于 G 的 
维 数 与 HH 的 维 数 之 差 : 
dm M = dim C 一 dim H. 


计算 流 形 Gx 的 维 数 . 
5.2。 证 明 流 形 Vk 和 Gn,x 是 肾 流 形 . 
5.3。， 设 m= (mi,… ,mx) 是 数 nn 的 一 个 分 割 , 即 


ml 十 9772 十 … .十 9mk 一 人 


空间 Rn 的 一 个 线性 子 空间 ro,rl,…… ,kx 组 成 的 集 称 为 一 个 m 旗 , 如 果 

a) dim Ti 一 dim Ti -1 = mi; 

b) ro = 0,Tk = RY”; 

cj Ti_1 C Tri， 

试 在 全 体 m 旗 的 集 F(n,m) 上 引入 结构 使 它 成 为 群 O(n) 的 齐 性 空间 并 计算 这 
个 齐 性 空间 的 迷 同 群 . 


86. 常 曲率 空间 (对 称 空间 ) 


1. 对 称 空间 的 概念 


一 种 很 有 趣 的 空间 是 具 度 量 gc 的 流 形 M, 这 种 流 形 M 上 与 度量 相 容 的 对 称 
联络 的 曲率 张 量 Rooca 满足 关系 式 


Vs( Rapeca) 一 0， (1) 


其 中 V。 是 共 变 导数 . 我 们 知道 由 于 比 安 基 恒等式 ( 见 卷 1 习题 30.7), 此 时 曲率 张 
量 的 共 变 导 数 的 分 量 处 处 都 等 于 零 . 然而 条 件 (1) 却 是 整体 上 很 强 的 条 件 . 特别 地 ， 
从 (1) 导出 曲率 所 有 的 标量 特征 都 是 常数 : 


RR= Ra = 常数，RapcaR%% = 常数 . 


可 以 证 明 : 流 形 M 加 上 某 些 整体 条 件 的 限制 时 从 (1) 就 可 导出 度量 go 的 齐 性 . 更 
精确 地 , 这 个 结论 对 于 单 连通 流 形 M 就 成 立 ( 见 后 面 的 817). 一 般 ( 非 单 连 通 ) 的 满 
足 条 件 (1) 的 流 形 可 作为 这 种 单 连通 流 形 M 关于 某 个 离散 运动 群 的 商 流 形 . 在 这 
种 情形 , 可 能 这 个 离散 群 不 可 与 流 形 M 的 完全 运动 群 交 换 , 此 时 商 M/T 不 是 齐 
性 空间 . 这 种 空间 称 为 局 部 齐 性 空间 或 局 部 对 称 空间 . 

然而 , 我 们 将 使 用 对 称 空 间 的 另 一 种 定义 . 
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定义 6.1. 有 具 度量 go。 的 单 连 通 流 形 M 称 为 对 称 空间 , 如 果 对 任意 点 ze M 

总 存在 等 距 (运动 ) sx : M 一 M, 使 得 点 z 是 它 的 孤立 不 动 点 , 且 在 点 z 处 的 

每 一 个 切 同 量 (在 诱导 变换 s;. 下 ) 都 变 为 它 的 反 向 量 : 变换 成 -~ 上. 这 个 变换 

sz 称 为 关于 乓 x 的 “对 称 ”. 

要 求 流 形 M 为 单 连 通 的 意义 将 在 以 后 说 明 ( 见 817, 818). 在 本 节 中 我 们 将 不 使 
用 单 连通 流 形 的 性 质 . 不 懂得 这 些 性 质 的 读者 可 以 在 学 习 过 第 四 章 后 回头 试 解 本 节 
中 约 化 过 的 习题 . 

引 理 6.1. 对 称 空间 M 满足 性 质 (1). 

证 明 在 给 定点 x €e M 的 一 个 邻 域内 我 们 可 以 取 到 这 种 坐标 (za) 使 得 在 点 x 
处 


0 
QO _ 一 
ze =0, gob = dap, Be 一 


(这 里 我 们 使 用 了 关于 黎 曼 流 形 的 一 个 ( 非 实质 性 的 ) 性 质 .) 在 对 称 s, 下 , 张 量 qu 
和 Ruoca 变换 成 本 身 . 在 点 x 处 的 张 量 V,(Ropca) 也 应 该 变换 成 本 身 , 因为 s。 是 等 
中 0 另 一 方面 , 由 sz 的 性 质 和 张 量 的 变换 规则 ， 张 量 Vs,(Rabcd) 应 该 变换 成 

Vs( Robcd). 于 是 Vs(Rapca) = 0. 引 理 证 毕 . 口 

注 本 定理 的 逆 定理 也 是 成 立 的 , 但 是 它 的 证 明 在 技术 上 更 复杂 , 因此 我 们 不 加 
以 证 明 . 可 以 指出 : 在 任意 黎 曼 流 形 M 的 任意 一 点 ze M 的 近 旁 , 我 们 可 以 在 x 
的 某 个 邻 域 UV 上 如 下 定义 一 个 “局 部 对 称 ”sz*: 考察 从 点 z 出 发 的 测 地 线 并 对 满足 
Y(0) =z 的 测 地 线 ?7 令 

sz(Y(7)) = 7Y(—7), 


这 里 7 充分 小 . 然而 , 这 个 变换 , 一 般 说 来 , 不 是 等 距 (运动 ). 

习题 6.1. 证 明 : 局 部 变换 sz> 对 所 有 的 点 ze M 都 是 等 距 当 且 仅 当 条 件 (1) 
成 立 . (最 简单 的 情形 是 ”= 2, 此 时 曲率 张 量 由 一 个 常量 R 给 出 . 在 一 般 情形 , 最 容 
易 的 着 手 方法 是 通过 分 析 沿 着 测 地 线 雅 可 比方 程 的 不 变性 来 证 明 在 变换 s, 之 下 曲 
率 张 量 的 不 变性 .) 
“对 所 有 的 反 ze M “对 称 ”sz 的 存在 提供 了 充分 多 的 运动 足以 证 明 流 形 M (至 
少 是 局 部 ) 的 齐 性 . 

引 理 6.2. 对 称 流 形 M 是 局 部 齐 性 的 , 即 对 充分 接近 于 z 的 任意 点 I €E M, 存 

在 M 的 运动 g 使 得 g(x) = x. 如 果 两 个 点 x,y e M 可 以 用 测 地 线 连接 , 则 存 

在 运动 g 使 得 g(x) = y. 

证 明 设 是 以 自然 参数 ( 弧 长 参数 )7 参数 化 的 测 地 线 ,0 < 7 <T, 且 yy(0)=z 
和 ?7(T) = y. 然后 考察 点 z = yY(T/2). 显然 对 称 s, 将 y 变换 成 yy 变换 成 了 且 zx 
变换 成 y. (如 果 度 量 是 非 定 的 且 7 是 一 条 迷 向 测 地 线 , 则 7 可 以 是 仿 射 参数 , 由 解 
测 地 线 方程 而 得 到 , 见 卷 1829.) 如 果 z 和 x 是 相近 的 点 , 则 总 有 测 地 线 连 接 > 和 去 
因为 从 zx 出 发 的 测 地 线束 覆盖 了 包含 x 的 一 个 完整 邻 域 . 引 理 证 毕 . 口 
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注 在 连通 ( 黎 受 ) 流 形 的 情形 , 任何 两 点 都 可 以 用 测 地 折线 连接 . 因此 这 种 对 
称 流 形 总 是 齐 性 的 . 

2. 等 距 群 及 其 李 代数 的 性 质 

我 们 将 进一步 考察 具 满 足 条 件 (1) 的 度量 gas 的 齐 性 对 称 流 形 Mi; 流 形 M 的 
李 运 动 群 用 G 表示 , 而 迷 疝 子 群 用 互 表示 , 这 样 就 有 M = G/H. 

考察 映 射 


2 Y(®) 
sz ss = fry:M— M, (2} =7 -7/2 x 7 
其 中 7 = ?Y(r) 是 某 条 测 地 线 , 7 是 目 然 参 数 ， 图 11 


x0 一 ?Y(0),z =7(-T/2). 变换 szlsz = fry : M 一 M 具有 下 面 的 重要 性 质 (图 11): 
a) fr,y 将 测 地 线 7 的 点 作 间 隔 工 的 平移 : 


YES 


b) fr,y 将 沿 着 这 条 测 地 线 的 同 量 作 平行 移动 : 
c) 对 给 定 的 测 地 线 y, 变换 fr,y 组 成 一 个 单 参数 群 : 


fTi+7, I fn, ;了 “ fT 


f-Try = (fry) (3) 


这 些 性 质 容易 由 fr,, 的 定义 推 得 . 
按照 前 面 所 述 ( 见 $3), 群 G 的 单 参数 子 群 订 。 形式 为 


fr,y = exp(TB»), 


其 中 By 是 群 G 的 李 代 数 g 中 某 个 向 量 (精确 地 说 , 就 是 曲线 fr 在 工 =0 处 的 切 
向 量 ). 我 们 用 Li 表示 李 代 数 g 的 由 所 有 通过 zo 的 测 地 线 7 的 切 向 量 B, e g 生 
成 的 子 空间 . 用 L? 表示 点 xo 的 迷 辣 群 五 (x0) 的 李 代 数 . 显然 有 


sD (4) 
考察 小 的 e 关 0 以 及 两 条 通过 点 zo 的 测 地 线 1, 2. 于 是 , 依次 施行 变换 
J 9 je 》 fe,y2) fe,yi 


的 结果 将 点 zo 变换 到 zo 附近 的 一 个 点 (该 点 与 ze 的 距离 属于 ea 阶 一 一 这 不 难 
利用 黎 曼 曲率 张 量 的 性 质 得 到 . 试 证 之 0). 由 李 代 数 换 位 子 的 定义 , 换 位 子 [By,, B>,| 
落 在 对 应 于 点 xo 的 迷 向 群 的 子 代数 中 , 即 [B,,, By,] € 59, 从 而 [Li, Li c 0. 
其 次 , 设 群 G 的 单 参数 子 群 gr = exp(TA4) 保持 点 zo 不 动 ( 即 4 e Z9). 于 是 容 
易 看 出 对 小 的 <, 变换 g。 fr yg_。 以 O(a?) 的 精确 度 表 示 沿 着 (7 在 映射 g。 下 的 像 ) 
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测 地 线 了 的 平行 移动 , 3 也 通过 点 zo. 这 样 一 来 , 单 参数 子 群 ge fr,y9-。 的 切身 量 落 
在 L! 中. 为 确定 这 个 切 向 量 , 我 们 注意 到 对 李 群 的 李 代数 中 任意 两 个 元 X,Y 成 立 


12 
exp(tX)exp(tY) = exp (s(x 十 六 ) 十 pi 大 十 on)) 


(这 是 “坎贝尔 - 贝克 - 豪 斯 多 夫 公式 ”的 均 形 式 ), 由 此 
exp(tX)exp(tY)exp(—tX) = exp(t 十 万 [人 YY] 二 O())， 


如 果 令 上 =1X = eA,Y = TB,, 我 们 就 得 到 所 需 寻 找 的 向量 By + e[4, By]. 因为 
By EL!, 所 以 [4, Be 从 而 [ZDDH Cc Li. 于 是 下 面 的 引 理 得 证 . 
引 理 6.3， 设 G 和 g= 5+L! 如 上 , 则 成 立 


DS py ek DNV PN Se el Py So OF ll a (5) 


注 如 果 李 代数 g = 工 能 分 解 成 和 工 = LI? + L! 且 满 足 关 系 式 (5), 则 称 为 Za 
分 次 李 代 数 , 因为 (5) 可 以 重 与 为 


由 引 理 6.3 导出 
推论 1 在 L?9 上 等 于 1 而 在 L! 上 等 于 -1 的 线性 算 子 


IT:g 一 日 


是 同 态 ( 即 保持 换 位 运算 ). 此 外 , o? = 1 (o 是 “对 合 ”). 
本 推论 的 道 也 成 立 : 如 果 李 代数 g 存在 一 个 对 合同 态 , 则 可 得 到 一 个 Z 分 
次 g= 50+Li 使 得 在 LW 上 oc=1, 在 Li 上 oc=-l. 
由 于 齐 性 , 任意 点 zo € M 的 近 旁 的 局 部 几何 由 点 ze 的 切 空 间 R? (n = dim M) 
的 度量 (标量 积 ) 决定 ， 切 空间 R* 自然 地 可 等 同 于 空间 ZL C g 由 引 理 6.3， 
R? = L1 上 的 度量 关于 内 上 自 同 态 一 9659-: 应 该 是 不 变 的 , 这 里 ge H,& e L1. 对 
于 gr = exp(TA), A e Lo, 我 们 有 变换 L1 一 Li1: 


ad(gr):€ 0 é7,é€,tr EL!. 
但 是 如 前 面 所 指出 的 那样 ， 
é7 = ad(g7)(£) = € + T[A,é] + O(T?), 


从 而 有 


déT 加 加 
| [4 = ap 4)(9 
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由 于 gr 是 M 的 等 距 , 对 L! 上 的 标量 积 (&,n) 成 立 
(éT, nT7) = (é&,); 
关于 了 微分 这 个 等 式 并 令 了 = 0 就 导出 
([A,€],7) + 人 4 人 =0， (7) 


条 件 (7) 是 加 在 L! = R* 上 的 标量 积 ( 即 度量 ) 上 的 限制 条 件 ( 见 卷 1 824.5 中 
的 基 灵 度量 的 定义 ). 


3. 1 型 和 2 型 对 称 空间 


引 理 6.3 给 出 了 对 称 空间 的 代数 模型 . 原则 上 来 说 , 像 对 复 李 群 一 样 , 对 所 有 的 
对 称 空间 可 以 作 分 类 . 我 们 现在 考察 最 重要 的 一 些 例子 . 

最 简单 的 ( 零 曲 率 的 ) 单 连通 对 称 空间 的 例子 显然 是 欧 几 里 得 空间 R* 和 伪 欧 
几 里 得 空间 R .在 这 些 场合 , 群 G 由 空间 R" (或 Re, ) 的 运动 组 成 . 子 群 H 则 是 
O(n) (或 0(p,q)), 空间 L1 = R" 由 平移 组 成 . 如 通常 那样, 我 们 有 分 解 


g=D+L,. 


此 时 还 有 [2Z1, Z = 0; 此 外 , [L9, DC L! (运动 群 的 结构 见 卷 184). 非 单 连 通 的 对 
称 空间 (前 面 称 为 局 部 对 称 空间 ) 则 可 由 关于 离散 群 TT 的 商 得 到 , 这 些 离散 群 由 平 
移 组 成 (也 可 能 还 要 复合 某 个 反射 , 像 克 菜 因 瓶 的 情形 , 见 818). 

在 下 面 所 有 的 例子 中 我 们 将 假定 群 G 是 半 单 李 群 ( 见 83.1), 即 李 代数 g 上 的 基 
灵 标 量 积 是 非 退 化 的 . 回想 一 下 , 这 个 标量 积 (4, B) 的 形式 为 


(A, B) = —Tr(ad 4ad B), 


这 里 ad 4(e) = [4,&]. 我 们 也 限于 考察 群 G 单位 元 的 连通 分 文 . 

有 两 种 不 同类 型 的 单 连通 对 称 空间 (即使 在 度量 是 正定 的 即 黎 曼 度 量 的 情形 ): 

1 型 : 群 G 是 紧 群 , 李 代数 g 上 的 基 灵 标量 积 正定 . (我 们 指出 但 不 加 证 明 : 一 
个 李 群 是 紧 群 当 且 仅 当 它 是 某 个 群 O(m) 的 闭 子 群 .) 

2 型 : 群 G 非 紧 , 李 代数 g 上 的 基 灵 标量 积 不 定 . 

我 们 考察 最 简单 的 例子 

a) 球面 52 (1 型 ). 此 时 G = SO(3) ( 紧 群 ), H = SO(2). 

b) 罗 巴 切 夫 斯 基 平 面 L? (2 型 ). 此 时 群 G 是 群 SO(1,2) 的 单位 元 的 连通 分 支 
(如 卷 1 $13.2 中 所 指出 的 那样 , 它 同 构 于 SL(2, RR)/ 土 1), 而 五 = SO(2). 李 代 数 g 
由 迹 为 零 的 2 x 2 矩阵 组 成 . 标量 积 (4, B) 的 形式 为 


(4,B) = -Tr(AB). 
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李 代 数 的 基 为 : 


我 们 有 4? -= 43 = 0, 43 = 1 以 及 


(Ai, 42>) = —1, (Ai, As) 一 (42,43) = 0， 
(As, As) = —2, (Ai, A2) = (42, A2) = 0. 


厅 = SO(2) 中 的 矩阵 形 如 Cop BD 网 子 代数 50 Cc g 由 形 如 和 (hi - 4?) 


一 Sin % cos wo 
的 矩阵 组 成 . 子 空间 L1 c g 由 向 量 4! + 42, hs 张 成 . 
容易 验证 关系 式 
DO pe ean S62 
子 空间 L!1 C g 上 的 基 灵 标量 积 是 正定 的 . 由 此 , 对 称 空间 L? 上 的 度量 也 是 正定 的 . 
习题 6.2， 探讨 一 般 情形 的 S* 和 L". 


4. 作为 对 称 空间 的 李 群 


现在 我 们 将 李 群 8 本 身 作为 对 称 空间 来 考察 . 群 9 的 运动 群 G 同 构 于 Q x8;G 
在 @ 的 群 作用 由 左 移动 和 右 移 动 生成 : 


(91, 92) :gO 91997 !; 


子 群 及 C G 是 对 角 线 @ = {9,g} C 8 x Q: 显然 互 (1) =1. 对 称 则 有 公式 


Sdg :IT 一 dg 一 19， 

( 斌 证 之 !) 特别 有 si(x) = z-1 

我 们 将 更 为 详细 地 讨论 1 型 和 2 型 的 情形 , 此 时 8 是 单 连通 紧 群 . 我 们 以 前 已 
经 计算 过 它 的 基 灵 度量 的 曲率 ( 见 卷 1 830). 这 里 重要 的 是 它 的 里 奇 曲率 是 正定 的 . 
测 地 线 则 可 通过 将 单 参数 子 群 作 左 右 平移 得 到 . 

构造 一 个 等 距 由 入 Q@ Cc SN, 其 中 N 是 一 个 较 大 的 数 . 因此 我 们 将 假定 群 Q 已 
嵌入 到 群 SO(m) 中 . 进一步 , 群 SO(m) 由 mm x m 矩阵 组 成 , 从 而 位 于 空间 Rm 之 
中 . 我 们 从 Rm 中 引进 矩阵 4 和 B 的 欧 几 里 得 标量 积 : 


(4, B) = Tr(ABT,), (8) 


其 中 工 表示 转 置 ( 见 卷 1 824.5). 
习题 6.3.。 证 明 这 个 标量 积 限制 于 SO(m) 上 就 是 基 灵 形式 . 
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对 于 4e SO(m), 我 们 有 AAT = 1 和 Tr 1 = m. 于 是 群 SO(m) 落 在 半径 为 
Vm 的 球面 (4, A) = m 上 : 
SO(m) C Sm -1. 
引 理 6.4。 欧 几 里 得 空间 Rm 的 标量 积 关 于 元 ge SO(m) 决定 的 左 平移 和 右 
平移 是 不 变 的 . 
证 明 设 ge5SO(m), 4,B 是 任意 的 两 个 m xm 和 矩阵. 于 是 
(94,9B) = Tr(gAB'g’)= Tr(gAB'g ') = Tr(ABT) 
= (A,B). 
类 似 地 , 对 右 平移 
(Ag, Bg) = Tr(AggT1BT) = Tr(A4BY™) = (4,B). 
引 理 证 毕 . 口 
推论 2 Rm 上 的 度量 (8) 限制 于 任何 子 群 9 Cc SO(m) 上 关于 左 平移 和 右 平 
移 
q ”> 91992 
是 不 变 的 ( 称 为 双 不 变 度 量 ). 
引 理 6.5. 单 李 群 9 上 的 每 一 个 双 不 变 度量 与 基 灵 度量 成 比例 (比例 因子 为 常 
数 ). 
证 明 在 群 Q 的 李 代 数 L 上 , 双 不 变 度 量 诱导 一 个 ad 不 变 的 标量 积 


([A, B],C) + (B,[A,C))=0 (9) 
(这 里 4, B,C e 工 ). 如 果 gr = exp(47), 则 
(grBgr ,grCgr ) = (B,C). (10) 


基 灵 标量 积 (4, B) 满足 (9) 和 (10). 设 gw, 5ob 是 两 个 满足 (9) 和 (10) 的 度量 . 度量 
gab 一 入 gab 也 是 ad 不 变 的 . 设 Ai 使 得 det (gas 一 和 gob) = 0; 用 R, 表示 工 中 与 和 i 对 
应 的 特征 子 空间 . 显然 子 空间 R, 关于 工 的 内 自 同 构 是 不 变 的 . 但 群 9 是 单 的 ， 
而 ad 表示 (伴随 表示 ) 是 不 可 约 的 ( 即 无 不 变 子 空间 ). 由 此 R, 一 村 且 gab 一 A1Gab. 
引 理 证 毕 . 口 

推论 3 群 SO(m) 的 每 个 单子 群 8 连同 其 基 灵 度量 可 以 等 距 懂 入 到 带 有 与 球 

面 上 通常 度量 成 比例 的 度量 的 球面 Sm -1 中 

推论 4 里 奇 张 量 R。 也 满足 不 变 式 (9) 和 (10), 因而 对 于 单 群 成 立 Rs = 

》Agab, 入 为 常数 . 

对 于 紧 群 G 我 们 已 经 知道 其 里 奇 张 量 是 正定 的 ( 见 卷 1 830). 半 单 群 (局 部 上 ) 
是 若干 个 单 群 的 直 积 : G = G1 x … x Gk. 对 每 个 单 群 G; 可 以 应 用 这 个 结果 , 而 入 
容易 逐个 决定 . 
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5、 对 称 空间 的 构造 . 一 些 例子 
现在 我 们 转向 一 般 的 对 称 空间 . 设 
M=G/H, yg=L=7 二 


这 里 g 是 李 群 G 的 李 代 数 , 直 和 项 L° 和 51 满足 关系 式 (5), IL 是 群 五 的 李 代数 ， 
衬 间 L! = 及 2 同 构 于 M 在 点 zo 处 的 切 空 间 , 豆 (zo) = zo. 由 于 空间 M 的 齐 性 , 其 
上 的 度量 局 部 地 可 用 L! 上 的 度量 来 决定 且 满 足 (7); 因而 可 以 假定 在 下 面 的 例子 中 
M 的 度量 是 由 李 代 数 g 上 的 基 灵 形式 得 到 的 . 

引 理 6.6， 子 空间 L? 和 L1 关于 李 代 数 g 上 的 基 灵 度量 是 正 交 的 . 

证 明 因为 [Z0,Z9 C Lo,[L9,L cL,Li,L1i CZ, 所 以 对 于 AeL,BeL! 
成 立 


ad A(L?°) CL?°, ad A(Li)cCL), 
ad B(L') CL°?, ad B(L' C 区 1 


由 此 , (使 用 g 中 由 L? 和 Li 的 基 的 并 组 成 的 基 ) Tr(ad 4ad B) = 0. 引 理 证 毕 .， 口 
g 上 的 基 灵 形式 形 如 
(gas) = 人 有 ) (11) 


(形式 gty 常 称 为 对 称 空间 的 基 灵 形式 ) 这 里 a,6 是 Z 中 基 的 指标 , 而 y,5 是 工 ! 
中 基 的 指标 . 子 代 数 L0 上 的 形式 g) 满足 关系 式 (9)， 由 此 , 如 果 李 代数 L 是 单 
的 , 则 根据 引 理 6.5, 度量 9 与 I? 本 身 的 基 灵 度量 成 比例 . 但 是 在 一 些 重要 的 例 
子 中 李 代数 L? 不 是 单 的 , 而 只 是 半 单 的 : L? = L9 @ [9, 其 中 9 和 3 是 单 的 . 于 
是 根据 引 理 6.6 (以 Z9 替代 g 的 地 位 ), 形式 (2 限制 在 [9 上 与 它 的 基 灵 形式 相差 
一 个 因数 Ai, 而 限制 在 L9 上 与 它 的 基 灵 形式 相差 另 一 个 因数 和 2. 

我 们 指出 下 列 事实 : 如 果 4 e Z0, 群 五 是 紧 群 且 度 量 gt 正定 , 则 和 矩阵 ad 4 
(在 区 和 Li 中) 是 反 称 的 . 于 是 , (4,4) = 一 Tr(ad 4)2 是 正 的 , 而 由 于 


—Tr(ad 4) = —[Tr(ad A)?。 + Tr(ad A)?,), 


所 以 
(A, 4)s > (4, 4yro. (12) 


我 们 知道 在 紧 李 群 H 的 李 代数 L?° 上 基 灵 形式 是 非 负 的 . 关于 李 代 数 g 的 基 灵 
形式 在 I? 上 的 限制 , 由 于 不 等 式 (12), 则 对 于 紧 群 五 这 个 限制 是 正定 的 (如 果 对 称 
空间 的 度量 正定 ). 

由 此 看 出 : 为 构造 对 称 空间 , 只 要 给 出 子 代数 L? C g 使 得 外 围 李 代数 g 的 基 灵 
形式 在 L?” 上 的 限制 非 退 化 就 足够 了 , 然后 L1 就 定义 为 Z0 在 g 中 的 正 交 补 . 然而 
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关系 式 (12) 对 L? 的 选取 加 上 了 严厉 的 限制 . 如 果 g 上 的 基 灵 形式 是 非 定 的 , 则 对 
于 具 正 定 度量 的 对 称 空 间 , 子 代数 L° c g 必须 是 这 样 的 : 在 它 的 正 交 补 上 度量 形式 
是 定 号 的 (2 型 ). 这 种 情形 下 , 李 代数 Z0 应 该 是 一 个 紧 群 ( 即 SO(n) 的 子 群 ) 的 李 
代数 . 

注 对 称 空间 M 可 以 实现 为 群 G 的 一 个 子 流 形 使 得 流 形 M 的 测 地 线 恰好 也 
是 流 形 G 中 的 测 地 线 . 这 种 嵌入 可 以 通过 下 列 方 法 之 一 来 构造 : 

1) 按照 方向 向 量 B e L1 从 单位 元 1 e G 处 射出 所 有 的 单 参数 子 群 (证 明 这 些 
测 地 线 给 出 G 的 一 个 微分 同 胚 于 M 的 子 流 形 ); 

2) 考察 映射 p : M 一 G, 映射 p 由 公式 pw(z) = szlsz e G 定义 (ss 是 对 称 ); 

3) 考察 一 个 对 合 5:G 一 G ( 即 群 的 一 个 反 自 同 态 , 5(g1,g2) = 5(92)5(91)), 这 
个 对 合 在 李 代数 g 上 由 等 式 zlze = 15lz = 一 1 定义 . 作 映 射 9 一 go(g-!), 这 个 映 
射 的 像 就 是 M C G. 

习题 6.4， 证 明明 入 1),2),3) 重合 . 

1 型 单 连 通 对 称 空间 的 基本 例子 (作为 习题 , 构造 每 一 个 例子 的 分 解 g = Z90 + 
了 

1) SO(2n)/U(n), 

2) SU(n)/SO(n), 

3) SU(2n)/Sp(n), 

4) Sp(n)/U(n), 

5) SO(p + q)/SO(p) x SO(g), 

6) SU(p 十 q)/SU(p) x U(q)，? 格拉 斯 曼 流 形 , 包括 射影 空间 和 球面 . 

7) Sp(p + 9)/Sp(p) x Sp(q), 

某 些 (度量 正定 的 ) 2 型 对 称 空间 的 例子 . 它们 中 为 单 连 通 的 例子 具有 欧 几 里 得 
空间 R" 的 拓扑 : 

1) SO(p,q)/SO(p) x SO(g) ( 当 g = 1 时 这 个 L? 是 罗 巴 切 夫 斯 基 空 间 )， 

2) SU (p,q)/U(p) x SU(q) ( 当 g = 1 时 作为 复 流 形 这 是 C? 中 的 单位 球 ; 当 p= 1 
时 这 个 流 形 等 同 于 L? SU(1,1)/U(1))， 

3) Sp(p, 9)/Sp(p) x 9p(9)， 

4) SL(n, R)/SO(n), 

5) SL(n, C)/SU(n), 

6) SO(n, C}/ SO(n, R). 

最 后 , 我 们 列 出 一 张 4 维 的 度量 符号 为 (+ - --) 的 对 称 空间 表 . 这 些 空间 可 能 
是 广义 相等 论 感 兴趣 的 , 因为 它们 的 度量 gas 满足 方程 Ros - Xgus = 0 ( 见 前 面 的 推 
论 4). 

I. 迷 向 群 G = SO(1,3) 的 常 曲率 空间 . 

1) 闵可夫 斯 基 空 间 R4 3. 
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2) 德 西 特 空间 S; = SO(1,4)/SO(1, 3); 注意 5+ 同 胚 于 Rx S3. 曲率 张 量 忆 是 
双向 量 空间 42(R4) 自身 的 恒 等 算 子 : R= 1. 

3) 德 西 特 空间 S_ = SO(2,3)/SO(1,3); 空间 S_ 同 胚 于 S1 x R3, 它 的 “万 有 覆 
又 空间 ”5S_ = SO(2,3)/SO(1,3) 同 胚 于 R4 ( 见 818). 曲率 张 量 R= 一 1. 

I. 可 约 空间 ( 常 曲率 空间 的 乘积 ). 

1) 五 = SO(3);M = Ri x M3__, 这 里 M3__ 是 符号 为 (- 一 一 ) 的 常 曲率 空间 . 

2) 有 = SO(1,2);M = R_ x M3_._, 这 里 M3__ 是 符号 为 (+ -) 的 常 曲率 空 
间 . 

3) 五 = SO(2) x SO(1,1); M = M2_ x M2_ 是 两 个 二 维 常 曲率 空间 的 乘积 . 

亚 . 平面 波 的 对 称 空间 Mi ( 迷 向 群 了 H 是 交换 群 , 运动 群 是 可 解 群 ). 在 某 个 整体 
坐标 系 中 , 度量 形 如 


dl? = 2dzlidza + [(cos t)z3 + (sin t)z32]dz? 二 dz2 十 dz3， 
-AP 


五 
当 COS 之 Sin £. 


在 由 1- 形式 
p= dzxi,g = dri + Kdx4a, 7 = dr3,y = dx4 
给 出 的 四 元 组 中 , 曲率 张 量 是 常 曲率 的 且 形 如 
R= -4[cos tpPDAz)@(DAz)+sin t(pAY) 8 (pAW]. 


注 a) 单 连通 对 称 空间 由 它 的 一 点 处 的 曲率 张 量 唯一 决定 . 如 果 R 是 曲率 张 
量 , R: 42(7) 一 42(V), 则 我 们 用 6 表示 由 形 如 R(x,y),z,y eV 的 那些 算 子 生成 的 
空间 V 上 的 反 称 线性 算 子 的 李 代 数 (9 是 迷 向 群 的 李 代 数 50). 设 g 是 空间 站 @j 
由 换 位 运算 为 

[(u, a), (v,b)] = (av — bu, [a,b] + R(vu,»)) 

所 定义 的 李 代 数 . 于 是 , 齐 性 空间 M = G/H 在 与 偶 对 (g,0b) 相对 应 时 就 自然 地 建 
立 起 对 称 空间 的 结构 . 

b) 所 有 具 给 定 迷 向 群 了 的 对 称 空间 的 曲率 张 量 的 分 类 问题 归结 为 寻找 曲率 张 
量 型 的 矿 不 变 张 量 R 使 得 对 任意 的 xz,y e V, R(x,y) e 9, 这 里 b 是 五 的 李 代 数 . 

习题 

6.5. 证 明 : 对 具 正 定 度量 的 2 型 对 称 空间 , g 的 子 代数 2 的 维 数 等 于 g 上 基 
灵 形 式 中 正平 方 项 的 个 数 . 

6.6. 证 明 : 如 果 李 代数 g 是 复 李 代数 (例如 , G = SL(n,C) 或 SO(n,C)), 则 g 
上 基 灵 形式 中 正平 方 项 和 负 平 方 项 的 个 数 都 等 于 dim 7o = sdim g. 找 出 群 SL(n, CC) 
的 李 代数 g 的 子 代数 50. 
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6.7。 证 明 : 对 具 正 定 度量 的 2 型 对 称 空间 总 成 立 M 兰 G/H, 其 中 五 是 G 的 
极 大 紧 子 群 . 研究 SL(n, R)/SO(mw, SL(n,C)/SU(n) 的 特别 情形 . 

6.8. 证 明 : 单 连 通 的 2 型 对 称 空间 总 具有 欧 几 里 得 空间 Rn" 的 拓扑 . 

在 下 面 , 注意 对 作为 李 群 的 对 称 空间 , 其 曲率 满足 


(RCE, 6, 7)ls, = 3K, [Cs 7)) zo, 
&,7,6,7T € 及 = 一 下 


6.9.。 证 明 : 对 1 型 对 称 空间 , 其 里 奇 张 量 Ro。 是 正定 的 且 截 曲率 (Re,m)E, 7) 
非 负 . 

6.10.， 证 明 : 对 2 型 对 称 空间 , 其 截 曲 率 非 正 . 由 此 推断 单 连 通 2 型 对 称 空间 
在 拓扑 上 就 是 了" (假定 度量 是 正定 的 ). 

6.11. 决定 本 节 中 列 出 的 1 型 和 2 型 对 称 空间 的 例子 中 哪 一 个 具有 不 等 于 零 
的 截 曲 率 . 探查 1 型 的 S",CP",RP" 和 2 型 的 L",SU(n,1)/U(n), SL(n,R)/SO(n)， 
SL(n,C)/SU(n). 

6.12. 证 明 : 仅 有 的 维 数 等 于 2,3 的 具 正 定 度量 的 单 连 通 对 称 空间 是 L", 5S"， 
及 ”， 

提示 : 证 明 迷 向 子 群 Cc G 必须 是 SO(m(n = 2,3). 再 由 此 推出 当 n= 3 时 所 
有 的 截 曲 率 是 常 值 . , 

6.13. 证 明 : 对 半 单 群 G = G1 x :… x Gx (每 一 个 G; 是 单 群 ), 任何 单 连通 对 
称 空间 M 都 形 如 M = (G1/ 瑟 ) x … x (Gk/Hx), 其 中 M 的 度量 分 解 为 直 积 . 此 时 
每 个 M; = Gi/H; 的 度量 与 李 代 数 g; = 5L9 + L1 的 子 空间 Z1 上 的 基 灵 度量 成 比例 . 


§7. 流 形 上 的 切 从 *” 


1. 与 切 向 量 有 关 的 构造 
设 M 是 一 个 n 维 流 形 . 我 们 将 由 M 构造 一 个 2n 维 流 形 工 , 称 为 M 的 切 从 . 
定义 7.1， 切 从 L(M) 的 点 用 偶 对 (zx,&) 表示 , 其 中 x 是 流 形 M 的 点 ,上 是 M 
在 这 个 点 的 一 个 切 向 量 . 

我 们 将 引入 流 形 L(M) 上 的 局 部 坐标 . 设 到 C M 是 M 的 一 个 局 部 坐标 为 (ze) 

的 坐标 邻 域 . 于 是 , 在 邻 域 UV 的 每 一 点 M 的 切 空间 产生 一 个 基 e。 = -一 且 在 这 个 

点 的 切 向 量 有 坐标 表示 : & = ce. 形 如 (z,é) 的 偶 对 组 成 空间 L(M) 的 一 个 邻 域 

.U7, 其 中 ze Ua. 这 个 邻 域 UY 中 的 局 部 坐标 为 


(Ya, ,0 ) = (29,- er ) 


*) 本 节 标题 直译 应 为 “ 线 元 及 与 它 相 关 的 流 形 ”, 作者 所 指 的 “ 线 元 流 形 ” 按 当今 通行 的 概念 即 “ 切 从 ”， 
“ 线 元 ” 则 另 有 所 指 , 故 改 译 为 现 标题 . 一 一 译 者 注 . 


$7. 流 形 上 的 切 丛 . 47. 
在 邻 域 QZ 和 UL 的 交 上 的 转移 函数 形 如 


(yp p’ 3 3 外 本 全 (se ,Te je ’ 


其 中 (z8) 为 邻 域 V1 上 的 局 部 坐标 . 转移 函数 的 雅 可 比 矩 阵 为 


avi 40 Oxh O27 
[ 吕 )- (#4) 器) (9 
由 此 雅 可 比 行列 式 等 于 (det 4)2 > 0. 

推论 1 切 从 L(M) 是 2n 维 光 滑 定 向 流 形 . 

例 7.1. 欧 几 里 得 空间 R" 中 一 个 区 域 5 的 切 从 微分 同 胚 于 直 积 U x R". 

设 在 流 形 M 上 已 给 定 黎 曼 度量 . 于 是 在 切 从 L(M) 中 可 定 一 个 由 满足 lc = 1 
的 点 (z,€) 组 成 的 子 流 形 L1(M). 流 形 L1(M) 的 维 数 等 于 2n - 1 ( 它 是 在 L(M) 中 
由 非 奇异 方程 f(zx,€) = gag(7)&%E8 = 1 给 定 的 ). 

例 7.2， 对 于 由 方程 > = 1 给 定 的 n 维 球面 S", 它 的 切 向 量 € 正 交 于 
指向 切 点 的 径 向 量 x. 因此 , 对 于 球面 5", 满足 |é| = 1 的 (z,) 组 成 的 流 形 是 斯 蒂 
弗 尔 流 形 V41,2 ( 见 85.2). 特别 , 对 于 二 维 球面 52, 所 有 的 单位 切 向 量 组 成 的 流 形 
L1(S?) 等 同 于 Vs 2 法 SO(3) 兰 及 P3. 

我 们 来 考察 另 一 些 与 切 从 有 关 的 构造 : 

a) 常常 过 到 流 形 L,(M), 它 的 点 用 偶 对 (zx,7) 表示 , 其 中 r 是 点 ze M 的 切 空 
间 中 通过 坐标 原点 的 直线 . 

b) 对 于 任意 的 ” 维 流 形 M, 我 们 可 以 相关 地 构造 一 个 新 的 流 形 EE, 它 的 点 用 偶 
对 (z,7) 表示 , 其 中 ze M,r = (&1,… ,&) 是 点 x 处 的 切 空 间 中 一 个 基 . 

c) 对 于 定向 流 形 M, 类 似 于 b) 可 定义 流 形 5B, 不 过 此 时 所 有 的 标 架 应 属于 决 
定 M 定 辐 的 定向 类 中 . 

d) 对 于 黎 曼 流 形 则 有 正 交 标 架 组 成 的 流 形 Eo. 

我 们 将 在 第 六 章 中 再 考察 与 切 丛 相关 的 另 一 些 构造 . 

流 形 M 到 流 形 N 的 光滑 映射  : M 一 N 可 决定 对 应 的 切 从 之 间 的 一 个 光滑 
映射 : 


LM)— L(N), (x,é€) 一 (zh 6) 
(f. 是 在 81.2 中 定义 的 切 空间 中 的 诱导 映射 ). 
现在 我 们 定义 余 切 从 ”L*(M), 它 的 点 用 偶 对 (x,p) 表示 , 其 中 p 是 点 x 处 的 
余 向 量 ( 即 M 上 的 1- 形式 ). M 上 一 个 邻 域 0, 的 局 部 坐标 就 给 出 流 形 L*(M) 中 
的 局 部 坐标 (zeg ,ppa)h， 其 中 (局 部 地 ) 


2 = ppadzp. 
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从 坐标 (za,ppa) 到 坐标 (z8,poe) 的 转移 函数 形 如 


DZa 
(zh, pgp) ER (a oe Tp) Se) 。 (1) 


这 个 转移 函数 的 雅 可 比 矩 阵 为 


A-!1 0 Bra a 2 Ce 
| 
H 4 Oz4 Orag Org 


它 的 行列 式 等 于 1. 由 此 , 流 形 L*(M) 也 是 定向 流 形 . 
. 流 形 M 的 度量 gae 可 以 用 来 构造 微分 同 胚 


ZaAf) 一 了 工 ( AM). 


这 个 微分 同 胚 将 点 (zc, 上 ea) 变 为 点 (zx?, gas(z)e5) ( 即 卷 1 819 中 学 过 的 降低 指标 的 
运算 ). 

表达 式 w = pudza 在 形 如 (1) 的 替换 下 是 不 变 的 . 结果 w 可 以 视 为 流 形 L*(MM) 
上 的 微分 形式 . 它 的 微分 2 = dw = 2 dpa A dza 是 一 个 非 退 化 的 反 称 2- 形式 , 并 
且 显 然 是 闭 形式 , dg2 = 0. 

结论 流 形 L*(M) 是 辛 流 形 . 

我 们 回忆 在 卷 1 中 , 具有 一 个 非 退 化 的 闭 反 称 2- 形式 的 流 形 称 为 辛 流 形 . 

2. 子 流 形 的 法 从 

设 M 是 一 个 ” 维 黎 曼 流 形 , gae 是 其 上 的 度量 . 再 设 NN 是 M 的 一 个 上 维 光 
滑 子 流 形 . 我 们 来 定义 子 流 形 N 在 M 中 的 “法 从 ”zw(N). 这 个 空间 的 点 用 侦 对 
(z,z) 表示 , 其 中 z 是 NN 的 点 ,v 是 点 z 处 M 的 切 向 量 且 在 x 处 与 子 流 形 N 正 交 . 
所 谓 与 子 流 形 N 正 交 是 指 它 正 交 于 与 N 相 切 的 那个 子 空间 . 可 以 假定 子 流 形 N 局 
部 地 由 非 奇 异 方程 组 yi+1 = 0,.… ,yr = 0 给 定 , 这 里 yt+1,.…. ,yr 属于 M 上 的 坐 
标 系 (y!,:… ,y") 中 的 坐标 , 而 (y,… , 久 ) 则 是 N 本 身 的 局 部 坐标 ( 见 $1). 于 是 ， 
流 形 vw (N) 在 L(M) 中 局 部 地 由 方程 组 

ytl =0,... ,y=0,9a8(WV =0,a=1,..…,k 


决定 . 这 个 方程 组 是 非 奇 异 的 ( 试 证 之 !). 因此 vw (N) 是 L(M) 中 的 n 维 子 流 形 . 
例 7.3，1) 设 M = Rn",N 由 非 奇 异 方程 组 


fi(y) 0 , fn—k(y) 一 0,y 一 (yl ,7) 


整体 给 定 , 这 里 由,… ,yr 是 M = Rn 上 的 欧 几 里 得 坐标 . 于 是 向 量 grad 所,… 
grad fa_k 正 交 于 曲面 N 且 处 处 线性 无 关 . 这 些 向 量 给 出 了 vga(N) 的 直 积 结构 : 


Rn (NN) Nx 及 "一 ^. 
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更 一 般 地 , 如 果子 流 形 N 在 M 中 由 非 奇异 方程 组 
fi(z) =0,.…… ,fn_x(7)=0 


整体 给 定 , 则 向 量 场 ei(z) = grad f(z) = 95 上 ,i 一 1,… ,n 一 在 每 个 点 与 从 正 


交 且 线性 无 关 . N 在 后 x 处 的 任 一 法 向量 都 有 表达 式 
vy = viei(z). 
我 们 就 得 到 对 应 (zx,v) 一 (zx,v1,… ,wv*). 这 是 一 个 微分 同 是 
vuM(N)SN x Rn 


重要 的 特殊 情形 : 设 4 Cc M 是 一 个 由 不 等 式 f(x) < 0 给 定 的 带 边界 流 形 ; 
N = 984 是 流 形 4 的 边界 . 则 这 个 边界 的 维 数 为 n 一 1 且 由 一 个 非 奇异 方程 f(x) = 0 
给 定 ; 边界 的 法 从 分 解 成 直 积 


vm (04) — O04xR. 


2) 设 M = NN x N, 这 里 NN 是 一 个 黎 曼 流 形 . 则 M 的 切 向 量 由 N 的 切 向 量 侦 
对 (&,n) 给 出 . 如 果 我 们 置 


((€1, 1), (é2,72)) = (€1, €2) + (11, 12), 


则 在 流 形 M 中 就 引进 了 一 个 黎 曙 度量. 我 们 将 流 形 N 放 入 M 中 作为 对 角 线 A = 
{(z,z)} C M, 这 里 x 是 N 中 的 点 .与 对 角 线 相 切 的 向 量 形 如 (c,c)， 如 果 向 量 
v 二 (&,7) 与 对 角 线 4 正 交 , 则 


0 一人 (人 1) = (6,€+7). 


这 个 等 式 对 N 的 任意 切 向 量 〈 都 要 成 立 , 从 而 只 能 上 = -7 即 对 角 线 As 兰 N 
的 法 向 量 的 形式 为 v = (&, 一 6 

结论 vvwxw(4) 宕 ZN) 

3) 我 们 如 下 定义 法 从 vm (N) 到 流 形 M 的 映射 h ( 测 地 映射 )、 设 (z,z) 是 
vm(N) 的 任意 点 . 从 点 x 出 发 以 v 为 初始 速度 向 量 作 M 中 的 测 地 线 y(t), (0) = v. 
令 h(z,v) = 7y(1). 

引 理 7.1、 映射 在 (x,v) = (x,0) 处 的 雅 可 比 行列 式 不 等 于 零 . 

证 阴 我 们 只 对 当 M 是 具 通 常 欧 几 里 得 度量 的 空间 Rr 及 Nc R" 是 参数 表 
不 7T' 二 Ti(W 1),i 二 1,… ,n, 的 超 曲 面 的 情形 加 以 证 明 ， 此 时 ,点 (7,v) € 
VR"(N) 的 坐标 为 (wl,… ,wr-1,t), 这 里 z = z(w),v = tn(w),n 二 n(w) 是 超 曲 面 NN 
在 后 z(w) 处 的 单位 法 向 量 . 测 地 映射 的 表达 式 为 


hu, ,ut) = 1) + tn(u). 
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它 的 偏 导数 为 
Oh _ er ,On 8 


Bi ni Bd 


当 t = 0 时 , 显然 可 以 得 到 非 奇 异 的 雅 可 比 矩 阵 ( 守 ' 多 ) - (7) 引 理 证 毕 .0 

推论 2 设 V 是 紧 流 形 , 并 设 xf(N) = {(z,z)lz| < e}. 则 当 s 充分 小 时 , 映射 

h 将 区 域 xfr(CV) 微分 同 胚 地 喘 射 为 流 形 N 在 M 中 的 某 个 邻 域 U.(N) . 

证 了 明 由 引 理 7.1, 映射 h 在 vw (N) 中 任意 点 (z,0) 的 某 个 邻 域 中 是 微分 同 胚 . 
从 这 些 邻 域 中 我 们 可 以 选 出 有 限 多 个 覆盖 vw (N) 中 的 集合 (N,0) (这 是 由 于 NN 的 
紧 性 ). 这 些 邻 域 的 并 集 将 N 包含 在 某 个 s 邻 域 vj (N) 之 中 . 在 这 个 < 邻 域 中 映射 
h 是 微分 同 胚 . 口 

注 设 U.(N) 是 推论 2 中 所 述 的 邻 域 xy (N) 在 产 之 下 的 微分 同 胚 像 . 于 是 , 对 
区 域 U.(N) 中 任意 一 点 x 可 以 作 “垂直 测 地 线 ” 7 到 子 流 形 N 上 , 此 外 , 这 条 测 
地 线 7 局 部 上 是 唯一 的 . 这 条 垂直 测 地 线 的 长 度 称 为 点 z 到 流 形 N 的 距离 , 并 用 
p(z, V) 表示 . 函数 p(z, V) 光滑 地 依赖 于 区 域 U.(N) 中 的 点 x. 

定理 7.1. 设 M 是 Rn" 中 一 个 紧 双 侧 超 曲面 ( 见 82), 则 MY 必 由 某 个 非 奇 异 方 

程 


jz) =0 
给 定 . 
证 明 设 y(t) 是 光滑 函数 , 它 的 图 如 图 12 所 示 . 
如 下 构造 函数 f(x) : 及" 一 RR: 


f(z) = 如 果 xz ¢4U.(M)， 
p( 土 p(z, M)), 如 果 ze U(M). 


这 里 Ue(M) 是 推论 2 中 所 述 的 M 的 邻 域 . 对 
于 R"\M 中 的 一 个 区 域 中 的 点 取 定 “+” 号 , 则 对 另 
一 个 区 域 中 的 点 取 “-” 号 (这 里 用 到 了 双 侧 曲面 的 2 
性 质 ). 超 曲面 M 就 由 方程 f(z) = 0 给 定 . 定理 证 毕 . 口 


第 二 章 基本 问题 . 函数 论 中 一 些 必需 的 
结果 . 典型 的 光滑 映射 


本 章 用 来 论述 流 形 上 的 函数 理论 必需 的 一 些 基本 问题 . 本 章 中 定理 的 证 明 对 包 
含 在 以 后 各 章 中 的 流 形 的 几何 与 拓扑 的 展开 不 起 任何 作用 . 因此 , 读者 可 以 只 了 解 
本 章 中 定理 的 表述 和 有 关 的 定义 , 这 无 损 于 对 后 面 内 容 的 理解 . 

本 章 的 内 容 分 成 两 部 分 : 第 一 部 分 中 构造 所 谓 的 “单位 分 解 ”, 借助 于 单位 分 解 
证 明 一 系列 的 “存在 性 定理 ”( 这 些 定理 在 一 些 具 体 的 例子 中 常常 是 不 言 自 明 的 ): 流 
形 上 黎 曼 度量 和 联络 的 存在 性 , 一 般 的 斯 托 克 斯 公式 的 严格 证 明 , 紧 流 形 到 欧 几 里 
得 空间 的 光滑 嵌入 的 存在 性 , 连续 函数 和 映射 通过 光滑 函数 和 映射 的 可 逼近 性 , 形 
式 和 度量 关于 紧 变 换 群 的 平均 运算 的 证 明 . 

第 二 部 分 从 所 谓 的 萨 德 引 理 开始 , 处 理 关 于 函数 和 映射 的 “上 典型 的 ” 奇 性 的 精 
确定 义 . 这 部 分 在 后 面具 体 的 拓扑 结构 中 非常 有 用 , 值得 读者 去 努力 熟悉 其 中 的 定 


§8、 单位 分 解 及 其 应 用 


我 们 以 后 将 使 用 下 列 记 号 : Cese(M) 一 一 光滑 流 形 M 上 的 光滑 函数 空间 ; 
sup(jf(z)) 一 一 函数 f(z) 的 上 确 界 ; supp(J(z)) 一 一 函数 f(z) 的 支 集 ， 即 使 得 
f(z) 关 0 的 点 z 组 成 的 集 的 闭 包 . 

1. 单位 分 解 

考察 欧 几 里 得 空间 RR". 
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引 理 8.1， 设 4,B c R" 是 两 个 不 相交 的 闭 子 集 , 此 外 , 4 有 界 . 于 是 存在 Rn" 
上 的 Ce 函数 yp(z) 使 得 在 4 上 yp(x) = 1 而 在 B 上 yp(zx) =0 (图 13). 此 外 ， 
2(z) 处 处 满足 0 < p(xz) < 1. 

证 明 设 ab 是 两 个 实数 , 0 < a <b. 考察 实 直 线 R! 上 的 下 列 函 数 : 


1 i 
ra- 人 当 a<zx<b, 
其 余 的 zx， 


容易 验证 f(z) 是 R! 上 的 光滑 函数 ( 试 证 之 !). 


- | / oa / oa 


(图 14). 显然 , (zx) 是 光滑 函数 且 成 也 


当 了 过 1 
下 (Z) = 当 z<a, 


a j 0, 当 ag<zr<gb. 


图 13 图 14 


现在 我 们 考察 R* 上 由 
(ZN = F(T ) 十 二 (zz -7 (Pe 
定义 的 函数 %(z). 显然 , %(z) 是 R* 上 的 光滑 函数 且 
0, 当 r2 >b, 
yz)= 4 1， 当 ”2 < a， 
从 1 减少 到 0,， 当 a<r?<b. 


在 这 里 >2 = Dt 2 ( 见 图 15). 于 是 , 如 果 S 和 5S' 是 R" 中 两 个 同 球 心 的 球面 且 5 


包含 着 9/， 则 存在 光滑 函数 %(z) 使 得 在 以 5S 为 边界 的 球 的 外 部 , %(z) = 0, 而 在 以 
3' 为 边界 的 球 内 部 %(z) = 1. 

现在 来 考虑 集 4 和 B ( 见 引 理 中 的 条 件 ). 由 于 4 是 紧 的 , 存在 有 限 多 个 球面 
Si (1 < i < m) 使 得 它们 相应 的 开 球 Di(8D; = 5;, 这 里 “ ”表示 闭 包 运算 ) 组 成 4 
的 一 个 开 柳 盖 , 即 A Cc U Di. 因而 4 门 B = 8, 可 以 假定 D; 门 B= Ci =1 mm 
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任意 一 个 球面 8 可 以 缩小 为 另 一 球面 5; c 5; 使 得 相应 的 开 球 集 {D4} 仍 是 4 
的 开 和 覆盖 , 即 4 c 和 站 !. 
现在 对 每 一 ; 人 函数 wi(z) E CX(R") (RR* 上 的 光滑 函数 ) 使 得 


i 1 在 也 上， 
Lo, 在 疡 外 部 . 


令 olz) =1 工 一 了 (1 一 (7Z)). 显然 , o(z) E C%(R"); 在 4 上 wz 三 1 而 在 已 上 
ofZ) 三 0. 引 理 证 毕 ， 口 

引 理 8.2. 设 C 是 光滑 流 形 M 的 紧 子 集 ; C C V, 这 里 V 是 M 的 开 子 集 . 则 

存在 函数 pg(z) e Cece(M) 使 得 在 M 上 0< wy(z)<1, 在 C 上 wy(z)=1 朋 在 V 

外 部 p(x) = 0. 

证 了 明 对 M = R" 的 情形 , 这 个 引 理 已 经 被 证 明 ( 见 引 理 8.1). 现 转向 一 般 的 情 
形 . 设 (Uo,ya) 是 M 上 的 局 部 坐标 卡 , ou : Us 一 Rn. 设 5S。cC Us 是 Uo 中 的 一 个 
紧 子 集 . 

考察 集 wu(Ua) C R"; 这 个 集 在 R" 中 是 开 集 . 由 于 引 理 8.1, 在 集 pg。(U。) 上 存 
在 函数 f(z) 使 得 在 pa(S。) 上 fo(7) =1 且 supp fa(z) C pa(D6a), 即 在 pa(U6) 外 
部 f(z) = 0. 我 们 再 考察 M 上 的 函数 Fi(PP): 


falPalP)), 当 Pe Bp 


el 


明显 地 , e CX(M), 在 S,， 上 到 =1, 在 UU 外 部 下 ,=0. 
现在 考察 紧 子 集 C ( 见 前 ), C c V,V 是 开 集 . 下 C 的 紧 性 ， 存在 有 限 个 开 从 


标 邻 域 0 ,.… ,UNy 和 紧 集 51,.… ,Sw 使 得 Cc U Sw Us HS, U Us。 CV. 根据 
我 们 前 面 所 证 明 的 结果 , 对 每 个 Da 存在 函数 Fo E CoM) 使 得 在 5。 上 Fo=1 及 
在 [ 外 部 F = 0. 作 函 数 下 二 1- -EF) 于 是 在 C 上 下 =1, 在 Uv 的 
外 部 F = 0, 特别 在 V 的 外 部 F =0. “ 引 理 证 毕 . 口 
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定理 8.1 (“ 单 位 分 解 ” 的 存在 性 )， 设 M 是 紧 光 滑 流 形 ; {Z} 是 流 形 M 的 
任意 一 个 由 坐标 邻 域 (例如 开 球 ) 组 成 的 有 限 柳 盖 . 则 存在 一 族 函 数 we(z) Ee 
Cee(M) 使 得 : 

1) 对 每 一 个 a, supp ou C Ua: 

2) 对 一 切 点 x € M1 > ga(7x) > 0; 

3) 对 一 切 点 ze M,》 oau(z) 三 1 


证 明 对 于 邻 域 集 {U6},1 < a < N, 如 前 可 以 构造 新 的 “缩小 些 ” 的 开 球 集 
fi<ka< 和 exN, 使 得 7。c 磷 且 { 瓜 } 仍 是 流 形 M 的 覆盖 . 

对 于 开 集 对 (Uo, Va), 根据 引 理 8.2, 存在 函数 we(z) Ee C™(M) 使 得 在 M 上 
0 < ya < 1 在 V。 上 w=1 且 在 U 的 外 部 wo =0. 令 Wz) = 2 wals z), 则 显然 
EC%(M) 且 对 任何 点 ze M 成 立 y(z) > 0. 接着 令 wa = Ya/y. 显然 这 一 族 函 
数 ou 满足 定理 的 要 求 . 定理 证 毕 . 口 

函数 族 {pu(z)} 称 为 从 属于 履 盖 {U6} 的 单位 分 解 . 

注 流 形 是 紧 的 这 个 假定 并 不 是 必需 的 , 容易 看 出 , 所 给 出 的 单位 分 解 存在 性 的 
证 明 可 以 逐 字 逐 句 地 转移 到 容 有 所 谓 的 “局 部 有 限 ” 槛 盖 ( 即 每 一 点 都 有 一 个 邻 域 
只 与 这 个 覆盖 中 的 有 限 多 个 集 相 交 ) 的 流 形 上 . 回想 一 下 , 一 个 豪 斯 多 夫 拓扑 空间 称 
为 仿 紧 空间 , 如 果 它 的 任意 一 个 开 履 盖 必 有 加 细 的 局 部 有 限 开 用 盖 . 于 是 , 单位 分 解 
存在 性 的 上 述 证 明 适 用 于 本 身 是 仿 紧 豪 斯 多 夫 空 间 的 流 形 的 任何 开 柳 盖 . 
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单位 分 解 的 存在 性 定理 有 许多 有 用 的 推论 . 我 们 将 指出 其 中 的 某 些 结果 . 为 简单 
起 见 , 我 们 将 总 假定 流 形 是 紧 流 形 . 
推论 1 任意 紧 流 形 上 总 存在 黎 曼 度量 . 

证 明 考察 流 形 M 的 一 个 由 局 部 坐标 为 (zi,) 的 开 球 Us 组 成 的 一 个 开 履 盖 
{Ua},1 < a < N. 在 每 一 个 坐标 系 (zl,.… ,zn) 中 我 们 给 定 一 个 度量 , 例如 g(% = 
6o6. 我 们 需要 做 的 是 将 所 有 的 这 些 在 球 Us 中 给 定 的 度量 gw “ 烙 合 ” 起 来 . 我 们 定义 


gab = > ge (z)wWa(z)， 


其 中 {wa} 是 从 属于 覆盖 {Uo。} 的 单位 分 解 . ga。 显然 是 光滑 的 . 因为 对 任意 点 
zuW(z) > 0 以 及 M 上 所 有 的 黎 曼 度量 组 成 一 个 凸 锥 ( 即 如 果 g! 和 9 是 两 个 黎 
曼 度 量 且 c,d 是 两 个 正 数 , 则 col + dg2 仍 是 黎 曼 度量 )， 所 以 我 们 定义 的 度量 (go) 
是 黎 曼 度量 . 口 
由 此 推论 立即 导出 
推论 2 任意 紧 流 形 上 总 存在 黎 曼 联络 . 
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男 一 个 类 似 的 例子 是 定义 次 数 为 n = dim M 的 外 形式 w 在 流 形 M 上 的 积分 . 
设 在 每 一 个 局 部 坐标 为 (z2,… ,z2) 的 坐标 卡 ae 中 m 次 形式 wt 形 如 


wT) = al2n(Zjdzl 入 .人 dz 
则 wt 在 坐标 卡 Ze 上 的 积分 像 通常 那样 定义 为 : 


fe® = al 人 :人 人 dro. 
Le- 忆 7- 


为 定义 完整 的 积分 「 wl™, 我 们 需要 “ 糙 合 ”这 些 积分 「 w("). 作为 定义 , 我 们 规定 
Mr™ Uw . 


N N 
/ 人 / (5 blo) D2 / Va(z)wtn)(z). 
Mo" Mn “o=1 i 

(回想 一 下 , 在 Uo 的 外 部 ya(z) = 0.) 这 里 {wa} 是 从 属于 {U6} 的 单位 分 解 . 这 个 
定义 的 合理 性 的 证 明 , 即 它 与 有 限 覆 盖 {U。} 的 选取 及 单位 分 解 的 选取 无 关 的 证 明 
并 无 特别 困难 , 所 以 我 们 这 里 略 去 这 个 证 明 . 

我 们 转向 单位 分 解 的 另 一 个 应 用 例子 . 

我 们 将 给 出 一 般 的 斯 托 克 斯 公式 的 严格 证 明 . 

设 DC R" 是 有 具 光滑 边界 8D 的 有 界 区 域 . 比方 说 , D 可 以 用 不 等 式 : flzl,….， 
Zn”) 之 0,grad flap 关 0 给 出 ,其 中 zx1,.… ,zn 是 了 "中 的 欧 儿 里 得 坐标 . 于 是 , V7-! = 
8D 是 R" 中 的 一 张 光滑 超 曲 面 . 如 果 有" 已 给 定 一 个 定向 , 则 坐标 z1,.…. ,zx7? 的 次 
序 就 被 确定 , 最 多 差 一 个 偶 置 换 . 这 等 价 于 向 量 标 架 (e1,.… ,en) 的 次 序 被 确定 , 这 个 
标 架 可 以 光滑 地 在 R" 中 移动 . 设 n(P)(P e 8D) 是 8D 的 外 法 向 量 . 在 点 Pe 5D 
的 邻 域 中 可 以 引入 局 部 光滑 坐标 y!,… ,y"-!. 这 些 坐 标 确定 边界 9D 的 定向 ; 回想 
一 下 ,这 个 定向 是 由 的 定向 诱导 的 , 如 果 标 架 ( 1，…, 夯 4-T,n(P)) 是 由 村 
架 (e1,:… ,en) 经 过 一 个 行列 式 为 正 的 线性 变换 而 得 到 的 . 

定理 8.2. 设 w 是 DcRr* 上 的 一 个 (n 一 1) 次 微分 形式 , 则 


dw = | 入 (ww)， 
D oD 

这 里 i: 8D 一 D 是 包含 映射 , i*(w) 是 形式 w 在 DD 的 边界 8D 上 的 限制 (其 定 

义 见 卷 1 822); 9D 上 的 定向 与 D 的 定向 相 一 致 ( 即 取 为 诱导 定向 ). 

注 ”由 定 问 给 定 的 坐标 z!,… ,z"? 和 y!,… ,y"-1 的 次 序 在 计算 形式 的 积分 时 
是 必需 的 (这 个 次 序 确定 积分 的 符号 ). 

证 了 明 我 们 考察 区 域 D 的 一 个 由 一 些 半径 足够 小 的 开 球 VU,,1 < a < N, 组 成 
的 有 限 履 盖 , 并 确定 坐标 映射 hs。 : Bm 一 Rn; hu(Bn) = Uo, 这 里 Bn 是 Rn 中 一 个 国 
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定 的 球 (例如 单位 球 ), 而 映射 R。 就 在 [ 中 引入 了 局 部 坐标 . 设 z1,… ,zx"? 是 B" 
中 已 确定 的 坐标 . 

可 以 假定 (可 由 隐 阔 数 定理 导出 ) 覆盖 {U6。} 满足 : 或 者 9D 门 Us。 = 9 或 者 
8D 门 Uo 了 2 而 交集 9D 门 Uo 由 方程 zz = 0 确定 , 这 里 (zl,… ,zz2) 是 Us 中 局 部 
坐标 . 

1) 对 任意 a, supp(pa) C Ua 

2) 对 任意 ze UJUa,wpa(z) > 0; 

3) 对 任意 ze 区 ,六 pa(z) = 1. 

由 最 后 的 性 质 3) 和 wa 是 标量 , 从 积 的 线性 得 到 


Sis 5 /i (paw), 


* oD 
fa 和 5 | dvow) 
D ~ DD 


结果 , 只 要 能 证 明 下 面 的 事 二 够 了 ， 即 证 明 : 对 任意 的 o,1 < a < N (N 是 本 六 中 
开 球 的 个 数 ), 成 立 等 式 
ec) = /ae 0) 
oD D 


因为 supp(wa) C Uo, 所 以 supp(puw) C Uo. 设 汉 2,… ,zn 是 Uo 中 局 部 坐标 ; 
在 这 个 坐标 系 中 , 我 们 写 出 


n 
paw = Wa = > (1 lor(z)drl 入 和 Ad 和 AAA 人 dg， (2) 
k=1 


ak(z) E C%(D). 由 此 


情形 1， 帮 站 5D = 2g. 于 是 1*(paw) = 0, 因为 在 89D 上 yp。= 0. 由 


于 UU 由 8D = &, 因此 , 或 者 Us。 cD, 或 者 Us。c R"\D， 如 果 Us。cC Rn\D, 则 
fd(paw) = 0, 且 斯 托 克 斯 公式 得 证 . 现 设 Da c D. 需要 证 明 [ d(ypaw) =0, 即 
D D 


Es 织 ) 和 Ad -0 


Ua 
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映射 h。 将 开 球 B" C R" 等 同 于 它 的 像 Uo. 我 们 将 积分 


-Oa 
/ ( 强 ) a 和 a 
Oxk 


中 的 被 积 项 零 延 拓 至 整个 空间 R" ( 即 在 supp(ax) C Us。 = B” 外 部 为 零 ). 设 
C? = {(x.,.…. ,72"), Iz*| < RI1<k< n} 


是 R” 中 的 立方 体 使 得 C" 2 B"; 数 2R 是 立方 体 Cn 的 边 长 . 于 是 
Da 
dzl 入 .和 dro 
/ (EN) 


-三 人 .人 dr 


人 


nn 


0 ee 
Tom a) A 
k=1 oi-1 


人 


nN 


(这 里 C" 1! 表示 (mn 一 1) 维 的 立方 体 .) 接着 , 除 一 个 符号 外 , 可 以 这 样 来 计算 和 式 中 
的 第 项 : 


A 人 dz 
二 十 / {Qak(To, … J Rt ,To )— 
Cn—1 
Qk (Ths ,TE 1, —R, Tc ,2)} drl 人 -Adrk A 人 
由 于 ax (x! 


c Nr Nds.=0, 
Tr en -0 
于 是 , 情形 1 完全 得 证 . 


情形 2. U。 门 8D zx 5. 我 们 希望 证 明 等 式 (1); 为 此 只 要 证 明 


/ ns / Be 
QDNU.,, 


(3) 
Uc 
确定 , 我 们 就 有 
i (Wa) = (-1)"- lan(z)i* (drl A...Adrn-1). 
这 样 一 来 , 我 们 要 证 明 的 等 式 (3) 可 以 表达 成 
/ (一 Un ia, (zr)dry 和 A... 人 drn-!= > / dz 人 人...A 人 dr? (4) 
8DNU, k=1 六 “a 
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如 同情 形 1 那样 , 我 们 用 球 B" 兰 换 积分 区 域 并 将 函数 ok 零 延 拓 至 整个 R* 上 . 于 
是 , 如 果 如 前 一 样 定义 立方 体 C", 那么 (4) 的 右边 项 变 成 


> 1 BA 入 .和 人 dra. 


k=1 cr 


然后 , 当 六 时 , 由 于 了 是 连续 盘 数 ， 因 而 ok(zl ,及 … ,28) 一 ak(z 和 
一 a 


R 
0 -一 一 -- 
用 入 .…A 人 dzn = /( 织 和 A 和 A 0 
—R C 
Cr 


nl 


当 上 =n 时 , 情形 变 成 
Ca 入 .Adzn = (1)"! J (RE Be de: 2) Aa (5) 
Or 
Cn 


于 是 , 因为 a (对 固定 的 x1,… ,z?-1 的 值 ) 在 区 闻 -R<xz"<0 和 0<z"*g<R" 
上 是 zn 的 连续 函数 (可 能 在 zn" = 0 时 存在 具有 限 跃 变 的 间断 点 ), 那么 对 这 些 积分 
中 的 每 一 个 求 积 并 相 加 就 可 得 到 


“Dan 


将 这 个 关系 式 代 入 等 式 (5) 的 右边 就 导出 


fs. = / (—1)” an (x)drl 入 和 dz 
Br Orn—1 


这 正 是 所 需要 的 . 情形 2 完全 得 证 . 定理 证 毕 . 口 
注 在 证 明 中 用 到 区 域 D 和 它 的 边界 9D 的 “ 定 


向 的 诱导 ”, 这 在 使 用 公式 户 df(z) = f(b0) 一 f(a),b>a 
时 也 用 到 ， 这 个 诱导 定向 由 8D 的 外 法 向 量 给 出 . 如 
果 蔡 换 为 内 法 向 量 时 则 积分 将 改变 一 个 符号 . 当 固 定 


一 组 z1,.… ,zn-! 时 , 函数 ou(za) 的 图 像 有 点 像 图 16 6 So 
所 示 . 16 
习题 8.1， 对 紧 带 边 流 形 证 明 斯 托 克 斯 公式 : 
(dw 一 
M QM 


这 里 8M 是 M 的 边界 , 9M 的 定向 由 M 的 定 同 诱导 ( 见 81.3). 
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3. 不 变 度量 


单位 分 解 的 存在 容许 我 们 去 证 明 ( 流 形 上 ) 关于 紧 变换 群 的 作用 不 变 的 黎 曼 度 
量 的 存在 性 

首先 , 我 们 考察 有 限 群 G 在 光滑 连通 的 紧 闭 流 形 M 上 的 作用 

定理 8.3， 在 流 形 M 上 存在 关于 群 G 的 作用 不 变 的 黎 曼 度量 . 

证 明 如 前 所 证 明 的 那样 ( 见 推论 1), 在 M 上 存在 某 个 黎 曼 度量 go(z). 我 们 
将 从 度量 gus(z) 通过 作 关于 群 G 的 平均 构造 所 要 的 不 变 度量 . 用 ( ，)。 表示 在 轧 
(M 在 点 x 处 的 切 空间 ) 中 的 标量 积 , 它 由 度量 gos(z) 生成 . 设 N 是 (有 限 ) 群 G 
的 阶 数 , 我们 在 M 上 构造 一 个 新 的 标量 积 ( ，)。( 也 即 一 个 新 的 黎 曼 度量 ), 方法 
是 作 “ 群 平均 ": | 

CD = 5 2 (Ge(€)9. (ae) 


gEG 
这 里 &,n € Tj,g。 是 变换 g 诱导 的 切 空间 的 映射 . 显然 , 这 个 公式 给 出 的 标量 积 满足 
(gx (€), 9x(")) g(r) = (é€,n)z, 对 任意 的 x € MéneT- RygeS, 即 提供 了 一 个 关于 


群 G 的 作用 不 变 的 黎 曼 度 量 . 定理 证 毕 . 口 
类 似 的 处 理 可 以 产生 关于 连续 李 群 作用 不 变 的 黎 曼 度量 . 我 们 来 更 详细 地 考察 
这 个 问题 . 


设 G 是 连通 紧 李 群 , 并 设 上 = (t1,… ,tm™) 是 G 中 单位 元 的 一 个 邻 域 中 的 局 部 
坐标 . 这 些 坐 标 生 成 (例如 借助 于 右 平移 ) 任意 点 ae G 的 某 个 邻 域 中 的 局 部 坐标 . 
由 于 G 上 乘法 的 光滑 性 , 这 个 邻 域 系 给 出 群 G 上 的 (坐标 邻 域 ) 图 册 . 因此 , 可 以 认 
为 坐标 (t1,.… ,tm) (借助 于 右 平移 ) 适用 于 群 G 的 一 切 点 . 

引 理 8.3、 紧 连 通 李 群 G 上 存在 关于 右 平移 的 不 变 体积 元 , 且 这 种 体积 元 可 表 

示 为 du(Q) = fdti 入.…. 人 dtm"m, 这 里 ae G, 0 是 常数 ,tl1,.… ,tm 是 点 a 的 邻 域 

中 的 局 部 坐标 , 这 些 局 部 坐标 由 单位 元 邻 域 中 的 坐标 系 经 过 右 平移 而 得 . 

注 G 上 这 样 的 微分 形式 常 被 称 为 给 出 了 G 上 的 一 个 “ 右 不 变 测 度 ”; 类 似 的 方 
法 可 以 构造 G 上 的 “ 左 不 变 测 度 ”. 

证 明 在 单位 元 1 e G 处 , 我 们 可 以 借助 于 通常 的 行列 式 ( 即 借助 于 由 切 向 量 
的 分 量 组 成 的 矩阵 的 行列 式 ) 给 出 该 点 处 的 体积 元 ,应 用 右 平移 就 将 这 个 形式 “ 传 
送 ” 到 整个 群 G 上 . ( 除 一 个 常数 因子 外 的 ) 唯一 性 则 来 自 于 这 个 事实 : m 维 线性 空 
闻 耳 (G) 中 的 秩 为 m 的 反 称 张 量 除 一 个 常数 因子 外 是 唯一 确定 的 . 引 理 得 证 . 口 

用 来 表达 测度 du(a) 的 右 不 变性 质 的 标准 记 法 是 du(g90) = du(g) ( 作 变 量 替换 
时 , 体积 元 将 乘 上 替换 的 雅 可 比 行列 式 ), 测度 du(a) 的 右 不 变性 质 有 时 也 用 积分 术 
语 来 表达 : 

/ f(gg9o0)du(g) = / f(g9)dn(9), 
G G 


其 中 f(g) 是 G 上 的 任意 可 积 函 数 . 
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现在 设 紧 李 群 G 光滑 地 作用 在 流 形 M 上 . 

定理 8.4。 光滑 闭 流 形 M 上 存在 关于 紧 连 通 李 群 G 不 变 的 黎 曼 度量 。 

注 如 果 G 在 M 上 的 作用 不 是 可 迁 的 , 则 一 般 说 来 , M 上 将 存在 许多 这 样 的 
G 不 变 度量 . 

证 明 所 需 度 量 的 构造 类 似 于 我 们 已 经 描述 过 的 度量 关于 有 限 群 G 的 作用 的 
平均 过 程 . 我 们 在 M 上 任 取 一 个 黎 曼 度量 gos(z), 并 设 ( ，)。 是 相应 的 在 T, 中 的 
标量 积 . 再 在 M 上 构造 并 中 的 一 个 新 的 标量 积 ( ，)。( 也 即 新 的 黎 曼 度 量 ) 定义 
为 a 1 

(6 1) = jG / (9 (&), 9» (moe, du(9), 


其 中 z € M,&,n € T,,g € G, gs 是 切 空间 的 诱导 映射 , dy(g) 是 G 上 的 右 不 变 测度 ， 
u(G) 是 群 G 的 体积 . 显然 有 


(go* (&€), 90* (7))go(z) = / ((990)*(€), (990)*(7))ggo(z)dH(990) 
G 


0 / (9g.(€),g,(m))y (sdp(9") = (由 
G 


即 所 定义 的 度量 关于 G 在 M 上 的 作用 是 不 变 的 . 定理 证 毕 . 口 


89. 紧 流 形 作 为 曲面 在 R” 中 的 实现 


设 M 和 NN 是 两 个 维 数 分 别 为 n 和 p 的 光滑 流 形 . 回想 一 下 , 光滑 映射 f : 
M 一 NN 称 为 一 个 漫 入 , 如 果 上 映射 df|z : T 一 Ty(z) 的 秩 在 任意 点 z 都 等 于 n. 这 意 
味 着 对 每 个 点 z, 切 空间 的 线性 映射 df|s 是 一 个 嵌入 ; 特别 , 由 此 得 出 p > n. 从 隐 
函数 定理 可 导出 在 局 部 上 这 种 映射 f 建立 了 点 ze M 的 某 个 领域 U(z) 与 它 在 流 
形 N 中 的 像 f(U(z)) 之 间 的 一 个 微分 同 胚 . 然而 , 在 “整体 ”上 映射 f 完全 不 必要 
是 双方 一 一 的 . 

漫 入 了: M 一 入 称 为 嵌入 , 如 果 f 是 双方 一 一 的 ( 即 建 立 M 和 FM) 之 间 的 
双方 一 一 的 对 应 ). 

定理 9.1。 任意 一 个 紧 光 滑 流 形 M 总 可 以 光滑 和 嵌入 到 茶 个 RN 中 , 这 里 NN 充 

分 大 . 

证 明 我 们 取 定 流 形 M 的 一 个 由 微分 同 胚 于 R"(n = dim M) 的 邻 域 组 成 的 有 
限 覆 盖 {i},i = 1,.… ,k. 对 每 个 i 构造 映射 pi : M 一 S" C R"+t!, 它 将 MN\U; 映 
射 为 球面 5" 的 一 个 点 而 将 DU 映射 成 这 个 点 在 S* 中 的 补 . 容易 明白 这 个 映射 可 以 
取得 使 它 是 光滑 的 且 在 U 的 点 处 有 非 退 化 的 微分 . 这 些 映射 p; 一 起 按 下 式 组 成 一 
个 映射 p : M 一 RN: 

p(z) = (pl(zZ) ,Pr(1)), 
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这 里 N = (n +ITJ)K,K 是 覆盖 中 邻 域 的 个 数 . 这 个 映射 是 一 个 戏 入 .事实 上 , 如果 
z € Ui,， 则 因为 微分 dypi 已 经 是 单 同 态 , 所 以 微分 dip 也 是 单 同 态 ; 其 次 , 如 果 
ze i, 则 当 z 关 y 时 因为 已 经 有 pi(z) 关 pi(y), 所 以 也 有 yp(z) 关 p(y). 定理 证 毕 . 

口 


对 外 围 欧 几 里 得 空间 的 维 数 六 的 估计 可 以 降低 到 数 2n 十 1 ( 见 811.1). 此 外 , 每 
个 连续 映射 M 一 了 22+1 可 以 用 光滑 和 戏 入 通 近 ( 见 下 节 ). 当 n = 1 时 这 个 事实 直观 
上 是 显然 的 . 


§10. 流 形 的 光 疹 映射 的 某 些 性 质 


1. 用 光滑 映射 逼近 连续 映射 


我 们 先 证 明 可 以 用 光滑 映射 逼近 连续 映射 . 为 简单 计 , 我 们 考察 连续 映射 f : 
M 一 N, 其 中 M,N 是 连通 的 光滑 紧 无 边界 流 形 . 如 以 前 所 证 , 可 以 假定 M 和 N 
是 黎 曼 流 形 , 特别 可 以 假定 M 和 NN 是 度量 空间 ; 设 p 是 流 形 N 上 的 度量 (距离 ). 
于 是 可 以 自然 地 引入 两 个 连续 映射 六 9 : M 一 六 之 间 的 距离 , 即 , 令 


plf,9) = max( f(z), g(7))- 


这 样 一 来 , 紧 流 形 M 和 N 之 间 的 连续 映射 全 体 组 成 一 个 度量 空间 . 

现在 我 们 利用 下 面 的 分 析 学 教程 中 熟知 的 结果 . 

命题 设 Flzl……,zn) 是 开 区 域 Vc R" 上 的 连续 函数 ,于 是 对 任意 的 es > 0 

和 任意 的 满足 VV Cc U 的 开 集 Vc U, 存在 函数 g(zl.… ,zx") 使 得 : 1) 函数 

9g(z ,7X") 在 V 上 是 光滑 的 ; 2) glo\v = fluwv; 3) i Jf(®) 一 9(z)j| < si; 

4) 在 函数 f(x!,… ,zn) 是 光滑 的 所 有 点 处 函数 g(z1,… ,zx") 也 是 光滑 的 . 

我 们 省 略 它 的 证 明 . 现在 来 证 明 下 面 重要 的 逼近 定理 . 

定理 10.1. 任意 一 个 连续 映射 f : M 一 六 可 以 被 光滑 映射 任意 接近 地 逼近 : 

对 任意 的 s > 0, 存在 光滑 映射 g : M 一 N, 使 得 p(f,g) < <. 

证 明 设 UCN 是 一 个 开 子 集 , 同 胚 于 区 域 VV C R"(dim N =n); 设 vo: 
7 一 了 是 相应 的 同 肥 (例如 , UV 可 以 取 为 光滑 流 形 NN 的 任意 一 个 坐标 邻 域 , 而 p 
是 相应 的 坐标 上 映射) 选取 开 集 5S 和 WW 使 得 SCS5cWc 玉 CcVcR"* 记 
W” = 0O (W),S" = 9g (SV = /1(0),W’ = f-1W"),S’ = f-1(57) ( 见 图 
17)， 因 为 57 C W”C Wc U, 所 以 存在 正 数 mn < 使 得 op(W ,NAND) > n> 
0, p(S”,N\W”) > nn > 0. 根据 上 面 所 述 的 命 三 (将 其 应 用 于 函数 po ff: V' 一 R")， 
存在 连续 映射 5: V' 一 R” 使 得 它 在 5' 及 f 为 光滑 的 所 有 点 上 是 光滑 的 且 


Glv\w’' 三 (po 由 yw pl(f,p 1!0g9) <n <e. 
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于 是 , (yp-1o 公 (V') CU. 这 样 一 来 , 我 们 得 到 连续 映射 % = o-1o7 :TV 一 局 它 在 
5S' C M 上 是 光滑 的 . 同时 可 以 假定 ( 见 前 ) gynw, = jw\w 于 是 g' 可 以 连续 地 
延 拓 到 整个 流 形 M 上 , 只 要 令 : 在 M\W’ 上 j=9, 在 内 上 9=9%. 这 样 我 们 构造 
了 连续 映射 9 : M 一 N, 它 在 S' 及 f 为 光滑 的 所 有 点 上 是 光滑 的 且 p(f,g) < <. 现 
在 用 有 限 多 个 同 胚 于 Rn" 中 区 域 的 开 集 覆盖 N, 再 在 这 些 开 和 集 的 逆 像 上 以 类 似 的 方 
式 (逐个 地 ) 逼近 连续 映射 f, 我 们 就 可 得 到 所 要 的 定理 . 口 


图 17 


注 1 从 定理 的 证 明 可 以 看 到 逼近 的 局 部 特性 : 映射 f 是 在 流 形 M 的 坐标 图 
册 上 逐个 地 被 光滑 映射 逼近 的 . 因此 , 如 果 上 映射 了 在 某 个 开 区 域 0,U c M 上 已 经 
是 光滑 的 , 则 对 任意 闭 集 VC U 可 以 做 到 在 VV 上 f= yg. 


注 2 稍 后 ( 见 812.1) 我 们 将 证 明 : 如 果 M,N 是 光滑 连通 闭 流 形 , 则 存在 so > 0 
使 得 从 不 等 式 p(f,g) < so 就 可 导出 /和 9 是 同 伦 的 (这 里 f,g: M 一 NN 是 两 个 连 
续 映 射 ). 特别 , 在 上 面 所 证 明 的 定理 中 可 以 假定 逼近 f 的 光滑 映射 9 是 与 f 同 伦 
的 ( 同 伦 的 定义 见 后 面 ). 


2， 萨 德 定理 


考察 光滑 映射 1 : M 一 N. 设 C=C(f) Cc M 是 所 有 使 得 微分 咏 :于 一 Ty) 
的 秩 小 于 n = dim N 的 点 ze M 的 集 . 这 个 集 CC M 称 为 映射 f 的 临界 点 集 ， 
f(C) 则 称 为 映射 了 的 临界 值 集 . 

我 们 回想 一 下 零 测度 集 的 定义 . 集 B c R" 称 为 具有 (mn 维 的 ) 零 测度 , 如 果 对 
任意 的 s > 0, 可 以 用 可 数 多 个 n 维 立方 体 覆 盖 集 B 而 这 些 立方 体 的 体积 之 和 小 于 
e. 由 分 析 学 课程 中 熟知 , 此 时 补 R*"\B 是 R" 中 的 处 处 稠密 集 ， 这 个 定义 也 适用 于 
n 维 流 形 的 情形 : 集合 B Cc N 有 零 测 度 , 如 果 对 任意 的 坐标 映射 p : UV 一 R", 这 里 
U 是 N 中 的 开 集 , 像 集 p(U 门 B) 是 R" 中 的 零 测度 集 . 

定理 10.2 ( 萨 德 定理 )， 设 f : M 一 NN 是 光滑 流 形 M 到 光滑 流 形 N 的 一 个 

光滑 映射 . 则 临界 值 集 f(C) 在 N 中 有 和 零 测度 . 

证 明 显然 只 要 能 在 下 述 情形 证 明定 理 就 够 了 : 设 f :U 一 R" 是 光滑 映射 , 这 
里 U 是 Rm 中 开 集 (M 中 的 一 个 坐标 卡 ), 则 集合 f(C) 的 测度 为 零 . 证 明 将 采用 对 
维 数 m 的 归纳 法 . 当 m = 0 或 n=0 时 , 定理 是 显然 的 . 因此 我 们 假定 m,n > 1. 
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我 们 用 C; 表示 区 域 7 的 由 使 得 f 的 所 有 阶 数 < i 的 偏 导数 等 于 零 的 这 种 点 x 
组 成 的 子 集 . 于 是 我 们 得 到 一 个 下 降 的 闭 集 序列 : C 2 C1 D C2 D …. 

证 明 分 成 三 步 . 

引 理 10.1， 集 f(C\C1) 的 测度 等 于 零 . 

证 了 明 因为 当 n= 1 时 C= CG, 可 以 假定 n 多 2. 我 们 需要 下 面 的 富 比 尼 定理 
(证 明 见 分 析 教 程 ) 的 特殊 情形 : 集 4 C Rn" = Ri x R*-! 有 nn 维 的 零 测度 , 如 果 它 与 
每 一 个 超 平面 g x R"*-1 (g € 有) 相交 于 一 个 (n 一 1) 维 零 测度 集 . 

设 xz'€ C\C1i. 我 们 将 寻找 包含 z 的 开 邻 域 Vc Rm 使 得 集 f(V 门 0) 有 零 测 
度 . 因为 CN\C1 可 以 被 可 数 多 个 这 样 的 邻 域 覆 盖 , 由 此 可 得 整个 差 C\C: 有 零 测度 . 


因为 zw & C1, 至 少 有 一 个 一 阶 偏 导数 , 例如 9 潮 ， 在 点 z' 不 等 于 零 . 我 们 定义 


Oxi 
映射 h :UU 一 及 m 如 下 : h(z) = (有 (xz),z?,… ,zm"). 由 于 上 映射 dhs 在 x' 处 的 秩 等 于 
m,h 是 点 x' 的 某 个 开 领 域 V=V(z') CU 到 点 h(x') 的 某 个 开 邻 域 上 的 微分 同 胚 . 
考察 复合 映射 9 = foh-! :V' 一 R". 映射 g 的 临界 点 集 C' 重合 于 h(V 门 C0) 即 
9(C') = f(V 门 C0) 是 9 的 临界 点 集 (图 18). 


图 18 


在 映射 g 下 , 每 个 点 (t,x?,… ,zm) < V' 映射 为 超 平面 +xR"-1 的 点 g(t, zx?2,.… ， 
z™"m). 由 此 可 得 g 将 V' 中 的 超 平 面 变 为 R* 中 的 超 平面 . (此 外 , 也 可 以 不 引入 微分 
同 胚 h 而 直接 地 用 弯曲 的 超 曲 面 来 做 .) 

考察 一 族 光 滑 映射 gt : (t x RRR" 站 门 V' 一 tx Rr-1. 则 点 ae tx 有 恨 m-1 是 映射 
4 的 临界 反 当 且 仅 当 a 是 映射 g 的 临界 点 . 事实 上 

1 0 
(器)- (ua) 

DZ7 
由 归纳 假定 , 映射 % 的 临界 值 集 在 txR"-! 中 有 零 测 度 . 结果 , 交集 9(C) 门 (tx 到 "一 3 
的 (n 一 1) 维 测度 对 一 切 都 等 于 零 , 且 由 富 比 尼 定 理 导出 g9(C') 有 零 测 度 , 从 而 引 
理 得 证 . 口 
引 理 10.2， 对 于 > 1 集 CN\Ci+1 的 测度 等 于 零 . 


证 明 论证 的 步骤 类 似 于 引 理 10.1 的 证 明 , 设 z' e Ci\Ci41, 即 在 这 个 点 映射 f 
的 坐标 函数 所 有 的 阶 数 < i 的 偏 导数 都 等 于 零 , 而 存在 一 组 指标 : 7; s1, sz …. ,si 
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使 得 在 点 w 处 8- 户  “0 用 克 表 示 函 数 - 让 于是， 
Drsl i DZzsi+1l Ors2 yr OXsi+l " 
,OW 
W(x )=0, Br" | 


不 妨 假定 s: = 1. 我 们 用 h(x) = ( 玉 V(x), zx2,… ,zm) 定义 一 个 映射 疡 : U 一 Rm. 于 
是 , h 是 点 z' 的 某 个 邻 域 V 到 某 个 开 集 V' Cc Rm 的 微分 同 胚 . 我 们 考察 集 Ci 门 7 
在 映射 h 之 下 的 像 集 ， 因为 在 W(x) 的 坐标 中 有 一 个 是 i 阶 偏 导 数 , 而 在 C; 的 点 
上 所 有 的 i 阶 偏 导数 都 等 于 零 , 所 以 集 h(C; 门 V) 属于 超 平面 W(xz) = 0. 于 是 hh 将 
Ci 门 V 映射 到 0 x Rm-! 中 . 

像 引 理 10.1 中 那样 , 我 们 考察 复合 映射 9 = foh-! : V' 一 Rr 及 它 的 限制 
g' : (0 x Rm-1) 门 VY 一 R*、， 由 归纳 假定 , g' 的 临界 值 集 的 测度 等 于 零 . 进一步 ， 
集 h(Ci 门 V) 中 所 有 点 都 是 g' 的 临界 点 , 因为 集 Ci; 门 V 由 使 得 函数 f 的 所 有 阶 数 ， 
< ;i 的 偏 导 数 都 等 于 零 的 点 组 成 , 由 此 导出 函数 9% 的 所 有 阶 数 < i 的 偏 导数 在 集合 
h(Ci 门 VY) 上 都 等 于 零 (特别 , f 的 秩 小 于 n). 于 是 集 goh(Ci 门 VY) = f(Ci 门 V) 在 
R" 中 的 测度 等 于 零 . 再 用 可 数 多 个 这 种 邻 域 V 覆盖 Ci\Ci+i, 我 们 就 得 到 所 需 的 引 
理 . 口 

引 理 10.1 和 引 理 10.2 之 间 的 差别 在 于 : 在 引 理 10.1 中 , 一 般 说 来 , 我 们 无 法 将 
集合 C 映射 入 超 平面 0 x R™-!, 这 是 由 于 C 是 f 的 秩 小 于 n 的 集 , 这 个 定义 不 容 
许 像 在 引 理 10.2 中 那样 选择 这 种 超 平面 . 

引 理 10.3. 对 充分 大 的 , 集 F(Cu) 的 测度 等 于 零 . 

证 明 我 们 用 可 数 多 个 边 长 为 5 的 立方 体 覆 盖 Ci, 其 中 5 充分 小 , 并 从 这 些 立 
方 体 中 任 取 一 个 I" c U. 我 们 将 证 明 集 f(Ci 门 I"m) 的 测度 等 于 零 . 由 Ci 的 定义 
及 泰勒 公式 可 得 : f(z 十 h) = f(z) 十 R(z,h), 其 中 ||R(z, 有 省 << a hj*+1, 中 .中 是 向 量 
的 欧 几 里 得 模 长 , z es C4 门 Im,z 十 he Im. 常数 a 仅 依 赖 于 f 和 Im. 再 将 I” 分 
成 rm 个 边 长 为 5/r 的 立方 体 . 用 五 表示 此 分 割 中 包含 点 ze Ck 的 立方 体 . 于 是 ， 
I 中 任意 一 点 可 表达 为 z 十 h, 其 中 有 < Ym(6/7). 由 此 , f(1) 落 在 中 心 在 点 f(x) 
边 长 为 a/r*+1 的 立方 体 中 , 其 中 a = 2a(Vm6)*+1, 于 是 , f(C% 门 1™) 被 包含 在 体积 
之 和 <rm(af/rt+t1)" = arrm-n(k+1) 的 rm 个 立方 体 的 并 中 . 如 果 上 十 1 > m/n, 则 
这 个 体积 当 7+ 一 oo 时 趋向 于 零 . 引 理 证 毕 . 口 

将 引 理 10.1, 10.2 和 10.3 结合 起 来 , 我 们 就 得 到 所 需 的 萨 德 定理 . 

推论 1 集 N\f(O0) (这 里 f : M 一 入 是 光滑 映射 , C 是 f 的 临界 点 集 ) 在 NN 

中 处 处 稠密 . 

推论 2 如 果 f : M 一 NN 是 光滑 映射 且 dim M < dim N, 则 集 f(M) 在 NN 中 

的 测度 等 于 零 . 特别 , 像 FLM) 不 充满 整个 N. 

稍 后 ( 见 811.1) 我 们 将 应 用 萨 德 定理 证 明 关 于 光滑 流 形 的 嵌入 和 漫 入 的 惠 特 尼 
定理 , 现在 先 转 问 映射 的 非 临 界 点 , 即 “ 正 则 点 ”. 
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定义 10.1.， 点 5 €E MM 称 为 光滑 映射 1 : M 一 NN 的 正则 点 , 如 果 点 zx 不 是 临界 

点 , 即 如 果 有 映射 df 的 秩 等 于 n= dim N. 点 vyEN 称 为 光滑 映射 f :MM 一 N 

的 正则 值 , 如 果 y 的 所 有 原 像 都 是 M 中 的 正则 点 (如 果 f-1(y) = 已 则 点 y 同 

样 是 正则 值 ). 如 果 y 是 映射 的 正则 值 , 则 称 映 射 关于 点 y 是 正则 的 . 

于 是 , 映射 f 的 正则 点 集 在 M 中 的 补 重 合 于 其 临界 点 集 , 而 映射 六 的 正则 值 
集 在 N 中 的 补 重合 于 其 临界 值 集 . 

注意 , 如 果 了 : M 一 N 是 光滑 映射 , ye N 是 正则 值 , 则 f-!t(y) 是 M 中 一 个 
光滑 子 流 形 (这 可 由 隐 函 数 定理 导出 )， 

容易 从 萨 德 定理 得 出 的 下 面 的 推论 在 今后 将 是 有 用 的 . 

推论 以 点 ye 为 正则 值 的 所 有 光滑 映射 组 成 的 集 在 所 有 光滑 映射 组 成 的 空 

间 中 是 处 处 稠密 的 . 

证 明 需要 证 明 : 对 给 定 的 光滑 映射 g : M 一 WN, 可 以 在 它 的 任意 近 旁 总 可 找 
到 以 ye NN 为 正则 值 的 光滑 映射 f : M 一 VW. 由 于 萨 德 定理 , 映射 :MN 
的 正则 值 集 在 入 中 处 处 稠密 , 即 在 点 y 的 任意 开 邻 域 Uc N 内 可 找到 f 的 正 
则 值 y.， 我 们 假定 7 微分 同 胚 于 (” 维 ) 圆 盘 D"*, 坐标 映射 为 pp :UV 一 Dn. 记 
z 二 p(y),z' 二 p(y'). 于 是 , 存在 微分 同 胚 h : Dn 一 Dn 使 得 在 圆 盘 的 边界 附近 是 恒 
等 变换 而 h(z’) = z 且 当 te D” 时 |h(t) 一 t| <e= p(z,z). 然后 , 我 们 延 拓 为 微 
分 同 胚 j : N 一 N, 即将 U 等 同 于 Dr 然后 在 U 外 部 规定 h' 是 恒 等 映 射 . 则 可 令 
了 二 h'og, 显然 了 以 y 为 正则 值 . 口 

为 今后 的 目的 , 我 们 还 需要 比 这 个 推论 更 强 的 结果 , 即 : 前 面 所 构造 的 微分 同 
胚 h' : N 一 入 可 以 取得 使 映射 上 = h’og 不 仅仅 是 在 以 前 的 意义 上 ( 即 p(f,9) = 
max |f(7z) 一 g(z)| < e) 接近 于 9, 而 且 f 与 g 的 所 有 对 应 的 一 阶 偏 导数 也 接近 . 这 种 
微分 同 胚 的 存在 性 的 证 明 作 为 习题 留 给 读者 . 


3. 横 截 正则 性 


我 们 转 疝 研究 重要 的 t 正则 性 ( 横 截 正则 性 ) 概念 . 

定义 10.2. 设 Pc N 是 光滑 流 形 N 的 余 维 数 为 k 的 子 流 形 ( 余 维 数 的 定义 

为 dim N 一 dim P),f : M 一 NW 是 光滑 映射 . 映射 f 称 为 沿 PP 模 鹤 正则 , 如 果 

映射 df : TT 一 Ty(z)yN/Tycz)yP(f(z) es PP) 的 秩 等 于 k( 关 于 P 的 切 空间 的 模 空 

间 , qf 的 秩 等 于 上 ). 换言之 , 子 空间 df(T) 和 Ty(s)P 张 成 整个 切 空间 Try Ni 

人 们 也 说 “ 像 f(iM) 在 点 f(z) 横 截 P”( 图 19). 

我 们 指出 t 正则 ( 即 横 截 正则 ) 映射 的 一 个 重要 性 质 : 完全 原 像 1/-!1(P)c M 是 
M 中 的 余 维 数 也 为 k 的 光滑 子 流 形 , 即 维 数 为 -ni 十 (m 十 p), 其 中 n= dim Nm = 
dim iM,p = dim 书证 明 可 由 隐 函 数 定理 导出 . 

定理 10.3. 设 M,N 是 光滑 流 形 , P C N. 于 是 , 沿 卫 模 截 正则 的 映射 v : M 一 

NN 组 成 的 集 在 所 有 的 光滑 映射 / : M 一 N 组 成 的 空间 中 处 处 稠密 , 即 在 任意 光 
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TM 
/fr 


图 19 


滑 映 射 的 任意 邻 域 中 存在 沿 P 横 截 正则 的 映射 . 

证 明 设 给 定 映射 f : M 一 N. 需要 证 明 : 在 f 的 任意 近 旁 可 以 找到 沿 P 横 截 
正则 映射 g. 首先 , 我 们 注意 到 下 面 的 一 个 直接 由 t 正则 性 的 定义 所 隐 含 的 结论 . 

设 p : M 一 N 是 光滑 映射 , zx ce M,U 是 xz 在 M 中 的 一 个 开 邻 域 , V 是 点 
plz) 在 入 中 的 开 邻 域 ; 于 是 , 如 果 映 射 p : 7 一 VV 横 截 正则 P c N ( 即 横 截 正则 
PNV CV), 则 这 个 性 质 对 于 连同 所 有 的 一 阶 偏 导数 一 起 都 充分 接近 于 p 的 光滑 映 
射 也 是 成 立 的 . (这 个 结论 来 自 于 这 样 一 个 事实 , 即 p 连同 它 在 点 z 的 一 阶 偏 导数 一 
起 完全 决定 了 dp(T) 在 T(zyN 中 所 处 的 状态 .) 

从 这 个 结论 导出 : 只 要 局 部 上 证 明 本 定理 的 结论 就 足够 了 ， 即 只 要 考察 U = 
R™,V = R",P = R? C R” 的 情形 就 足够 了 (这 里 R? 由 R" 中 最 后 (n 一 p) 个 
坐标 等 于 零 的 点 组 成 ); 于 是 , f 可 以 记 成 


jz ,2™) = (fi (72), ,fp(7), fptr1(7), ,fn (7)). 


在 这 种 记 法 下 ， ff 沿 P 的 t 正则 性 等 价 于 下 面 的 表述 : 点 0 是 由 公式 Q(Z) = 
(fp+r1(7),… ,fn(z)) 定义 的 映射 a : Rm 一 R"-? 的 一 个 正则 值 . 由 前 面 的 证 明 可 
得 : 以 点 0 为 正则 值 的 映射 全 体 在 所 有 光滑 映射 组 成 的 空间 中 是 处 处 稠密 的 , 即 存 
在 光滑 函数 gp+1,… ,gn, 它们 给 出 的 映射 w : Rm 一 R*-? 及 它 的 所 有 的 一 阶 偏 导 
数 可 以 充分 接近 于 a ( 见 前 面 的 推论 ), 且 映 射 


9(Z-， Fe 人 = (fi1(7), 2 ,fp(2), gp+1i(2), ce , gn (7)) 


是 沿 PP 横 截 正则 的 . 如 果 最 初 的 映射 f : Rm 一 有" 在 边界 8V 附近 是 t 正则 于 P 
的 , 则 取 光 滑 函 数 
0, 在 6V 上 ， 
* | 在 KK el 

这 里 K CV 是 紧 集 , 我 们 就 可 令 p = f(1 一 yp) +To2.:9. 显然 p 横 截 正则 于 P 且 在 
OV 上 p(x) = f(x); 在 天 上 plz) = g(x). 这 里 我 们 利用 了 这 个 事实 , 即 映射 和 5 
不 仅仅 在 p(f,g) = max |f (2) 一 g(x)| < 的 意义 上 接近 而 且 所 有 它们 的 一 阶 偏 导数 
也 是 接近 的 . 这 种 接近 保证 了 映射 p=: (1 一 p)+p:g9=f+y:(f 一 9) 的 t 正 则 
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性 , 因为 扰动 p.(f 一 g) 本 身 以 及 这 个 扰动 的 一 阶 偏 导 数 在 V 的 边界 附近 都 是 小 量 . 
定理 证 毕 . 口 

t 正则 人 性 的 概念 容许 我 们 引入 重要 的 横 截 相交 子 流 形 的 概念 . 设 M 和 PP 是 
光滑 流 形 和 N 的 两 个 光滑 子 流 形 ， 我 们 称 M 和 PP 为 横 堆 相交 的 ， 如 果 包 含 映 射 
im : M 一 NN 沿 P 是 模 截 正则 的 . 这 意味 着 在 交 M NP 的 每 一 点 z 处 切 空间 TM 
和 TP 张 成 整个 TN. 模 截 相交 关系 是 对 称 的 , 即 在 上 面 引 进 的 定义 中 可 以 用 包含 
映射 ip : P 一 N 替代 im ( 试 证 之 !). 

两 个 横 截 相交 的 子 空间 的 交 M NP 是 光滑 子 流 形 . 

前 面 证 明 的 萨 德 定理 (以 及 它 的 推论 ) 表明 横 截 正则 映射 非常 多 以 至 于 在 任意 
一 个 光滑 映射 的 任意 小 的 近 旁 都 可 以 找到 它们 ; 在 这 个 意义 上 , 模 截 正则 映射 是 一 
种 “典型 的 ”映射 . 萨 德 定理 容许 我 们 通过 对 给 定 的 光滑 映射 的 一 个 任意 小 (在 光滑 
映射 类 中 ) 的 扰动 而 使 它 化 为 “一 般 位 置 ”( 即 成 为 横 截 正则 映射 ). 这 一 类 的 定理 是 
所 谓 化 为 一 般 位 置 的 基础 . 

注 到 目前 为 止 , 我 们 所 做 的 构造 中 “小 扰动 ”是 在 光滑 映射 类 中 定义 的 . 然而 
有 时 只 借助 于 比较 狭义 的 映射 类 中 的 变 分 (扰动 ) 将 映射 化 为 一 般 位 置 也 是 有 用 的 . 

下 面 的 结果 也 是 有 用 的 . 

定理 10.4. 设 4, M,N 和 P 是 光滑 流 形 , 此 外 P 是 流 形 NV 的 子 流 形 , 并 设 

f : 4xM 一 NN 是 光滑 映射 , 横 截 正则 于 P. 于 是 , 所 有 的 使 得 映射 六 = Fa,z): 

M 一 N 横 截 正则 于 P 的 点 ae 4 组 成 的 集 在 4 中 处 处 稠密 . 

注 流 形 4 可 视 为 “参数 流 形 ”, 借助 它 可 以 将 最 初 的 映射 Flaoz):M 一 NV 化 
为 一 般 位 置 . 

证 明 设 1:A4xM 一 NN 沿 P 是 t 正 则 的 ; 考察 Q = 广 1!(P) Cc 4 x M. 如 果 层 
a x M 横 截 相交 @, 则 (由 定义 )T(4 x M) = T(Q)@ 有 8, 其 中 HcCT(ax M) (图 20). 

由 此 导出 df 将 五 映射 为 一 个 工 (WN) 中 将 T(P) 补 张 成 T(N) 的 平面 ( 子 空间 )， 
即 f(a,*) 沿 P 是 t 正则 的 . 其 逆 亦 对 : 如 果 f(a,*) 沿 P 是 +t 正则 的 , 则 子 流 形 
a x M 和 Q 模 截 相 交 . 最 后 , a x M 横 截 相交 @ 当 且 仅 当 将 射影 p:4xM 一 4 限 
制 于 子 流 形 Q 时 点 ae 4 是 射影 p : 9 一 4 的 正则 值 . 由 萨 德 定理 的 推论 1, 这 种 
点 组 成 的 集 在 4 中 处 处 稠密 . 定理 证 毕 . 口 
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注 1 事实 上 , 这 个 定理 完全 等 价 于 推论 1, 其 道 命题 可 以 如 下 证 明 . 设 f:M 一 
N 是 光滑 映射 . 我 们 给 f 在 N 中 的 正则 值 一 种 新 的 刻画 . 考察 映射 让:N x M 一 
N x M, 这 里 F(x,y) = (x,f( 引 ). 容 易 看 出 n e N 是 f 的 正则 值 当 且 仪 当 映 射 
F(Z,Yy):N x M -Nx M 沿 子 流 形 N xn 是 t 正则 的 . 结果 由 定理 10.4 (用 N 替 
代 4), 正则 值 ne N 组 成 的 集 在 NN 中 处 处 稠密 . 

注 2 横 截 相交 的 一 个 重要 情形 是 子 流 形 M 和 P 在 流 形 N 中 有 互补 的 维 数 ， 
即 m 十 p= 的 情形 , 这 里 m= dim M,p = dim P,n = dim N. 于 是 , 这 两 个 流 形 相 
交 于 分 离开 的 孤立 点 . 如 果 m 十 p < n, 则 可 以 将 子 流 形 M 和 PP 化 为 一 般 位 置 使 得 
它们 不 相交 , 即 在 N 中 “分 离 ” M 和 书 . 


4. 莫 尔 斯 函数 


在 810.2 中 我 们 引入 了 光滑 映射 f : M _，N 的 临界 点 这 个 重要 的 概念. 考察 特 
殊 的 情形 , 其 中 N = Ri 是 实 直 线 . 在 这 个 情形 , 映射 f 可 以 解释 为 M 上 的 光滑 标 
量 函 数 ; 因为 dim Ty(syR1 = 1, 于 是 点 ze M 是 临界 点 ( 即 df 的 秩 小 于 1) 当 且 仅 
当 of。 = 0.M 上 的 光滑 标量 函数 f(z) 的 临界 点 可 由 方程 组 
grad f(z) = 0 得 到 (当然 ， 这 些 是 早 就 清楚 的 ). 
定义 10.3， 光 滑 函 数 f(z) 的 一 个 临界 点 zo e M 称 为 非 退 化 的 , 如果 矩 阵 
(各 ) 非 奇异 . 流 形 M 上 的 函数 f 称 为 英 尔 斯 画 数 ,如果 它 的 所 有 临界 
点 都 是 非 退 化 的 
注 非 退 化 临界 点 的 定义 在 下 列 意 义 上 是 合理 的 : 双 线性 型 的 矩阵 (4 / 9 ) 


9f _01<igm, 即 
Or’ 


OTiOxI 
(这 个 矩阵 称 为 函数 f 在 点 zo 的 黑 塞 式 ) 的 非 痛 异性 与 临界 点 ze 的 邻 域 中 局 部 坐 
标的 选取 无 关 . 我 们 可 以 将 d2f 理解 为 TT,M 上 的 对 称 双 线 性 型 . 设 上 me To。M; 假 
定 上 和 7 分别 属于 (点 ze 的 一 个 邻 域 中 的 ) 局 部 光滑 回 量 场 X 和 了 , 则 dc,7) = 
BxOy (f)zo, 这 里 用 By(f) 表示 f 关于 方向 向 量 场 Y 的 (方向 ) 导数 . 容易 看 出 


二 次 型 d2f 是 对 称 的 且 它 关于 TM 中 的 基 el = 二 i，,… ,em = 元 的 矩阵 是 


(wy) 
OTTOXI 
定义 10.4. 使 得 黑 塞 式 a?2f 在 其 上 为 负 定 的 子 空间 VC TM 的 最 大 维 数 称 
为 函数 f 在 非 退 化 临界 点 zo 的 指标 ( 即 当 d2f 化 为 对 角形 式 时 负 的 平方 项 的 
个 数 ). 
自然 产生 的 问题 是 : 莫 尔 斯 函数 在 流 形 上 是 否 存在 , 有 多 少 ? 例如 , 莫 尔 斯 函数 
在 流 形 的 光滑 函数 空间 中 是 否 处 处 稠密 ? (对 紧 流 形 ) 这 两 个 问题 的 答案 都 是 肯定 的 . 
这 可 由 定理 10.5 得 出 . 这 样 , 我 们 就 证 明了 黄 尔 斯 函数 的 存在 及 处 处 稠密 性 都 属于 
“一 般 位 置 ”的 情形 , 也 就 是 说 , 这 类 函数 在 所 有 的 光滑 函数 中 是 “典型 的 ”. 
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定理 10.5. 1) 在 任何 紧 光滑 流 形 M 上 存在 莫 尔 斯 函数 . 

2) 莫 尔 斯 函数 在 流 形 M 上 的 光滑 函数 空间 中 处 处 稠密 ， 

3) 紧 流 形 上 的 每 一 个 英 尔 斯 防 数 只 有 有 限 多 个 临界 点 Zi，…… ,zn (特别 , 它 
们 都 是 孤立 点 )， 

4) 在 葛 尔 斯 函数 集中 存在 一 个 处 处 稠密 的 子 集 R, 使 得 对 任意 的 函数 f e 
R, 它 的 每 一 个 临界 值 具 对 应 于 M 中 一 个 临界 点 ( 即 f(zi) 去 f(z;), 如 果 宇 夭 旋 . 
证 明 对 于 紧 流 形 , 由 吃 j 的 非 退化 性 的 定义 , 非 退 化 临界 点 的 孤立 性 (从 而 由 

于 M 的 紧 性 , 当然 是 有 限 多 个 ) 是 显然 的 (如 果 zo 不 是 孤立 的 临界 点 , 则 适当 地 选 


取 zo 的 邻 域 中 坐标 可 得 , 例如 全 人 29) = 0, 对 于 一 切 外. 3) 得 证 


现在 转向 1) 和 2) 的 证 明 . 考察 M 上 任意 的 光滑 函数 / 我 们 将 证 明 在 f 的 任 
意 近 旁 (理解 为 M 上 光滑 函数 空间 中 的 近 旁 ) 都 存在 莫 尔 斯 函数 g. 为 此 , 必须 考察 
函数 f 的 “扰动 ” 且 从 这 些 扰动 函数 中 找 出 一 个 莫 尔 斯 函数 . 

我 们 考察 映射 ay : M 一 T*M, 其 定义 为 aj(z) = dfs. 这 里 用 7T*M 表示 流 形 
M 的 余 切 从 , 余 切 从 是 一 个 2m 维 流 形 , 其 中 的 点 用 (z,6 表示 , 这 里 ¢ 是 余 向 量 , 即 
E & TY(M). (线性 泛 函 df : Tz(M) 一 R! 属于 2(M), 严格 说 , ay(x) = (z, qdfz).) 我 
们 将 使 得 ay 包含 于 一 个 s 个 参数 的 映射 族 4 中 , 4 是 ay 的 扰动 . 为 此 目的 , 我 们 用 
有 限 多 个 开 球 {U;},1 < ; < k, 覆盖 M, 其 中 每 一 个 开 球 包含 于 一 个 更 大 的 球 Vj 中 
使 得 U; C V;. 在 每 个 万 上 我 们 构造 一 组 m 个 线性 无 关 的 函数 { 届 (7z),… , 逐 (z)}， 
例如 , 球 态 的 局 部 坐标 就 可 以 取 作 为 这 一 组 函数 . 对 于 每 一 对 Vj, Uj, 我 们 构造 M 
上 的 光滑 函数 oj(z) 使 得 在 U; 上 py(z) = 1, 而 在 Vi 的 外 部 oj(z) 三 0, 且 在 Vj\U; 
中 0 和 2j(z) < 1( 这 种 函数 的 存在 性 前 面 已 证 明 , 见 引 理 8.2). 再 通过 规定 : 当 ze V 
时 iy, (x)= ly pi(7), 当 z EM\V; 时 ly (z) = 0. 我 们 就 将 函数 ly (z) 光滑 延 拓 至 
整个 流 形 MM. 考察 由 M 上 下 列 形式 的 光滑 函数 


g(z,a) = f(7) + >》 ab,lv, (7) 
Vj,i 
生成 的 线性 空间 4. 这 里 f(z) 是 原来 给 定 的 函数 , ai， 是 实数 . 数 of ,1 <i<m,1l < 
j 二 上 可 以 用 作为 这 个 线性 空间 4 中 的 坐标 . 显然 dim 4 = mk, 其 中 大 是 流 形 M 的 
开 禾 冀 中 球 的 个 数 . 考察 映射 wy : M x 4 一 T*M, 其 定义 为 W(z,9) = dgs Ee T*M. 显 
然 % 是 光滑 映射 . 我 们 在 流 形 T*M 中 取出 一 个 mm 维 的 子 流 形 已 = {(x,0)|lz e M} 
(所 谓 的 “ 余 切 从 的 零 截面 ")，P 微分 同 胚 于 M. 我 们 断言 光滑 流 形 M x 4 的 映射 
泊 忆 是 t 正 则 的 . 为 此 ,我 们 注意 到 工 j0)(M x 4) 中 的 典型 元 的 形式 为 (6, Pr(z))， 
其 中 5 是 点 ze M 处 的 任意 切 向 量 , 而 h(x) 是 函数 i (zx) 的 任意 的 一 个 线性 组 合 . 
(回想 一 下 , 我 们 将 ai 用 作为 4 中 的 坐标 , 因而 函数 g(x,a) 关于 of 的 偏 导数 就 等 
于 ly (x).) 由 此 导出 : 子 空间 dyTiy,o)(M x 4) 的 典型 元 的 形式 为 (m,71), 其 中 站 是 zx 
处 的 任意 切 向 量 , 而 ! 是 函数 hj， 的 梯度 向 量 的 任意 一 个 线性 组 合 . 因为 iv (z) 已 被 
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选 为 在 V 中 线性 无 关 的 ， 所 以 dyTiso(M x 4) 确实 (在 7T*M 中 ) 与 子 流 形 P 的 
切 空间 互补 , 即 y 沿 P 是 t 正 则 的 . 断言 成 立 (图 21). 


图 21 图 22 


由 定理 10.4, 几乎 所 有 的 单个 映射 (7x,a0) : M 一 T*MM (固定 ao e 4) 都 具有 沿 
P 的 t 正 则 性 ; 这 种 ao 的 集 在 4 中 处 处 稠密 . 由 此 导出 : 在 初始 映射 ay : M 一 T*M 
( 它 的 形式 为 wy(z) = W(z,0), 因为 f(z) = g(x,0) 对 应 于 参数 {aoy } 等 于 零 ) 的 任意 
近 旁 内 总 存在 沿 P (7*M 的 零 截面 ) 为 二 正则 的 映射 y(g, xX) = dgz = ar(z). 于 是 我 
们 找到 了 M 上 的 函数 g(z) (函数 f 借助 于 线性 函数 的 小 扰动 ) 使 得 ay : M 一 T*M 
沿 P 是 t 正 则 的 (图 22). 

考察 av(M)nP. 显然 它 恰 恰 正 是 函数 g 的 临界 点 (xo,0)(dgz。 = 0) 组 成 的 . 映 
射 av 沿 书 的 上 正则 性 意味 着 ay(M) 在 每 个 点 (zo,0) e ag(M)NP 模 截 P, 即 T*M 
在 点 (xo,0) 的 切 空间 是 P 的 切 空间 和 ao(M) 的 切 空 间 之 和 . 典型 元 av(M) 形 如 


(zx, dgz), 其 中 dgz 可 表示 为 ( 旋 … 弛 ) 从 而 在 (zx,dg;) 处 相 切 于 ao (MM) 的 


典型 向 量 形式 为 【<, 号 ( 22 汪 的 |，), 这 里 《 是 M 在 点 = 处 的 切 向 量 , 而 = 


是 M 中 满足 (0) = 0 的 曲线 , 这 个 切 向 量 又 可 以 表示 成 6,( 5 ) 9), 这 里 
gm 是 M 在 z 的 任意 切 向 量 . 但 是 , 如 我 们 已 指出 的 那样 , 7* M 在 (zu, 0) 处 的 切 空 
间 分 解 成 P 的 切 空间 和 w (M) 的 切 空间 之 和 , 从 而 矩阵 (有 A ] ， 必须 给 出 一 个 


同 构 , 即 必 须 在 点 zo 处 是 非 奇 异 的 . 这 样 一 来 , 函数 9 的 临界 点 (xo,0) 是 非 退 化 的 ， 
即 g 是 一 个 莫 尔 斯 函数 . 

于 是 , 我 们 已 证 明了 带 尔 斯 函数 的 存在 性 及 处 处 稠密 性 . 还 要 证 明 的 是 4), 即 每 
个 临界 水 平 ( 即 每 个 临界 所 的 原 像 ) 恰恰 只 存在 一 个 临界 点 的 莫 尔 斯 函数 是 处 处 笛 
密 的 . 

我 们 考察 M 上 任意 的 葛 尔 斯 函数 f(x), 设 zi ,zw 是 它 的 临界 点 . 不 妨 假 
定 函 数 f(x) 在 M 上 取 值 于 0 和 1 之 闻 . 设 UV 和 WW 是 点 zi 的 两 个 开 邻 域 使 
得 UC W, 到 紧 且 当 i; > 1 时 zi 9 斌 . 在 M 上 构造 光滑 函数 和 (zx) 使 得 在 5 上 
入 三 1, 而 在 W 外 部 入 =0 且 在 W\UV 上 上 0g 和 <1 (由 引 理 8.2 可 知 和 (x) 存在 ). 集 
supp 入 supp(1 一 入) = K 是 紧 空 间 玉 的 闭 子 集 , 因而 本 身 也 是 紧 集 . 由 此 以 及 临 
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界 点 zi…… ,ZN 均 不 属于 天 导出 : 可 以 取 到 这 样 的 两 个 正常 数 a 和 使 得 在 K 上 
成 立 不 等 式 0 < a < lgrad f| 和 |grad | < 6 (已 假定 M 上 给 定 了 黎 曼 度量 ) 

取 正 数 7 和 用 ao/ 且 7 不 等 于 任何 一 个 差 f(zi) 一 f(z1). 于 是 用 =f 二 nA 是 一 
个 莫 尔 斯 函数 使 得 fi(zi) 关 fi(z1),i>1, 且 了 和 fi 有 相同 的 临界 点 . 事实 上 ,在 KK 
上 成 立 关 系 式 


lgrad(f + nA)| |grad f|— Ingrad A>a—-n0>0. 


显然 在 K 外 部 |grad A| = 0, 即 |grad 访 | = |grad fl; 而 在 邻 域 7 中 我 们 有 = f+ 
(常数 平移 ). 
对 所 有 的 临界 点 继续 这 个 构造 过 程 , 我 们 就 得 到 4) 的 证 明 . 定理 证 毕 . 口 
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1， 财 入 和 温 入 的 存在 性 


我 们 在 前 面 证 明了 任何 连通 的 光滑 紧 闭 流 形 M 可 以 符 入 到 欧 几 里 得 空间 RN， 
这 里 NN 是 一 个 充分 大 的 数 . 现在 我 们 将 证 明 所 谓 的 “ 弱 惠 特 尼 定理 ”, 表明 这 个 数 
N 可 以 是 多 大 . 

定理 11.1 ( 惠 特 尼 )， 任 何 连 通 的 光滑 闭 ” 维 流 形 M 可 以 光滑 地 幅 入 到 及 22+1 

中 并 可 光滑 地 浸入 到 有 2 中 . 每 一 个 连续 映射 M 一 R2n+1(M 一 R2n) 可 用 光 

滑 伦 入 (浸入 ) 允 近 . 

证 明 我 们 只 给 出 定理 的 第 一 部 分 的 证 明 . 考察 任意 一 个 光滑 能 入 M 一 RN( 见 
89). 证 明和 的 思想 在 于 将 幅 入 流 形 M C RN 逐次 地 在 超 平面 上 作 投 射 , 每 一 次 投射 就 
将 外 围 空 间 的 维 数 降低 1 维 . 在 RN 中 国定 坐标 原点 O 并 考察 通过 O 的 直线 从 ; 这 
些 直 线 组 成 射影 空间 RPN~1 ( 见 82.2). 每 一 条 直线 !e 有 PN-1 确定 空间 RN 到 正 
交 于 ! 并 通过 O 的 超 平面 R，-: 上 的 一 个 正 交 投射 x. 

我 们 的 目标 是 选取 这 样 的 直线 ! 使 得 如 上 的 投影 (AM) 依然 是 RA 六 ~! 中 的 光滑 
子 流 形 . 我 们 先 阐述 M 的 漫 入 问题 . 我 们 设法 找到 这 种 投射 zi : 对 所 有 的 点 ze M， 
它 的 微分 dr : TM 一 R -1 的 核 为 零 . 那些 使 得 微分 dr (对 某 个 点 xz) 具有 非 零 
核 的 方 问 i e RPN~! 称 为 第 一 类 禁止 方向 . 例如 , 在 将 曲线 y C R3 沿 着 禁止 方向 投 
射 到 二 维 平 面 R? 时 会 出 现 奇 点 , 通常 称 为 “ 尖 点 ”( 图 23). 

显然 方 同 1e RPN-1! 是 禁止 方向 当 且 仅 当 存在 点 ze M 使 得 经 过 平行 移动 后 
IC 人 AM (图 24). 

所 有 的 禁止 方向 构成 一 个 (2n -1) 维 的 光滑 流 形 @, 它 的 点 用 (z, 7) 表示, 这 里 
TE€ M,l 是 (RPN-! 中 的 ) 直线 , 它 经 平行 移动 后 落 在 到 M 中 . 点 ze M 给 出 n 个 
参数 , 而 直线 ! 给 出 n 一 1 个 参数 :2n 一 1 = n+ (n 一 1) ( 试 证 Q 是 光滑 流 形 !). 我 们 构 
造 映射 a : Q 一 民 PN-1, 定义 为 a(z,1) =1. 显然 a(Q) 就 是 所 有 的 禁止 方向 组 成 的 
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图 23 图 24 


集 . 因为 原来 的 戏 入 M C RN 是 光滑 的 , 所 以 映射 a 也 是 光滑 的 . 由 萨 德 定理 , 如 果 
NN 一 1 > 2n 一 1, 即 2n < NN, 则 集 a(Q) 的 (N 一 1) 维 测度 等 于 零 . 特别 有 , RPN-1! 中 
的 禁止 方向 组 成 的 集 a(Q) 不 能 覆盖 整个 空间 及 PX-1, 从 而 存在 lo & a(@). 作 正 交 
投射 mn : M 一 Rf, 我 们 就 得 到 M 到 RY”! 中 的 一 个 光滑 浸入 (如 果 2n < N). 

显然 , 如 果 一 开始 M 不 是 嵌入 而 是 漫 入 到 RN 中 , 这 个 论证 依然 导致 同一 结论 . 
因此 , 上 述 的 投射 程序 可 应 用 于 所 得 的 漫 入 M 一 RN-1 并 一 般 地 可 重复 进行 次 ， 
只 要 2n <N 一 k. 当 NN 一 k= 2n 一 1 时 是 最 终 的 一 次 投射 ; 于 是 我 们 就 实现 了 最 终 
的 投射 nl, : M 一 R2”, 此 后 投射 程序 终止 . 这 就 证 明了 惠 特 尼 定 理 中 关于 M 可 以 
浸入 到 R2* 中 的 那 部 分 . 我 们 再 转向 髓 入 . 

现在 我 们 必须 保证 在 RN-! 中 的 投影 m4(MM) 不 出 现 自 相交 . 考察 第 二 类 禁止 方 
向 , 沿 这 种 方向 的 投射 在 有 x-: 中 产生 自 相 交 的 x(M). 例如 , 将 光滑 曲线 y C R3 
沿 第 二 类 禁止 方 网 投射 到 二 维 平 面 R? 时 , 会 出 现 如 图 25 所 示 的 情形 . 

显然 方向 1 e RPN-! 是 第 二 类 禁止 方向 当 且 仅 当 存在 两 点 x,y € M,zx 关 yy, 同 
时 属于 经 过 适当 平行 移动 后 的 ! 上 . 

所 有 的 第 二 类 禁止 方向 构成 一 个 2n 维 光 滑 开 流 形 P, 它 的 点 用 (z,y) 表示 ， 
rz,y € M,7X YX 和 yy 彼此 独立 地 取 遍 M.， 换 一 种 说 法 , P = (M x M)\ 4, 这 
里 A = {(7z,7X)|lzx e M} 是 直 积 M x M 的 对 角 线 . 考察 映射 6 : P 一 RPN-1, 这 里 
B(x,y) 是 通过 坐标 原点 平行 于 端点 为 zx 和 y 的 线段 的 直线 . 显然 , 6 是 光滑 映射 , 从 
而 由 萨 德 定理 , 如 果 2n < NN 一 1, 即 2n+1<N, 则 集 8(P) 在 RPN-! 中 有 零 测度 . 

我 们 注意 到 , 集 8(P) 在 RPN-! 中 的 闭 包 重合 于 并 6(P) U a(Q) 且 有 (N -1 了) 
维 零 测度 . 于 是 , 如 果 NN > 2n 十 1, 则 所 有 的 第 一 类 和 第 二 类 禁止 方向 所 成 的 集 8(P) 
不 能 柳 盖 整个 RPX-L 从 而 存在 lo 4 8(P). 作 正 交 投 射 fr, : M 一 RPXN-1, 我 们 就 
得 到 M 到 RN-! 的 嵌入 . 对 这 嵌入 应 用 同样 的 过 程 , 并 逐次 重复 直到 最 终 的 投射 为 
M 到 及 2"+1 的 投射 . 定理 完全 得 证 . 口 

显然 在 一 般 情 形 中 , 进一步 的 (继续 是 嵌入 的 ) 投射 是 不 可 能 的 . 事实 上 , 设 圆 
周 M = 81 柚 入 到 R3 中 形成 一 个 非 平 凡 纽 结 (例如 见 图 26). 此 时 n=1,N=3= 
2n 十 1. 明显 地 , 这 个 打 结 的 圆周 在 任何 一 个 二 维 平面 R? 上 的 正 交 投影 将 都 是 一 条 
自 相 交 的 曲线 . 这 个 例子 表明 , 在 证 明 弱 惠 特 尼 定 理 中 使 用 的 “投射 方法 ”不 可 能 使 
我 们 在 降低 外 围 哆 几 里 得 空间 的 维 数 的 道路 上 走 得 更 远 . 虽然 如 此 , 可 以 指出 使 用 
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更 精妙 的 方法 却 可 以 改进 我 们 前 面 得 到 的 估计 (这 里 我 们 不 打算 叙述 这 些 更 精妙 的 
方法 ). 


图 25 图 26 


注 已 知 的 一 个 更 为 复杂 的 定理 (我 们 不 在 这 里 证 明 它 ) 说 , 任意 一 个 n 维 流 形 
M 可 以 光滑 嵌入 到 RR?* 中 , 但 是 这 种 嵌入 M 一 R2" 不 再 在 映射 M 一 了 2n 组 成 的 
空间 中 稠密 . 在 一 般 情形 中 , 这 个 估计 已 不 可 改进 . 例如 不 可 定向 的 二 维 闭 流 形 不 可 
能 伐 入 到 R3 中 ( 试 证 之 小 

在 某 些 特殊 情形 中 这 个 估计 可 以 改进 . 例如 , 任何 一 个 定向 二 维 流 形 可 在 了 s 中 
实现 , 这 可 由 这 类 流 形 的 分 类 中 导出 . 


2. 作为 高 度 函 数 构 造 莫 尔 斯 函数 


现在 我 们 将 证 明 , 借助 于 幅 入 M 一 RN, 可 以 对 紧 光 滑 流 形 上 莫 尔 斯 函数 的 存 
在 性 给 出 一 个 新 的 证 明 . 我 们 证 明 可 以 在 流 形 M 上 的 相当 狭窄 的 一 类 函数 中 找到 
莫 尔 斯 函数 , 这 类 函数 称 为 “高 度 函数 ” 

如 果 流 形 M 光滑 髓 入 到 RN 中 , 且 给 定 一 条 通过 RN 的 坐标 原点 以 1 为 方向 
同 量 的 直线 &;(t), 则 我 们 规定 (高 度 函 数 ) h(x) 在 点 ze M 处 的 值 等 于 点 x 在 直线 
&(t) 上 的 正 交 投影 (我 们 将 这 条 直线 视 为 一 条 实数 直线 ). 

高 度 函 数 的 下 列 性 质 是 显然 的 (试验 证 之 !): 

1) 高 度 函 数 的 集 与 球面 SN-1 的 对 径 点 偶 集 , 也 即 射影 空间 RPN-! 所 有 的 点 
之 闻 存 在 双方 一 一 的 对 应 ; 

2) 点 zo E M 是 高 度 函 数 的 临界 点 当 且 仅 当 向 量 ! 在 点 ze 处 正 交 于 流 形 M 
( 即 (LT M). 

我 们 来 弄 明 白 何 时 函数 hy(z) 的 临界 点 zo se M 是 非 退 化 的 . 考察 一 个 特殊 的 
情形 : 流 形 M 嵌入 到 Rm™+1 中 (成 为 一 张 超 曲面 ), 这 里 m = dim M. 

回想 一 下 , 对 超 曲 面 M C R™+! 定义 过 高 斯 映射 ( 见 卷 1 826.2)r : M 一 Sm 一 
RP™, 即 >(z) = 2(z), 这 里 n(z)1T,M 是 M 在 点 z 的 单位 法 向 量 (向 量 n(x) 已 被 
平行 移动 至 坐标 原点 O € R™+1). 

引 理 11.1、 扩 zo E M C BRm+l 是 高 度 函 数 有 (xz) 的 非 退化 临界 点 当 且 仅 当 zo 

是 高 斯 映射 >: M 一 民 P™m 的 正则 点 ; 这 里 iL TM . 

证 明 将 坐标 轴 zm+1 取得 与 向 量 ! 平行 , 坐标 轴 zl … ,zm 则 正 交 于 1/; 于是， 
平面 及“(z1,… ,zx") 可 以 视 为 M 在 点 zo 处 的 切 平 面 . 在 点 zo e M 的 近 旁 , 流 
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形 M 可 以 由 方程 zm+l = yg(x1,… ,zx"m) 给 定 , 此 时 dpl。。 = 0. 在 点 zo 的 充分 小 
的 邻 域 7 中 , (x1,…. , xm) 可 视 为 超 曲面 M 上 的 局 部 坐标 , 而 “高 度 ”hi(x) 在 这 里 
就 是 函数 zm+l = yp(x!,… ,zm). 在 球面 Sm 上 点 r(xo) 的 邻 域 中 选取 类 似 的 坐标 
y!,… ,ym"m. 如 果 重 复 我 们 以 前 在 证 明 卷 1 中 定理 26.2 时 所 做 的 那些 计算 (用 m+1 
替代 3), 我 们 就 得 到 公式 Kdo = r*(D), 这 里 K 是 M 的 高 斯 曲率 , do, 2 分 别 是 M 
和 Sm 上 的 诱导 体积 元 . 在 点 zo 的 局 部 坐标 (z1…… ,zm) 和 (y… ,y™) 中 , 我 们 


可 得 等 式 
Oh(zo)\ /Op(ro)\) {Ov° Oh(zo)N\ _ 
(Ss ) 人 本 (各 _ (Bg) 0 
这 里 K 是 超 曲面 在 点 zo 处 的 高 斯 曲率 ; ye = re(z1,… ,zm),1 < a sm, 是 
高 斯 映射 在 局 部 坐标 (x) 和 (y) 中 的 表达 形式 . 于 是 ,高 斯 映射 > 在 点 xo 的 正 
则 性 条 件 det (中 ) = 0 恰恰 等 于 高 度 函 数 h(xo) 的 黑 塞 式 的 非 奇 异性 ， 即 


O02hi (zxo) 
det (Sed ) 关 0. 引 理 证 毕 . 口 


重要 的 注 ”如 果 存 在 兢 入 M C BR9, 这 里 gq > m 十 1 (m = dim M), 则 可 以 定义 
一 个 (gq 一 1) 维 的 光滑 流 形 N, 即 子 流 形 M 的 “管状 邻 域 面 ” 为 此 , 我 们 需要 考察 一 
个 由 与 子 流 形 正 交 的 且 中 心 在 点 ze M 半径 为 。 > 0 (这 里 < 充分 小 ) 的 (gq 一 m) 维 
圆 盘 D9-m 组 成 的 集 . 这 些 圆 盘 的 并 (对 小 的 s > 0) 给 出 一 个 g 维 流 形 (有 时 称 为 
子 流 形 M 的 管状 邻 域 ), 它 的 面 ( 即 其 边界 ) 用 N 表示 . 如 果 < 小 , N 嵌入 于 Rs 中 . 
这 子 流 形 由 高 斯 映射 > 映射 至 球面 Se-1 之 中 . 设 h(z) 是 M 和 N 上 ( 即 MUN 
上 ) 的 高 度 函 数 . 容易 发 现 (试验 证 之 !): 函数 h(xz) 的 在 M 上 的 每 一 个 临界 点 zo 
恰好 对 应 着 它 在 N 上 的 两 个 临界 点 yo 和 久 , 它们 是 过 点 zo 正 交 于 M 的 直线 1 与 
N 的 交 乓 (图 27). 

于 是 可 以 验证 函数 及 (x) 的 临界 点 zo e M 是 非 
退化 的 当 且 仅 当 点 mw 和 ww 是非 退化 的 (yo 入 总 
是 同时 为 退化 的 或 同时 为 非 退 化 的 )， 这 样 一 来 , 如 果 
hu(z) 是 N 上 的 莫 尔 斯 函数 , 则 这 个 函数 也 是 M 上 的 
莫 尔 斯 函数 . 由 此 导出 : 所 有 关于 高 度 函 数 集中 莫 尔 斯 
函数 的 存在 性 及 处 处 稠密 性 的 命题 , 如 果 对 入 得 以 证 


明 , 则 自动 地 对 M 也 成 立 . 于 是 , 在 前 面 证 明 过 的 引 27 
理 中 , 尽管 我 们 限于 超 曲面 M C R™+1, 我 们 的 论证 却 
不 失 一 般 性 . 


定理 11.2. 超 曲面 M Cc Rm+lm = dim M, 上 的 一 个 高 度 函 数 hi(z) 是 英 尔 
斯 函数 当 且 仅 当 点 ( 士 ) e 及 Pm 是 高 斯 映射 >: M 一 RPm 的 正则 值 . 特别 有 ， 
几乎 所 有 的 高 度 函数 六 (z) 都 是 莫 尔 斯 函数 . 


811. 萨 德 定理 的 应 用 . 75. 


证 了 明 定理 的 第 一 部 分 由 引 理 11.1 导出 . 第 二 部 分 则 由 萨 德 定理 导出 , 因为 高 
斯 映射 + : M 一 RP™ 的 正则 值 在 RP 中 是 处 处 稠密 的 . 定理 证 毕 . 口 

注 由 于 前 面 对 M C 及 "aq > m 十 1, 的 情形 所 作 的 重要 的 注 , 本 定理 目 动 地 对 
Rs 中 任意 余 维 数 ( 即 只 要 g -mm > 0) 的 光滑 子 流 形 都 成 立 . 


3. 焦点 

还 有 另外 一 些 简单 的 方法 可 以 在 光滑 流 形 上 构造 大 量 的 莫 尔 斯 函数 . 我 们 描述 
其 中 的 一 种 , 但 不 去 涉及 太 多 的 细节 . 

考察 一 个 光滑 流 形 M 和 它 在 R? 中 的 任意 一 个 光滑 能 入 . 任意 固定 一 点 pe R4. 
令 Zp(z) = lp 一 zj?, 其 中 zeMlp-zl 是 向 量 p-z 的 长 度 , 则 工 , 是 伴随 于 p 的 
散 入 子 流 形 Mm 上 的 一 个 光滑 函数 . 

可 以 证 明 对 几乎 所 有 的 点 pe Ra, 函数 L,(z) 是 M 上 的 莫 尔 斯 函数 . 这 一 类 的 
函数 L,(z) 的 集 与 高 度 函数 h,(z) 的 集 是 不 同 的 . 

我 们 来 弄 清楚 对 何 种 点 p 函数 L,(7x) 才 是 莫 尔 斯 函数 . 为 此 , 我 们 用 N 表示 偶 
对 (z,v) 全 体 , 其 中 ze M,v € Rr 是 在 点 z 处 与 M 正 交 的 向 量 . 显然 N 十 一 个 1 
维 光 清流 形 (试验 证 之 0). 考察 光滑 映射 f : N 一 Ra, 它 将 偶 对 (x,v) e N 映射 为 从 
Zz 射出 的 向 量 v 的 末端 点 . 

定义 11.1。 点 P e Rs 称 为 M 的 重 数 > 0 的 焦点 , 如 果 对 某 个 点 (zx,v) € 

N,P = f(x,v) 且 映 射 f 在 点 (zx,v) 处 的 雅 可 比 矩 阵 的 秩 为 g 一. 


由 于 萨 德 定 理 , 几乎 所 有 的 点 P < R? 都 不 是 M c Rs 的 焦点 ; 特别 有 , 焦点 
P e Rs 的 集 有 零 测度 . 

现在 考察 “嵌入 M C Ra 的 第 二 基本 形式 ". 我们 假定 流 形 M 在 Re 中 (局 
部 地 ) 由 参数 z = zx(wi,… ,wu") 给 出 , 其 中 ve < a < m 是 M 上 的 局 部 坐标 ， 


7 二 (71,.… ,29)， 考察 向 量 人 = Xij, 并 设 v 是 M 在 点 zoe M 的 法 向 量 . 
Ww Ou 


于 是 , 可 以 作 标 量 积 (u, zi7) = (unij(zo)) 其 中 nij(zo) 是 在 点 zo 处 的 向 量 Ziji 的 
法 向 分 量 ( 即 向 量 zi 在 M 在 zo 处 的 法 平面 上 的 正 交 投影 ). 我 们 用 Q@, 表示 矩阵 
(v, Xj); 它 称 为 流 形 M 关于 法 向 量 v 的 第 二 基本 形式 的 矩阵 . 设 G = (9;;) 是 第 一 
基本 形式 的 矩阵 , 即 M 上 的 度量 (这 个 度量 由 由 入 M c Ra 所 诱导 ; 在 Re 中 则 是 
欧 几 里 得 度量 ). 可 以 假定 已 取 局 部 坐标 wl,.… ,wm 使 得 G(zo) = 互 (单位 矩阵 ) zo 
为 某 一 点 . 于 是 在 所 zo 我 们 有 G-IQ。 = 8; 设 X… ,Am 是 形式 G-1Q, = Q, 在 
所 zo 的 本 征 值 , 即 A。 是 子 流 形 M 关于 方向 v 的 “ 主 曲率 ”. 考察 直线 zx + tv ( 妈 
过 点 zo 方向 向 量 为 v 所 定义 的 直线 ). 

引 理 11.2. 直线 x 十 tv 上 的 焦点 恰恰 就 是 上 = A-!1,1 < a < m 对 应 的 点 全 体 . 


证 明 局 部 上 NN 可 具 直 积 M x Rr-m 的 构造 ; 因此 , 在 N 上 可 以 引进 局 部 坐标 
I 二 zr(u!, . 7 …. ,t9-m. 映射 f 在 所 考察 的 点 (Xo,v) 附近 形式 为 f(z(u),t) = 
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ru) 十 taau(), 其 中 (aa(w)) 是 M 在 点 z(u) 的 法 空间 中 的 标 架 , 它 光 滑 地 依赖 
于 v. 很 清楚 , 在 这 些 坐 标 中 df 由 矩阵 


9f\ /an eo 
|- + Bu 


给 出 . 
在 点 zo 的 切 空间 TM 中 选取 基 { 训 | 1 < a < m. 我 们 要 找 出 由 N 中 基 


向 量 在 df 作用 下 的 像 张 成 的 平行 多 面体 . 因此 我 们 计算 映射 f 的 雅 可 比 行列 式 ( 即 
det(qdf)). 所 需 的 矩阵 形 如 


Dr Dr Da Dr a 
(Es 5 ( 避 , 下 ) (Se) | 


E 


这 里 五 表示 (g 一 m) x (gq 一 m) 单位 矩阵 . 显然 这 个 和 矩阵 的 秩 由 和 矩阵 
4- (( 关 夯 )+Z( 路 荔 ) 

的 秩 确定 . 另 一 方面 因为 (ao, 地) = 0, 所 以 0 六 (o, 熙 )-( 基 区 ) 

+ (oa 可 )， 即 对 于 点 (wo,tv) 我 们 有 


O27 
4= (os- DS (oo BE Oui 5 )) (mw 一 tw) 
于 是 矩阵 (df) 在 该 点 的 秩 等 于 矩阵 (giy 一 tw, xi;)) 的 秩 , 这 正 是 所 需 证 者 . 引 理 证 
毕 . 口 


现在 考察 点 p < R* 和 函数 [p(s) = |z pl = 代 一 mr 一 中 于 是 , 2ze(z) -~ 


(下 =) 2( 站) (说 ,=-o) 由 此 函数 L 在 M 上 的 临界 点 是 使 得 


人 -7) = 0 的 那些 点 z e M; 这 等 价 于 向 量 x -p 正 交 于 T,(M). 于 是 , 如 果 


z 是 临界 点 , 则 p 形 如 z 十 tw (回想 一 下 ,v 是 M 的 法 向 量 ). 进一步 , 为 研究 非 退 化 
性 , 我 们 考察 


OLp(T) / Oz Or Or\ /Oz ey 
BuiOw 一 NB Bu Bw \Bvidw’ /YY™ 9 
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其 中 p = z+tv. 于 是 , 根据 所 证 的 引 理 , 函数 L,(z) 的 退化 的 临界 点 恰好 出 现 于 当 


重要 的 推论 设 M c R? 是 一 个 闭 光 滑 子 流 形 . 于 是 , 存在 。 > 0 使 得 管状 邻 
域 Ne(M) = {ye Ra|p(y, AM) < e} 是 R? 的 9 维 光滑 子 流 形 , 边界 为 Ne(M), 它 是 
空间 Re? 的 (g 一 1) 维 光滑 子 流 形 . 特别 有 , N.(M) 可 纤维 化 , 纤维 为 (g - mm) 维 圆 盘 
D4-m(z), 这 里 圆 盘 的 中 心 为 ze M 而 半径 等 于 e; 类 似 地 , 流 形 9N.(M) 也 可 纤维 
化 , 纤维 为 球面 54-m-1(x),zx e M. 

证 明 取 < < min Xi (z) 就 足够 了 ,这 里 ze M,1<igm. 于 是 ,在 Ne(M) 中 
不 存在 流 形 M c R? 的 焦点 , 从 而 定理 的 所 有 结论 都 成 立 . 口 

这 个 推论 通常 称 为 “管状 邻 域 的 存在 性 定理 ”. 


第 三 章 ” 映 射 度 和 相交 指数 及 其 应 用 


812. 同 伦 的 概念 


1. 同 伦 的 定义 . 映射 和 同 伦 的 光滑 通 近 
考察 两 个 光滑 (为 简单 计 , Cee 类 的 ) 流 形 M 和 N 及 光滑 映射 了: M 一 人 
定义 12.1。 光滑 (分 片 光滑 、 连 续 ) 映射 了 的 一 个 光滑 (分 片 光滑 、 连 续 ) 同 
伦 (或 形变 ) 是 指 柱 M x 了 到 NN 的 一 个 光滑 (分 片 光 滑 、 连 续 ) 映射 


F:MxI—oN (= |,1)) 


使 得 F(z,0) = f(2) 对 任何 的 ze M 成 立 . 此 时 也 说 映射 记 :M 一 Ntc)= 

下 (x,t), 同 伦 于 初始 映射 f= fo, 而 整个 柱 的 映射 是 一 个 同 伦 或 “ 同 伦 过 程 ”. 

与 给 定 的 一 个 映射 y 同 伦 的 所 有 映射 组 成 两 两 同 伦 的 映射 类 (或 称 同 伦 (映射 ) 
类 ). 容易 理解 , 我 们 可 以 定义 各 种 光滑 度 为 1 的 光滑 同 伦 类 . 特别 有 , 当 1 = 0 时 我 
们 有 由 连续 同 伦 的 映射 组 成 的 连续 同 伦 类 . 然而 , 如 我 们 即将 看 到 的 那样 , 光滑 映射 
对 连续 映射 的 逼近 定理 隐 含 下 面 的 基本 同 伦 性质 : 

1) 任何 一 个 连续 映射 可 用 任意 光滑 度 (特别 , Ce) 的 同 伦 光滑 映射 任意 近 地 允 
近 . 

2) 如 果 两 个 光滑 映射 是 连续 同 伦 的 , 则 它们 也 是 光滑 同 伦 的 . 

现在 我 们 转向 有 关 细 节 . 

定理 12.1， 设 M,N 是 紧 光 滑 流 形 ; f,g : M 一 是 连续 映射 . 则 对 N 上 的 任 

意 一 个 黎 曼 度量 , 存在 数 = > 0 使 得 由 条 件 p(f,g) < 。 (这 里 p 是 映射 之 间 的 

距离 , 见 810.1) 可 推出 f 和 g 是 同 伦 的 . 


§12. 同 伦 的 概念 . 79 . 


证 明 假定 M 上 已 给 定 黎 曼 度量 , 用 po 表示 相应 的 距离 . 因为 N 是 紧 的 , 所 
以 存在 s > 0 使 得 如 果 p,qg €E N 且 po(p,g) < ss 则 存在 唯一 的 最 短 测 地 线 连接 
p 和 gq ( 见 卷 1 829.2)， 现 在 设 f,g : M 一 N 是 两 个 连续 映射 满足 po(f,g) < e 
( 即 may po(f(7),g(7) < se)， 我们 来 构造 同 伦 下 :MxI 一 NN 满足 F(zx,0) = 
Flz F(z,1) = g(z)， 为 此 ,必须 对 任意 点 (zx,t) € M x 了 给 出 像 F(x,t). 考察 点 
jz),g(z) < N， 因 为 po(f(zx), g(x)) < s, 它们 可 以 用 唯一 的 从 f(z) 到 g(z) 的 最 
短 测 地 线 yy(;),y(z)(t) 连接 . 因为 , 除了 点 z 外 , 我 们 还 给 定 了 + 上 的 值 , 于 是 从 f(z) 
到 g(z) 的 这 条 测 地 线段 可 以 按 比 例 t : (1 -t) 作 划分 , 而 我 们 就 将 这 个 分 点 取 为 点 
(x,t) Ee M x 了 的 像 (图 28). 所 构造 的 这 个 映射 的 连续 性 由 关于 解 对 (决定 测 地 线 的 


常 微分 方程 组 的 ) 初始 条 件 的 连续 依赖 性 的 定理 得 出 . 定理 证 毕 . 口 
MXI GD g(x) 
Vf 0), ex) 
ER 


MXx0Q (x,0) i f(x) 


图 28 


定理 12.2. 设 f 是 任意 的 一 个 从 光滑 流 形 M 到 光滑 流 形 N 的 连续 映射 (其 

中 M 和 AN 是 紧 流 形 ). 则 了 同 伦 于 一 个 光滑 映射 g:M 一 N. 

证 明 以 前 我 们 证 明 过 ( 见 定理 10.1): 任何 连续 映射 f : M 一 N 可 以 被 光滑 映 
射 任意 地 逼近 . 于 是 本 定理 可 从 定理 12.1 推出 . 口 

习题 12.1. 证 明 : 如 果 映 射 已 经 在 某 个 子 流 形 XX c M 上 是 光滑 的 , 则 可 以 
选取 f 的 光滑 晕 近 9 使 得 9 在 X 上 的 限制 重合 于 了 . 

定理 12.3， 如 果 光 滑 映 射 f,g : M -NN 是 连续 同 伦 的 , 则 它们 也 是 光滑 同 伦 

的 . 

这 个 定理 可 从 对 连续 映射 (在 此 情形 即 对 最 初 的 连续 同 伦 下 : M x I 一 N) 的 
光滑 过 近 的 存在 性 及 前 一 定理 中 导出 . 

类 似 地 可 证 明 下 面 的 命题 : 紧 光 滑 流 形 M 到 一 个 维 数 充 分 高 的 紧 光 滑 流 形 中 
的 任意 连续 映射 同 伦 于 一 个 光滑 租 入 ， 如 果 这 个 连续 映射 是 光滑 的 , 则 可 以 取 到 与 
嵌入 的 光滑 同 伦 . 

定义 12.2. 两 个 光滑 内 入 f,g : M 一 N 称 为 (光滑 的 ) 同 痕 (内 入 ), 如 果 存 在 

映射 / 和 9 之 间 的 一 个 光滑 同 伦 下: M xz 一 N 使 得 由 亡 (z) = F(z,t) 确定 

的 映射 f; : M 一 N 对 每 个 ie [0,1] 都 是 光滑 嵌入 . 

定理 12.4. 从 维 数 为 n 的 光滑 流 形 M 到 维 数 g 充分 高 (现在 这 个 情形 g > 

2n 十 2) 的 欧 几 里 得 空间 Rr 中 的 任意 两 个 光滑 代入 f 和 9 是 同 痕 的 . 
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证 明 如 果 9 充分 大 , 则 符 入 f 和 9 可 取 到 连续 的 (从 而 , 光滑 的 ) 同 伦 下 : 
M xT 一 到 9 (例如 , 这 两 个 映射 f 和 9 同 伦 于 将 M 映射 为 一 个 点 的 映射 ). 然后 , 这 
个 光滑 同 伦 又 可 以 通过 光滑 形变 (这 些 形 变 在 柱 的 “ 底 ” M x0 和 Mx1 上 与 F 相 
同 ) 转 为 竹 入 . 这 个 从 M x 了 到 了 Rs 中 的 光滑 竹 入 就 是 要 寻找 的 f 和 g 之 间 的 同 痕 . 

刚才 证 明 的 定理 使 我 们 不 必 去 区 分 连续 同 伦 和 光滑 同 伦 . 今后 我 们 将 视 对 给 定 
情形 何 种 同 伦 更 方便 来 考虑 使 用 连续 同 伦 , 分 片 光滑 同 伦 或 Cee 类 的 光滑 同 伦 . 

映射 了 的 同 伦 类 用 [f] 表示 , 从 M 一 的 映射 的 全 体 同 伦 类 集 用 [M; N] 表 
不 \. 
2. 相对 同 伦 


后 面 我 们 还 必须 考察 带 有 附加 限制 的 映射 同 伦 和 同 伦 类 . 我 们 先 提 这 类 限制 中 
的 一 些 重要 情形 . 

a) 在 流 形 M 和 N 中 分 别 取 定 点 zoe M 和 yo < N. 要 求 所 有 的 映射 f:M 一 
N 将 点 zo 上 映射 为 点 yo (并 且 所 有 的 同 伦 也 如 此 ). 这 种 映射 类 称 为 带 基 点 的 (映射 
类 或 同 伦 类 ). 

b) 流 形 M 和 N 有 边界 = 8M 和 A = 9N. 要 求 所 有 的 映射 /:M 一 N 及 
它 的 同 伦 映射 将 边界 玉 映射 为 边界 A. 这 种 映射 类 称 为 相对 (相对 于 边界 ) (映射 类 
或 同 伦 类 ). 

c) 流 形 M 和 N 可 以 是 非 紧 的 ( 开 的 ) 流 形 . 要 求 所 有 的 映射 f : M 一 N 使 得 
任何 点 的 完全 原 像 是 紧 集 . 对 同 伦 过 程 F: M x I 一 NN 也 同样 要 求 . 这 种 映射 类 和 
同 伦 类 称 为 真 映射 类 和 真 同 伦 类 . 

d) 更 一 般 的 相对 映射 类 是 这 样 的 : 设 在 M 和 N 中 分 别 取 定 集 4 C M 和 
B c N. 要 求 所 有 的 映射 f 和 同 伦 下 将 集 4 映射 到 集 B 中 . 这 种 相对 同 伦 类 全 体 
用 [(M, 4); (N, B)] 表示 . 


813. 映射 度 


1. 度 的 定义 


本 节 的 基本 目标 是 研究 维 数 都 为 的 定向 闭 流 形 M 和 N 之 间 的 映射 同 伦 类 ， 
特别 是 当 N 是 球面 时 的 情形 . 考察 光滑 映射 / : M NN 并 取 定点 we N. 我 们 候 
定 映射 上 关于 点 we N 是 正则 的 ( 见 310.2) 这 意味 着 点 wo 的 完全 原 像 由 流 形 M 
中 有 限 个 点 x (i 二 1,.…. ,m) 组 成 , 且 如 果 (ze) 是 点 z; 近 旁 的 局 部 举 标 , (给 ) 是 点 
， 近 旁 的 局 部 华 标 , 则 映射 的 雅 可 比 行列 式 det ( 骂 ) 二 
不 等 于 零 .由 于 在 流 形 M 和 N 上 已 给 定 定向 , 因此 从 一 个 邻 域 的 局 部 坐标 到 另 一 
个 邻 域 的 局 部 坐标 的 转移 函数 的 雅 可 比 行列 式 是 正 的 


$13.， 映 射 度 .81 . 
定义 13.1， 设 f:M 一 NNW 是 闭 定向 连通 流 形 之 间 的 一 个 映射 , 则 数 


de ~ sgn det 多 
| 2 长 

称 为 关于 正则 值 yo 的 (映射 ) 度 .( 映 射 在 这 些 点 zx; 的 雅 可 比 行列 式 的 符号 的 

决定 是 确定 无 疑 的 .) 

成 立 重要 的 

定理 13.1. 映射 度 不 依赖 于 正则 值 yo 的 选取 且 在 同 伦 下 不 变 . 

证 明 我 们 首先 证 明 映 射 度 不 依赖 于 正则 值 的 选取 .对 充分 接近 于 yo 的 正则 
值 , 这 是 显然 的 , 因为 它们 有 着 同样 多 的 原 像 及 相同 的 符号 . 

设 yo 和 yi 是 f 的 两 个 正则 值 . 在 流 形 N 中 用 一 条 自身 不 相交 的 且 每 点 都 具 
有 非 零 切 癌 量 的 光滑 路 径 连 接 这 两 点 yo 和 y1. 这 条 路 径 本 身 表示 一 个 一 维 流 形 ~. 
由 关于 上 正则 性 的 定理 ( 见 定理 10.3), 可 选取 路 径 > 使 得 映射 f 在 整个 yY 上 是 t 正 
则 的 且 在 端点 yo,yi 是 正则 的 . 考察 完全 原 像 f-1(Y), 由 上 正则 性 可 知 它 是 M 中 一 
个 光滑 一 维 流 形 , 边界 由 两 部 分 : 广 !(y%) 和 f-1(yi) 组 成 ( 见 图 29, 此 时 n= 2, 点 
(zi0) 是 yo 的 原 像 广 !(yo), 点 (zil) 是 原 像 f-1(y1)). (在 图 29 中 每 个 点 的 附近 标 
出 它 的 符号 ; 注意 y 上 不 同 的 点 其 原 像 点 的 个 数 可 能 是 不 同 的 .) 如 果 原 像 三 1(yo) 
(或 -1(y1)) 的 两 个 点 是 广 !(>) 的 一 个 连通 线段 的 两 个 端点 (例如 在 图 29 中 的 点 
Zz10 和 zao), 则 由 于 M 和 N 上 定 疝 , 这 两 个 点 受到 符号 相反 的 限制 . 另 一 方面 , 如 
果 F—*(Y) 中 一 条 连通 线段 连接 的 是 f-!i(yo) 中 局 与 fi(y) 中 点 (如 点 TX20 和 T31 
的 连接 ), 则 这 两 个 点 要 受到 符号 相同 的 限制 . 由 此 导出 定理 的 第 一 部 分 . 

现在 我 们 用 类 似 的 方式 证 明定 理 中 涉及 f 的 映射 度 在 f 的 同 伦 下 不 变 的 这 部 
分 . 设 已 给 定 光 滑 同 伦 下 : MxT 一 N, 其 中 f(z) = F(zx,0),g(z) = F(z,1). 可 以 
假定 整个 同 伦 过 程 在 yo 处 是 正则 的 ( 见 810.2 最 后 的 推论 ), 考察 完全 原 像 F-1(wyo) 
( 见 图 30, 此 时 n= 1; 点 yo 的 原 像 点 的 个 数 对 不 同 的 时 刻 t 可 以 是 不 相同 的 , 但 是 
符号 的 代数 和 则 不 变 ). 
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这 里 的 情形 完全 类 似 于 图 29, 因为 F-1(yo) 是 M x 了 中 非 奇 异 的 一 维 流 形 , 其 
两 个 边界 部 分 分 别 对 应 于 t = 0 (这 是 广 :(%)) 和 t= 1 (这 是 g-!(yo)). 显然 定理 中 
提 到 的 整数 当 t = 0 时 和 t = 1 时 都 是 相同 的 , 即 映射 f 和 9 有 相同 的 度 . 定理 证 
毕 . 口 


2. 基本 定义 的 推广 


我 们 将 指出 度 的 概念 的 一 些 有 用 的 推广 . 
a) 可 以 用 显然 的 方式 将 映射 度 的 概念 推广 到 具有 边界 的 流 形 之 间 的 相对 映射 类 
上 . 设 给 定 映射 
f: (M,0M) — (N,N), 


其 中 M 和 NN 是 ( 带 边 界 的 ) 同 为 n 维 的 紧 流 形 . 因为 边界 映射 为 边界 , 内 部 的 正则 
值 yo e N 的 完全 原 像 整个 地 落 于 M 的 内 部 , 这 一 点 对 于 它 在 同 伦 之 下 的 原 像 也 是 
对 的 . 因此, 映射 度 deg f 是 确定 的 , 与 在 N 内 部 的 正则 值 yo 的 选取 无 关 , 也 不 因 
这 一 类 相对 映射 中 的 同 伦 而 改变 (这 个 事实 的 证 明 与 定理 13.1 的 证 明 雷 同 ). 我 们 注 
意 到 边界 9M = 本 和 BN = A 是 (n -1) 维 的 定向 闭 流 形 (M 和 N 是 定向 流 形 )， 
我 们 假定 边界 是 连通 的 (事实 上 , 这 并 不 是 实质 性 的 ). 映射 f 在 边界 上 同样 有 映射 
度 deg f lem . 成 立 下 面 的 . 

定理 13.2. 边界 映射 的 度 与 流 形 映 射 的 度 是 相同 的 : deg f lem = deg f. 

证 阴 我 们 首先 将 相对 映射 f : M 一 N 作 小 的 光滑 形变 ( 同 伦 ) 使 得 M 中 不 
存在 内 点 被 映射 为 边界 9N 的 点 . 这 可 以 如 下 来 完成 . 考察 边界 9N 的 一 个 小 e 邻 
域 U., 指向 流 形 N 内 部 的 一 个 单位 法 向 量 场 7(y) 以 及 一 个 在 边界 ON 的 那个 s 邻 
域 U。 定义 的 Cee 函数 p(y) > 0, 它 在 边界 ON 上 等 于 <, 在 < 邻 域 的 另 一 个 边界 上 
等 于 零 且 随 着 远离 边界 而 单调 减少 . 再 将 这 个 函数 yp 零 延 拓 至 整个 N 上 . 考察 区 
域 V. = f-1i(Ue) Cc M. 在 Vi 上 复合 函数 o* = yp(f(z)) > 0, 并 且 它 的 极 大 值 ( 即 那 
个 小 e) 出 现在 边界 的 完全 原 像 上 . 我 们 再 定义 M 上 的 另 一 个 C% 函数 (7) > 0， 
它 在 边界 0M = 上 等 于 零 , 在 卫 的 一 个 小 5 邻 域外 部 等 于 1 且 随 着 远离 边界 而 
单调 增加 . 

我 们 如 下 定义 f 的 同 伦 : 令 点 ze M 的 像 是 流 形 N 中 从 边界 沿 向 量 场 mn(y) 的 
轨 线 移动 距离 (zx)p(f(z)). 显然 , 边界 的 点 的 像 不 变 (w(x) = 0), 在 Vi 外 部 的 点 
的 像 也 不 变 (yp(f(z)) = 0). 所 有 其 余 的 点 则 移动 一 段 正 的 (但 是 短 的 ) 距离 . 

现在 转向 证 明定 理 13.2. 考察 映射 了 的 位 于 边界 ON 上 的 正则 值 的 完全 原 像 
f-1(yo). 所 有 的 这 种 完全 原 像 都 属于 边界 9M. 我 们 注意 到 由 于 流 形 N 内 部 的 正则 
点 都 只 移动 了 一 段 充分 小 的 距离 , 我 们 并 没有 使 原 像 中 点 的 个 数 及 它们 的 符号 发 生 
变化 (边界 的 定向 与 流 形 的 定向 相 容 且 由 六 的 定向 所 诱导 ), 只 有 当 经 过 临界 值 时 这 
些 才 会 改变 . 因此 数 deg f 无 论 是 关于 边界 还 是 关于 M 本 身 来 计算 结果 是 相同 的 . 
定理 证 毕 . 口 
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b) 映射 度 概念 的 第 二 种 推广 涉及 真 映射 类 ( 见 812.2 中 的 定义 ). 显然 所 有 的 定 
义 和 定 理 13.1 以 及 其 证 明 都 可 以 移 用 到 这 个 情形 . 

c) 对 不 可 定向 流 形 也 可 以 定义 映射 度 的 概念 , 但 此 时 雅 可 比 行列 式 的 符号 没有 
不 变性 . 因此 , 度 只 能 定义 为 模 2 的 留 数 . 


3. 流 形 到 球面 的 映射 的 同 伦 分 类 
在 流 形 N 是 一 个 n 维 球面 S" 的 情形 , 映射 度 呈现 出 完整 的 同 伦 不 变性 , 即 成 


定理 13.3，n 维 定向 闭 流 形 到 n 维 球面 的 两 个 光滑 映射 f,g : M 一 Sn" 是 同 伦 

的 当 且 仅 当 它们 有 相同 的 映射 度 . 

证 明 我 们 首先 考察 简单 的 情形 , 即 存在 正则 值 yo € 5”, yo 在 f 和 9g 之 下 的 完 
全 原 像 中 点 的 个 数 恰 好 等 于 deg f = deg 9 ( 即 彼此 相等 ). 在 这 种 情形 , 我 们 可 以 通 
过 以 下 的 初等 步骤 构造 f 与 g 之 间 的 同 伦 : 

第 1 步 ” 对 映射 fy 作 形 变 使 得 所 有 的 原 像 f-1(yo) 和 g-~i(wo) 恰好 重合 . 

第 2 步 ” 因 为 由 假设 条 件 雅 可 比 行列 式 的 符号 完全 相同 , 我 们 再 将 f 形变 为 一 
个 映射 使 得 在 完全 原 像 f-1(yo) = g-!(yo) 的 每 一 个 点 它 的 微分 与 9 的 微分 相同 . 

第 3 步 选取 小 的 < >0 并 将 两 个 映射 f 和 9g 在 yo 的 所 有 原 像 点 近 旁 作 形 变 
使 得 映射 了 和 9 在 它 的 < 邻 域 中 关于 某 个 局 部 坐标 系 是 线性 映射 ; 此 外 , 并 可 使 < 
邻 域 的 像 微 分 同 胚 地 才 盖 球面 S", 而 它 的 边界 则 映射 为 点 yo 的 对 径 点 内 . 可 以 假 
定 , s 邻 域 的 补 也 被 映射 为 这 个 点 , 因为 点 yo 在 球面 S9" 中 的 补 微分 同 胚 于 欧 几 里 
得 空间 R". 

在 这 些 形变 ( 即 同 伦 ) 之 后 , 映射 f 和 9 重合 . 

现在 考察 一 般 的 映射 f, 它 在 yo € 5" 处 是 正则 的 . 如果 我 们 能 证 明 : 对 映射 
f : M 一 9" 总 存在 同 伦 于 它 的 映射 g 使 得 yo 在 9 之 下 的 完全 原 像 中 点 的 个 数 恰 
恰 等 于 deg f, 那么 定理 就 得 证 . 对 映射 f 可 以 应 用 上 述 的 3 个 步骤 中 的 形变 ( 虽 
然 原 像 中 点 的 个 数 可 能 大 于 deg f = m). 结果 我 们 将 这 个 映射 化 为 规范 形式 : 点 yo 
有 mm +29 个 原 像 点 z1,… ,zm+2o; 对 充分 小 的 = > 0, 这 些 原 像 点 的 s 邻 域 被 线性 
地 映射 到 刺 破 的 球面 9" -- {y*} 上 , 其 中 y* 是 点 yo 的 对 径 点 , 而 这 个 邻 域 的 补 则 
被 映射 为 点 y*; 映射 了 在 点 zi … ,zm 处 的 雅 可 比 行列 式 的 符号 是 相同 的 , 而 在 点 
Zm+izm+o+H (1 = 二 1,.… ,gq) 处 的 雅 可 比 行列 式 的 符号 则 相反 . 

现在 我 们 准备 来 构造 } 与 一 个 正则 值 yo 的 原 像 怡 为 m 个 点 的 映射 之 间 的 同 伦 
:MxI 一 S57. 设 %,i1=1,.… ,g, 是 M xT 中 连接 zm; 和 zm4o4i 的 路 径 (图 31 
表示 m = 1,g = 1 的 情形 ). 在 每 条 路 径 六 的 某 个 充分 小 的 邻 域 中 , 由 于 在 点 zm yi 
和 zm+e+i 处 雅 可 比 行列 式 的 符号 相反 , 我 们 可 以 定义 映射 下 使 得 这 个 邻 域 的 边界 
映射 为 点 y* (图 31, 邻 域 上 画 有 阴影 线 ). 显然 , 由 于 在 点 (zm4i, zmjoti) 处 雅 可 比 
行列 式 的 符号 相反 , 这 种 映射 是 存在 的 . 在 其 余 的 原 像 点 ( 即 点 xz1,… ,zm) 的 < 邻 
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域 上 定义 FF 为 恒 等 同 伦 (如 图 31 中 对 点 zl 所 示 ). 下 将 流 形 M x 工 的 其 余部 分 映 
射 为 点 y*. 于 是 映射 下 就 如 所 需 那 样 消除 了 原来 的 原 像 点 zm+1…… ,Tm+2g. 定理 
得 证 . 口 


图 31 


注 当 n==1 了 时 同 伦 的 构造 与 一 般 情形 有 所 不 同 . 请 读者 自行 作出 . 
习题 13.1。 对 m 维 的 不 可 定向 闭 流 形 到 球面 57 的 映射 可 定义 模 2 的 映射 度 . 
对 此 证 明 与 定理 13.3 类 似 的 结果 . 


n=2k+1 y n=2k 
一 十 一 十 x + 十 一 x 
a) b) 


图 32 


4. 最 简单 的 例子 


例 13.1.。 每 一 个 ”次 的 实 系数 多 项 式 f(x) 确定 一 个 真 映射 有 R 一 下 (因为 方程 
f(z) =c 至 多 有 nn 个 解 ). 这 个 映射 的 度 等 于 1( 或 -1), 如 果 n 是 奇数 ; 等 于 0, 如 果 
n 是 偶数 (分 别 对 应 于 图 32 的 a) 和 b)). 由 此 导出 , 特别 有 , 奇数 次 的 多 项 式 总 有 一 
个 实 根 ; 如 果 存 在 原 像 是 空 集 的 点 , 则 多 项 式 的 度 将 等 于 零 . 


例 13.2. 考察 从 单位 圆周 到 单位 圆周 的 映 》 
射 了 : 51 一 51. 我 们 将 圆周 用 直线 来 表示 , 在 其 4 
中 将 点 z 二 2rm 彼此 等 同 起 来 , ” 为 整数 . 类 似 地 yot279 
将 像 集中 的 所 有 的 点 y 十 2rmn (n 是 整数 ) 彼此 等 
同 起 来 . 函数 y = f(zx) 确定 一 个 单位 圆周 之 间 的 
映射 , 如 果 对 每 一 z 成 立 f(z 十 27) = f(zx) +27k,， 
这 里 是 整数 ， 考 察 f 的 图 像 ( 见 图 33, 此 时 oe 
k 二 2) 明显 可 见 deg f =k. / a 

于 是 , 关于 映射 度 我 们 得 到 


27 
k=des f= 去 / (YE) 


(k=2) 


yo~yot+27 


4 27 


| 


X2 Xa 


图 33 
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也 可 以 将 单位 贺 周 本 身 表示 为 复 平面 中 的 曲线 |z| = 1. 于 是 , 每 一 个 映射 度 为 k 的 
映射 S 一 5S! 同 伦 于 典范 映射 z 一 zx. 

例 13.3， 一 个 n 次 的 复 多 项 式 w = f(z) 确定 一 个 复 平面 到 复 平面 的 真 映射 
f : R? 一 R?, 或 者 说 , (在 添加 上 反 oo 后 ) 黎 曼 球面 S?( 宕 CP1) 之 间 的 一 个 映射 


f:5° 一 92. 


我 们 来 证 明 f 作为 映射 的 度 (其 绝对 值 ) 与 作为 多 项 式 的 次 数 是 相等 的 . 在 f(z) = 
aoz” (ao 关 0) 的 特殊 情形 , 显然 这 个 映射 的 度 为 n. 此 外 , 我 们 注意 到 每 一 个 具 非 零 
最 高 项 的 n 次 多 项 式 都 确定 一 个 同 伦 映 射 . 这 个 同 伦 是 明显 的 : 


F(z,t) = aoz"” + (1 —t)larz™ 十 … 十 an] 


这 里 f(z) = aoz? +alzn 1 十 .… 十 Qan,0 < t < 1. 显然 . F(z,0) = f(z) 而 F(z,1) = 
a0z”,a0 天 0. 

推论 1 (高 斯 定理 ) 一 个 n ( 关 0) 次 多 项 式 至 少 有 一 个 根 . 

证 明 事实 上 , 如 果 方 程 f(z) = 0 无 解 , 则 完全 原 像 f-I(0) 是 空 集 且 deg /= 0. 
得 出 矛盾 . 口 

试验 证 有 理 上 映射 5? 一 8: 的 度 (其 绝对 值 ) 等 于 分 子 和 分 母 (多 项 式 ) 次 数 中 大 
的 一 个 . 

更 一 般 的 例子 是 复 闭 流 形 之 间 的 ( 复 解析 ) 映射 


f:M— NN 


的 同 伦 . 
成 立 简单 的 
定理 13.4. 如 果 度 deg f 等 于 g, 则 9 > 0 且 映 射 7 的 正则 值 mw se N 恰 有 4 
个 原 像 氮 , 此 外 , 雅 可 比 行列 式 在 每 一 个 原 像 点 处 的 符号 均 为 正 . 


证 阴 任何 复线 性 映射 4 的 行列 式 总 是 非 负 的 ( 见 卷 1 812.2): 
detr A = |detc Al* 之 0. 


将 此 应 用 到 正则 值 m 的 原 像 点 处 的 雅 可 比 行列 式 就 可 得 到 所 要 的 结论 , 因为 由 定义 


q Bye 9 
deg f = > _sgn defc | ) = 》 (+1)=g. 
f(rzi)=yo =l 


B 
;一 1 Ox: 


定理 得 证 . 口 
在 上 面 考察 的 例 13.3 中 , 方程 f(z) = ec 在 一 般 情 形 下 恰 有 m” 个 解 . 这 可 由 定理 
13.4 自明 . 


. 86 . 第 三 章 ”映射 度 和 相交 指数 及 其 应 用 


另 一 个 同 伦 映射 的 例子 是 一 个 n 值 代数 函数 的 黎 曼 面 到 定义 这 个 n 值 函 数 的 
2 平面 上 (或 者 说 到 黎 曼 球面 5? = CP! 上 ) 的 投影 . 这 个 情形 中 , 映射 度 显 然 等 于 
黎 曼 面 的 叶 数 n. 

例 13.4， 考 察 n 维 闭 流 形 M 到 R"* 中 的 一 个 映射 f. 显然 这 个 映射 是 真 映射 ， 
从 闭 流 形 M 到 任何 流 形 的 任意 映射 都 是 真 映射 . 因此 , deg f 有 定义 和 且 等 于 零 . 为 
证 明 这 个 结果 , 只 需 注 意 到 由 f(M) 在 R" 中 的 紧 性 , 存在 点 yo 使 得 它 的 完全 原 像 
f-1(yo) 是 空 集 . 这 种 点 yo 可 在 R* 中 离 f(M) 充分 远 处 取得 . 

由 此 导出 , 如 果 点 ye R"* 是 正则 值 , 则 y 的 完全 原 像 必 由 偶数 个 点 组 成 . 

例 13.5。 考察 带 边 界 的 定向 流 形 之 间 的 这 种 映射 f : (MaM) 一 (NaN), 它 
在 边界 上 的 限制 是 一 个 微分 同 胚 : 9M 兰 ON; 再 假定 这 个 微分 同 胚 保持 定向 . 在 这 
个 情形 中 , 由 定理 13.2 可 得 deg f = 1. 特别 有 , 如 果 在 Rn" 中 一 个 带 有 光滑 边界 
卫 = 69U 的 区 域 7 上 给 定 一 个 坐标 转换 y = f(x) 且 这 个 转换 限制 在 边界 上 是 一 对 
一 的 , 则 f 在 上 U 的 内 部 的 度 等 于 1. 


$14. 映射 度 的 若干 应 用 


1. 积分 与 映射 度 


我 们 来 研究 ” 维 定 辐 闭 流 形 上 n 次 微分 形式 的 积分 在 具有 限 映 射 度 的 映射 
之 下 的 行为 . 设 f : M 一 N 是 光滑 映射 , 映射 度 deg f = gq,n 是 N 上 的 次 数 
为 = dimM = dm 的 微分 形式 , 在 N 的 第 i 个 局 部 坐标 系 (ye) 中 2 = 
Pi(y)dyi 和信:… 人 dy?. 形式 8 在 N 上 的 积分 八 2 已 有 定义 , 同样 地 , 形式 F*2 在 
M 上 的 积分 1 产 9 也 是 确定 的 . 在 M 上 的 具 坐标 (zj ) 的 区 域 中 , 或 更 精确 地 说 ， 
在 被 映射 f 映射 到 坐标 为 (y?) 的 区 域 中 的 坐标 区 域 中 产 2 有 局 部 形式 


“0 = Da em de | ou 
f° 0 = pi(f(T)dr; MN... Ndride re | 


i 
2 We 


证 明 考察 区 域 Vc _N, 它 完全 由 映射 f 的 正则 值 组 成 旦 属于 正则 值 ye N 
的 一 个 充分 小 邻 域 . 完全 原 像 f-1(yo) 由 有 限 多 个 点 zx1,… ,zm 本 yo 的 邻 域 U 
的 完全 原 像 广 !(Z) 是 坐标 为 (z?) 的 不 相交 集 U; 的 并 ,了 = 1,: ; Q = 1,.… ,n, 


Fan (9 Re oY PO ls 


U 中 的 坐标 用 (y8),a = 1,… ,n 表示 . 区 域 V; 中 的 点 都 是 正则 点 , 因为 区 域 
UV 完全 由 f 的 正则 值 组 成 . 因此 , 在 每 个 区 域 UV; 中 , 映射 f 是 一 一 的 ， 


nn 


ye = fe (zl, ,17). 


定理 14.1. 
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根据 重 积 分 的 变量 替换 公式 , 我 们 有 
8 Oy8 l 
| ple)aet 的 dz 入 .Adzi = sgn det 的 | roa 人 人:… 人 dyo. 


U, 


对 这 些 式 子 关 于 所 有 的 U; 求 和 可 得 


f= Ze det 名) J se ok 


f= (UW) 

此 外 , 如 果 在 某 个 集合 V Cc M 上 映射 j 的 雅 可 比 行列 式 都 等 于 零 , 则 在 V 上 
形式 f*n 也 等 于 零 . 结果 , 临界 点 在 [ff* 人 2 中 不 起 作用 (贡献 为 零 )， 另 一 方面 , 由 
萨 德 定理 ( 见 $10.2), NN 中 正则 值 集 是 处 处 稠密 的 开 集 , 因而 临界 值 在 积分 八 2 中 
也 不 起 作用 . 于 是 , 由 于 积分 的 区 域 可 加 性 , 定理 由 上 面 导 出 的 公式 得 证 . 口 

注 1 定理 14.1 在 非 紧 情形 对 于 真 映 射 也 是 对 的 , 如 果 形 式 2 是 “有 限 的 ”( 即 
在 NN 上 具有 紧 支 集 ); 这 对 于 带 边界 流 形 也 是 对 的 . 

注 2 如 果 存 在 R" 中 一 个 紧 区 域 上 的 变量 替换 f, 且 f 在 该 区 域 的 光滑 边界 
上 是 双方 一 一 的 , 则 ( 见 例 13.5) |deg f| = 1, 且 形 式 2 和 fF*2 在 相应 的 区 域 上 的 积 
分 的 绝对 值 相等 (虽然 这 个 替换 在 内 部 点 可 能 不 是 双方 一 一 的 .) 


2. 超 曲面 上 的 向 量 场 的 度 

现在 考察 在 n 维 坐 标 为 (zI,…… ,zz) 的 欧 几 里 得 空间 RR* 中 某 个 区 域 上 的 
光滑 同 量 场 (E*(z)) = &,a = 1,… ,n,é€ 在 U 上 处 处 不 等 于 零 . 此 时 在 UV 上 可 以 定 
义 一 个 单位 向 量 场 nz) = 二 2， 同样 可 以 定义 区 域 到 单位 球面 9"-: 的 (高 斯) 
球面 映射 f: 


f(T) = n(7), 
其 中 右面 的 n(z) 以 坐标 原 反 为 起 扣 . (精确 地 说 , f(x) 是 单位 向量 n(x) 的 末端 点 ， 
位 于 (n 一 1) 维 的 超 曲面 即 球面 上 .) 如 果 Q 是 任意 一 张 整个 位 于 UV 中 的 闭 超 曲面 ， 
则 @ 上 的 映射 了 的 上 映射 度 deg f le 已 有 定义 . 这 个 度 称 为 向 量 场 5 在 超 曲 面 8 上 
的 度 . 
假定 超 曲 面 8 局 部 地 由 参数 形式 


Za 一 ro (tl ee J 


;QOQ = 1 )， 孔 ， 


给 出 . 
在 球面 S"-:! 或 就 在 整个 区 域 R*\{0} 上 可 以 定义 一 个 (n 一 1) 次 闭 微分 形式 1 
(S*-1 上 的 体积 形式 ): 


LA 
> _(-1)'t!zidzr! 和 A.… :AdztA. 和 A 人 dz 


EC 
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(这 里 符号 dri 表示 这 个 微分 不 出 现 ). 规范 系数 和 由 条 件 
= 
Sn™—1 


确定 . 例如 , 对 平面 R?, 若 其 欧 几 里 得 坐标 为 (z,y), 则 有 (n = 2) 


PD - 1 /zdy— ydzr 
2x\ 22+%2 


或 在 极 坐 标 系 中 0 = 0 对 Ra, 若 其 欧 几 里 得 坐标 为 (z,y,z), 则 有 (n = 3) 


_ 1 /zdyAdz— ydzrAdz+ zdy dr 
dr (22 + y2 + 22)3/2 


或 在 球面 坐标 系 中 0 = 二 jsin bldgAdo. 
从 定理 14.1 可 推 得 
推论 1 对 于 欧 几 里 得 空间 R" 中 任意 的 非 零 向 量 场 sz) 和 闭 超 曲面 9, 向 量 
场 E 在 @ 上 的 度 等 于 人 疡 9, 其 中 f 是 高 斯 球面 映射 : 


tl ee 
00 aé” 

"oo : 
Octl BE" 


Bur-il Bur-il 


(这 里 w,…. ,wu"-! 是 超 曲 面 上 的 坐标 ). 
这 个 推论 可 从 前 面 指出 的 2 的 表达 式 及 f*2 的 定义 推 得 . 当 n = 2 时 , 我 们 有 


2 1 
deg f = 辫 和 和 )， 


dt 0 
这 里 t+ 是 闭 曲线 上 的 参数 , 积分 就 是 沿 着 这 条 闭 曲 线 计算 的 , £1(t),E2(t) 则 是 这 条 曲 
线 上 的 向 量 场 的 坐标 (分 量 ). 当 n = 3 时 , 我 们 有 ys = 4r， 


EE 
dudv 。 0 8&6 066 dudyv ac 8 
"8 =// EE | Gu Ou md 人 |) 
Ov Ov Ov 
(这 里 { ， ] 表示 同 量 积 运算 ). 
考察 一 个 特殊 情形 , 此 时 向 量 场 E(x) 是 单位 向 量 场 (|&| = 1) 且 在 Q 上 垂直 地 
指向 @ 的 外 侧 . 
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ya(f 1) = Kdo = KVgdu! Ns A du"™-!, 


这 里 K 是 超 曲面 的 高 斯 曲率 ( 主 曲 率 的 乘积 ), do = Vgdu! 人 … 信 du"-! 是 超 曲 面 @ 
上 由 @ 到 具 欧 几 里 得 度量 的 及" 的 嵌入 所 诱导 的 度量 决定 的 标准 体积 元 . 对 n = 2， 
则 有 do = dl (! 是 自然 参数 , 即 弧 长 参数 ), K =& (曲线 的 曲率 ). 当 n = 3 时 ,K 是 
通常 的 曲面 的 高 斯 曲率 , do = VEG 一 Fi2du 人 dv 是 通常 的 面积 元 . 

结合 推论 1, 可 得 到 下 面 的 命题 . 

定理 14.2. 高 斯 曲率 K 在 一 个 闭 超 曲面 上 的 积分 除 一 个 倍数 Y。(m 维 欧 几时 

得 空间 中 单位 球面 的 体积 ) 外 恰好 等 于 高 斯 映射 的 度 . 


3， 惠 特 尼 数 . 高 斯 - 博 内 公式 

我 们 现在 的 目标 是 计算 高 斯 映射 的 度 . 我 们 研究 最 重要 的 n = 2,3 的 情形 ( 曲 
线 和 曲面 ). 

n = 2 的 情形 (曲线 )， 设 给 定 R? 中 一 般 位 置 的 闭 曲 线 7 = (zx(w),y(w)). 所 
谓 一 般 位 置 是 指 对 一 切 t,xz(t + 2r) = z(t),y(t 十 2r) = y(t), 向 量 (2 四) 不 等 于 零 且 
在 有 2 中 曲线 的 自 交点 是 二 重点 , 此 外 曲线 在 自 交 点 的 两 个 切 向 量 是 线性 无 关 的 (图 
34). 


O+O+@+@0 
不 变量 Wy)-0 


图 34 


我 们 在 曲线 上 取 定 一 个 点 to, 它 不 是 自 交 点 . 一 条 一 般 位 置 的 平面 曲线 7 的 所 
有 自 交 点 的 符号 之 和 六 ( 士 1) 称 为 该 曲线 的 患 特 尼 数 W(Yy) 或 自 交点 的 代数 数 . 自 
交 扣 的 符号 是 这 样 来 指定 的 : 设 平面 的 定向 由 标 架 [1,2] 给 定 ( 见 图 34). 我 们 从 点 
to 出 发 沿 曲 线 y 的 方向 前 进 ; 当 我 们 第 一 次 遇 到 自 交点 时 , 我 们 将 曲线 的 这 一 分 支 
在 该 点 的 切 同 量 标 号 为 1; 当 第 二 次 遇 到 这 同一 点 时 , 将 这 一 分 支 在 该 点 的 切 向 量 标 
号 2. 于 是 , 每 一 自 交 点 对 应 有 一 个 标 架 , 它 的 定向 类 与 平面 的 定向 标 架 [1, 2] 的 定 
同类 或 者 相同 或 者 相反 (图 34). 在 第 一 种 情形 则 该 点 的 符号 取 为 +1, 而 在 第 二 种 
情形 则 该 点 的 符号 取 为 -1. 关于 惠 特 尼 数 的 奇偶 性 , 即 关 于 曲线 的 自 交 点 个 数 的 奇 
侦 性 成 立 下 面 的 命题 . 

定理 14.3.， 一般 位 置 的 正则 闭 曲 线 的 自 交 点 个 数 的 奇偶 性 与 高 斯 映射 的 度 

deg f 的 奇偶 性 相反 
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证 明 对 于 自身 不 相交 的 闭 曲 线 , W(y) = 0 且 deg f = +1. 于 是 , 在 这 种 情形 ， 
定理 的 结论 成 立 . 我 们 通过 对 自 交 点 个 数 的 归纳 法 证 明定 理 . 首先 假定 这 条 一 般 位 
置 的 正则 曲线 7 在 自 交 点 附近 可 以 找到 一 条 “ 极 小 的 ”闭路 , 这 条 闭路 的 内 部 不 包 
含 曲线 > 的 点 , 闭路 本 身 也 不 包含 起 始点 to (图 35). 将 > 的 这 条 闭路 包含 于 一 个 区 
域 也, 在 D 内 部 不 包含 曲线 其 他 的 点 . 我 们 将 在 D 中 完成 所 有 的 曲线 替换 . 保持 方 
向 的 曲线 替换 以 自然 的 方式 完成 (图 36,a),b)): 7 一 7 + ?2. 在 情形 a) 和 b) 中 的 两 
种 替换 结果 中 , 自 交 点 的 个 数 减 少 1. 当 去 掉 所 形成 的 不 自 交 的 闭路 后 , 积分 值 ( 即 
度 , deg f) 在 情形 a) 增加 1 而 在 情形 b) 则 减少 1. 数 W(y) 则 完全 同样 地 变化 . 在 
”这 个 特殊 情形 定理 得 证 . 


a A ] 攻 
W=—1 | 


W=0 


yy +y 1 fy 
站 yx | 南 guarn 
y 
W=0 


图 36 


在 一 般 情形 , 在 每 次 取 定 自 交 点 后 , 我 们 也 同样 地 进行 , 使 得 曲线 ys (图 37) 是 
不 自 交 的 (但 容许 它 与 y 相交 ). 我 们 可 以 进行 曲线 替代 使 得 又 回 到 图 36 中 的 a) 
和 b) 的 情形 . 曲线 y, 和 7 可 能 相交 但 是 它们 的 交点 数 是 偶数 . 因此 , 上 述 的 论证 
完全 不 变 地 成 立 . 定理 得 证 . 口 

注 如 果 点 to 不 在 加 上 , 则 两 个 整数 W(Yy) 和 deg f 在 曲线 替换 下 改变 量 是 
相同 的 (作为 整数 而 不 只 是 模 2)， 当 在 外 面 的 Y 上 取 定 to 后 , 可 以 证 明 这 样 的 闭 
路 ys 总 存在 且 替 换 总 是 可 以 完成 的 . 由 此 可 得 更 精确 的 定理 : 数 W(y) 或 者 等 于 
deg f + 1, 或 者 等 于 deg f 一 1, 取决 于 to 的 选取 (图 38). 

n = 3 的 情形 (曲面 )， 我 们 现在 计算 R3 中 光滑 定向 闭 曲 面 Q 的 高 斯 映射 
f : @ 一 S? 的 度 . 由 定义 , 映射 度 等 于 映射 太 的 一 个 正则 值 yo € 5S? 的 原 像 中 的 点 
数 . 不 妨 假定 这 个 点 yo 是 球面 的 北极 , 即 坐 标 为 (0,0,1) 的 点 (球面 在 R? 中 给 定 ). 
我 们 将 假定 南极 y = (0,0, -1) 同样 是 f 的 正则 值 (不 失 一 般 性 , 利用 适当 的 小 形变 
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yi }y> . yl ' YI to 
! W=0=deg 广 1 W=2=deg f+1 
a) b) deg f=+1 deg f=+1 
图 37 38 


总 可 以 做 到 这 一 点 ). 球面 上 这 一 对 对 径 点 同时 为 正则 值 等 价 于 射影 平面 及 P2 中 它 
们 的 对 应 点 是 复合 映射 

Q 5 52 RP? 
的 正则 值 . 

在 上 述 假定 下 , 成 立 

引 理 14.1. 设 yp 是 曲面 9 上 的 高 度 函数 , 它 在 点 Pe @ 的 值 等 于 书 的 >z 坐 

标 , z = wp(P)， 则 这 个 函数 的 所 有 临界 点 都 是 非 退 化 的 , 朋 临 界 点 集 等 于 两 个 原 

像 集 的 并 广 :(oo) LU 六 (他 ) 

证 明 在 映射 p : 8@ 一 R 的 每 个 临界 点 的 某 个 邻 域内 , 曲面 Q 可 由 形 如 z = 
p(xz,y) 的 方程 给 出 , 在 这 个 邻 域 中 的 临界 点 就 是 使 得 grad o = 0 的 那些 点 .函数 
p(P) = z 的 梯度 在 @ 上 z 轴 正 交 于 @ 的 点 处 等 于 零 . 但 是 由 高 斯 映射 f 的 定义 ， 
这 些 后 怡 被 f 映射 为 北极 或 南极 . 于 是 , wp 的 临界 点 集 等 于 -1(y0) U 广 1(yz). 

如 同 卷 1 ( 见 826.2) 中 所 述 , 在 特定 的 坐标 系 中 映射 Q 忆 5? 在 原 像 点 f-1(yo) 
的 雅 可 比 行列 式 恰 好 等 于 函数 > = yg(z,y) 的 黑 塞 行列 式 , 因而 等 于 高 斯 曲率 . 而 在 
原 像 点 广 !( 好 ) 关于 函数 z = -wo 成 立 同样 的 结论 . 于 是 , 原 像 f-1(ys) U f-1(y0) 
的 非 退 化 性 等 价 于 条 件 K 头 0, 也 即 函数 yp 和 -wp 的 黑 塞 行列 式 不 等 于 零 . 引 理 证 
毕 . 口 

现在 注意 成 立 明显 的 等 式 

02? 02(— 
det (二 = (—1)"- ldet (Fa) 
这 里 (wl,… ,u”*-1) 是 曲面 CQ 上 任意 点 的 邻 域 中 的 局 部 坐标 . 这 恰好 表明 ”是 奇数 
时 与 n 为 偶数 时 的 差别 . 对 于 我 们 的 情形 , n - 1 = 2. 由 此 导出 , 映射 f 的 雅 可 比 行 
列 式 在 并 广 !(o) UL) 的 所 有 点 上 的 符号 与 高 斯 曲率 在 这 些 点 上 的 符号 是 相 
同 的 . 因而 在 确定 符号 时 , 无 需 区 分 选用 曲面 8 的 外 法 向 还 是 内 法 向 , 也 无 需 区 分 
使 用 函数 y 还 是 -2. 将 所 有 点 的 符号 加 起 来 就 得 到 
引 理 14.2. 成 立 等 式 


2deg f = 》 (一 1)“(P)， 
大 
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其 中 求 和 运算 在 函数 o = z 的 临界 点 集 上 进行 , 在 局 部 极 小 值 和 极 大 值 点 处 (这 

种 点 上 K = +1), ea 人 (已 ) = 0, 而 在 鞍点 处 (这 种 点 处 K = -1),a(P) = 1. 

现在 来 证 明 : 对 于 具 9 个 柄 的 曲面 , 这 个 等 式 右边 的 数 恰好 等 于 2 ~ 2g， 容 易 
作出 这 种 曲面 在 R3 中 的 钳 入 图 示 , 此 时 的 高 度 函数 p 有 1 个 极 小 值 , 1 个 极 大 值 
和 29 个 鞍点 (图 39, 其 中 己 标 出 驻 点 ). 对 这 种 具有 9 个 柄 的 曲面 的 符 入 , 我 们 可 得 
( 见 定理 14.2) 

2deg f = 元 /Kao =2-29 
27 2 


Ot OH (8)t 
图 39 


当然 , 曲面 还 可 以 有 别 的 在 R3 中 的 嵌入 , 但 是 我 们 知道 K = R/2, 这 里 R 是 标量 曲 
率 ( 见 卷 1 830.3). 此 外 , 我 们 还 知道 /RR 的 值 在 二 维 流 形 Q 上 的 度量 的 光滑 变 分 中 
0 
是 不 变 的 , 因为 5J Rdo = 0 ( 见 卷 1 837.4). 设 g9 和 0 是 曲面 GO 上 的 两 个 黎 曼 
度量 . 考察 一 族 度量 
gi(t) = tg + (1 —t)gy. 

显然 , 度量 gi;(t) 对 所 有 的 te [0,1] 是 正定 的 , giy(0) = g40,giy(1) = g40. 由 此 导出 ， 
积分 「 Rdo 的 值 对 于 度量 9%) 和 9%0) 是 相同 的 . 这 就 证 明了 下 面 的 . 

Q 

定理 14.4 (高 斯 - 博 内 )， 对 于 具 9 个 柄 的 曲面 8 及 其 上 的 任意 黎 曼 度量 成 


立 等 式 | 
-一 /au =2— 29g. 
47 
QQ 


4. 向 量 场 奇 点 的 指标 

现在 我 们 在 向 量 场 的 “孤立 奇 点 ”的 一 个 邻 域 中 考察 高 斯 映射 . 设 上 = 上 (z) 是 
一 个 在 空间 R" 中 某 个 点 zo 的 一 个 邻 域 中 定义 的 向 量 场 . 按 流行 的 说 法 , 我 们 称 zo 
是 同 量 场 上 的 一 个 奇 点 , 如 果 ti(zo) = 0, 奇 点 zo 称 为 孤立 奇 点 , 如 果 & 在 zo 的 一 个 
充分 小 的 邻 域 中 除 zo 外 都 不 等 于 零 . 奇 点 zo 称 为 非 退 化 奇 点 , 如 果 


O° 
det ( 秒 ) 天 0. 
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引 理 14.3. 非 退化 奇 点 总 是 诺 立 的 . 
证 上 明 将 E(x) 视 为 从 R” 到 R”* 中 的 一 个 上 映射. 因为 在 非 退 化 奇 点 zo 处 


det ( Bes 2 5 ) Kx 0， 由 隐 和 函数 定理 可 知 在 点 zo 的 某 个 邻 域 中 上 是 双方 一 一 的 ， 由 
此 即 可 推 得 本 引 理 口 
矩阵 ( 襄 ) 的 本 征 值 1,.… , 和, 称 为 非 退 化 奇 点 zo 的 根 
符号 四 


0 D4 
sgn det (如 | ) = sgn(M,.… ,Mn) 


称 为 非 退 化 奇 点 zo 的 指标 . 对 于 梯度 场 < = -cf ， 奇 点 的 指标 等 于 黑 塞 行列 式 的 


Drza 
DEC of ifZo) 
sgn det ( 笑 ) = sgn det (a =] ) 


这 里 i(zo) 等 于 二 次 型 妃 /js-so 化 为 典范 形式 时 其 中 负 的 平方 项 的 个 数 
考察 一 个 包含 孤立 奇 点 zo 的 半径 小 到 使 向 量 场 上 在 其 上 不 等 于 零 的 球面 9。 = 
5"-! 按照 本 节 2 中 所 说 的 , 可 以 定义 高 斯 球面 映射 


fro : Qe 一 St 
定义 14.1. 高 斯 映射 的 度 称 为 向 量 场 ¢ 的 孤立 奇 点 zo 的 指标 : 
indy,(€) = deg f;,. 


可 以 证 明 , 如 果 反 zo 是非 退 化 奇 点 , 则 这 个 定义 与 前 面 的 定义 是 一 致 的 . 
定理 14.5. 对 向 量 场 Elz) 的 非 退 化 奇 点 zo 成 立 


) 


证 明 在 点 zo 的 充分 小 邻 域内 , 向 量 场 E(x) 可 以 表示 成 
E(x) = EW (x) + ED (2), 


OE 


deg fx, = sgn det (入 DB 


这 里 上 0)4(z) = 和 (77 一 20) 且 1&3(z)| = 0(|&'9|). 我 们 给 出 一 个 同 伦 &(z， 1) 
如 下 : 加 

é(z,t) = EVN(z) + (1 -ter), Ogtgl. 
这 个 同 伦 具 有 下 列 性 质 : 5(z,0) = &(z),é(zx,1) = (D(z), 且 在 点 zo 的 某 个 充分 小 邻 
域 中 , 对 所 有 的 t,0 < t < 1,é(z,t) 只 在 点 zo 处 等 于 零 . 于 是 , 我 们 证 明了 在 点 zo 
的 某 个 邻 域 中 向 量 场 < 线性 同 伦 于 向 量 场 ED(z)， 
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取 充 分 小 的 < 使 得 中 心 为 zo 的 球面 Q。 全 部 落 在 这 个 邻 域 中 ,在 同 伦 过 程 中 , 映 
射 fj,: Qe 一 Sm"-! 经 历 一 个 光滑 同 伦 , 而 向 量 场 的 线性 部 分 却 保 持 不 变 . 因此 , 等 
式 的 两 边 , 即 deg f.。 和 sgn det 双 ) 仍然 不 变 . 结果 我 们 只 要 对 线性 映射 
(1 计算 相应 的 映射 下 


EC)(z) 
[ED (zj| 
的 度 就 可 以 了 . 在 线性 场合 , 向 量 场 EO) 给 出 了 点 zo 的 一 个 邻 域 到 Rm 中 原点 的 一 
个 邻 域 上 的 同 构 , 因而 是 双方 一 一 的 , 且 映 射 1 : @。 - 5S"-1 同样 也 是 双方 一 一 
的 , 没有 临界 点 . 球面 S*-! 上 的 每 一 个 点 都 是 正则 值 且 怡 有 一 个 原 像 点 . 变换 上 0) 
的 行列 式 的 符号 决定 映射 1 保持 定向 还 是 改变 定向 . 定理 证 毕 . 口 


例 14.1 (mn = 2). 平面 上 的 向 量 场 的 非 退 化 奇 点 可 能 有 以 下 的 几 种 类 型 : 


f(z) = 


指标 
中 心 ( 纯 虚 根 ; 图 40, a)) 丰 1 
结 点 ( 实 根 且 符号 相同 , 图 40, b))” +1 
焦点 ( 共 斩 复 根 , 图 40, c)) 十 1 
鞍点 ( 实 根 但 符号 相反 , 图 40, d)) -1 
奇 点 的 指标 与 向 量 场 的 方向 无 关 . 
DN (i 
a) b) C) dj 


图 40 


如 果 向 量 场 是 某 个 函数 f 的 梯度 向 量 , 则 可 能 有 如 下 的 奇 性 : 


f 的 极 小 值 点 +1 
f 的 鞍点 | 
f 的 极 大 值 点 +1 


例 14.2 (n = 3)， 梯度 同 量 场 Ee = es ) : 
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f 的 极 小 值 点 1 
1 型 的 鞍点 (二 次 型 42f 只 有 1 个 负 平方 项 ) -1 
2 型 的 鞍点 (二 次 型 22f 有 2 个 负 平 方 项 ) 十 1 
f 的 极 大 值 点 | 


一 般 情形 的 疝 量 场 (所 有 的 和 ; 关 0; 注意 此 时 或 者 所 有 的 3 个 根 都 是 实 的 , 或 者 
] 个 是 实 的 , 另外 有 2 个 共 斩 复 根 ): 


源 点 (Re Xi > 0,i = 1, 2, 3) +4] 
] 型 鞍点 (Re Ai > 0, Re Xe > 0, Xs 是 实 的 , As <0) -1 
2 型 鞍点 (Al 是 实 的 , Ai > 0,Re M2 <0,Re M3 <0) +1 
汇 点 (Re Mi < 0,1i = 1,2, 3) | 


定理 14.6. 设 上 = 上 (z) 是 R" 中 具 孤 立 大 点 x1,… ,zm 的 向 量 场 . 设 @ 是 及" 

中 一 张 定向 闭 超 曲面 , 不 包含 < 的 奇 点 且 界 定 RR"* 的 一 个 区 域 D. 于 是 , 向 量 场 

t(z) 在 超 曲 面 8 上 的 度 , 即 高 斯 映射 CQ 一 9"-: 的 度 等 于 所 有 的 落 在 区 域 D 

的 奇 氮 Ti ,Lin 的 指标 之 和 . 

证 明 考察 包含 奇 点 zj 的 半径 为 < 的 球面 8;。> 0 充分 小 . 从 区 域 D 中 挖 去 
这 些 球面 界定 的 球 , 得 到 的 区 域 记 为 D, 它 的 边界 形 如 


8D = QU Que UU Qine. 
在 DD 中 考察 高 斯 映射 有 : 万 一 S"-1 和 形式 f*2, 这 里 2 是 在 本 节 第 2 段 中 定义 的 


形式 . 因为 在 球面 5"1 上 由 于 维 数 的 原因 d2 = 0, 所 以 df*2 = f*(dn) = 0. 由 一 
般 的 斯 托 克 斯 公式 ( 见 88) 我 们 得 到 


k 
0= aro= [10=- ror+y / f*0, 
万 9 万 Q Er 


这 里 负 号 的 出 现 是 由 于 在 外 面 的 超 曲面 8 属于 边界 3D, 但 具有 与 球面 Qi e 相反 的 
定向 . 现在 由 推论 1 和 奇 点 指标 的 定义 可 导出 本 定理 . 口 


5. 问 量 场 的 模 截 曲面 . 庞 加 莱 - 本 迪克 松 定理 


特别 使 人 感 兴趣 的 一 种 情形 是 曲面 8 本 身 是 一 个 大 半径 的 球面 而 6(z) 是 这 个 
球面 上 一 个 处 处 不 与 它 相 切 的 向 量 场 . 处 于 这 种 关系 的 曲面 8 称 为 向 量 场 & 的 模 
截 曲 面 . 在 这 种 情形 , 成 立 下 面 简 单 的 引 理 . 
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引 理 14.4。 向 量 场 在 横 截 曲面 上 的 度 ( 除 一 个 符号 外 ) 等 于 这 个 曲面 的 (高 

斯 ) 曲率 的 (正规 化 ) 积分 . 如果 这 个 曲面 是 一 个 球面 , 则 这 个 积分 的 绝对 值 等 

本、 下 

证 明 Q 上 的 横 截 向 量 场 (在 与 9 不 相 切 的 向 量 场 类 中 ) 同 伦 于 这 个 曲面 的 单 
位 法 向 量 场 n(x) (精确 地 说 , n(x) 或 -n(x)). 度 是 同 伦 不 变 的 . 对 于 曲面 8 的 法 向 
量 场 上 n(z), 形式 f*0 等 于 + Kdo, 其 中 K 是 曲率 , y。 是 只 依赖 于 维 数 的 正规 化 


系数 ( 见 本 节 2). 对 于 球面 5*1!, 这 个 表达 式 等 于 1: 一 /a Kdo = 1. 引 理 证 毕 . 口 


推论 2 R" 中 任何 与 球面 5"-! (例如 , R? 时 圆周 $1) 横 截 的 向 量 场 在 这 个 球 

面 的 内 部 至 少 有 一 个 奇 点 . 

由 定理 14.6 并 注意 到 任何 非 奇 点 的 指标 等 于 零 就 可 证 明 这 个 推论 . 

注 在 描述 向 量 场 E(x) 的 积分 曲线 性 状 的 定性 图 形 时 , 该 向 量 场 的 奇 点 及 横 截 
曲面 的 有 关 信 息 非 常 重要 , 在 平面 场 时 尤其 如 此 :例如 , 在 平面 R2 中 考察 一 个 回 
量 场 上, 它 指向 一 条 横 截 闭 曲线 @ 的 内 部 , 且 在 Q 所 界定 的 区 域 中 上 恰 有 一 个 奇 
点 zo, 它 是 一 个 源 点 (图 41). 在 这 些 条 件 下 , 向 量 场 上 的 从 Q 上 点 出 发 的 积分 曲 
线 7 = (z(t),y(t)) 不 可 能 到 达 zo, 因为 点 zo 是 源 点 . 考察 这 条 积分 曲线 的 极限 集 
wt+(), 它 由 所 有 的 点 列 {y(t1), Y(t2),…} 在 R? 中 的 极限 点 组 成 , 这 里 ti < 女 +1 当 
i 一 oo 针 t; 一 十 oo. 集 w+(7y) 是 紧 闭 集 且 不 包含 & 的 奇 点 . 在 这 个 情形 , 成 并 


图 41 


定理 14.7 ( 庞 加 莱 - 本 迪克 松 )， 集 wt+(y) 是 向 量 场 的 周期 积分 曲线 (“ 极 

限 环 ”), 曲线 7 从 外 部 在 其 上 卷 绕 . 

定理 的 证 明 分 三 步 进行 . 

引 理 14.5。 对 集 w+(y) 中 每 一 个 点 4,w+(7) 包含 了 过 点 4 的 整个 积分 曲线 

人 

证 明 如 果 4 = lim x(t:), 则 积分 曲线 7Y 的 所 有 其 他 点 由 A = lim (ti + 
四 ,一 oo < 上 < +oo 给 出 . 


§14. ”映射 度 的 若干 应 用 “97 . 


引 理 14.6. 如 果 集 w+(3) 紧 且 不 包含 & 的 奇 点 , 而 积分 曲线 了 本 身 非 周期 曲 

线 , 则 存在 的 闭 横 截 曲线 穿 过 了 
证 明 设 3) 和 (to) 是 RR? 中 邻近 的 两 点 , 但 它们 相应 的 上 值 较 远 ; |t1 一 妇 | 六 
1. 由 引 理 的 条 件 可 知 总 存在 这 样 的 ,to. 用 短 的 横 截 线段 ! 连接 这 两 个 点 y(t1) 和 
y(t2). 考察 闭 曲 线 S = LU [F(ti,t2)]. 显然 ( 见 定理 10.3) 曲线 S 可 用 闭 模 截 曲 线 5 
逼近 , 而 $ 与 了 相交 (图 42). 引 理 证 毕 . 口 


S=l UY(t, 2) 


图 42 


引 理 14.7。 在 定理 的 条 件 下 , 如 果 了 是 集 wt+(y) 中 & 的 积分 曲线 , 则 不 存在 与 

# 横 截 的 闭 曲线 穿 过 了 7. 

证 明 反之 , 设 对 于 了 存在 闭 横 截 曲线 5S. 因为 了 与 $ 相交 (比方 说 , 相交 于 点 
z) 且 了 完全 由 w+(7) 中 的 极限 点 组 成 , 所 以 向 量 E(x) 必须 指向 曲线 5 的 内 部 , 从 
而 向 量 场 上 在 $ 的 所 有 点 上 同样 指向 内 部 . 于 是 , 路 径 7 入 一 旦 进入 5 的 内 部 之 
后 就 不 可 能 再 离开 那里 . 但 是 这 表明 了 的 在 S 外 部 的 那 部 分 不 可 能 属于 集 
这 与 引 理 14.5 矛盾 . 

定理 可 由 后 面 的 两 个 引 理 得 证 : (由 引 理 14.6) 3 是 周期 曲线 , 而 y(t) 从 了 ey 
侧 趋 向 它 . 

例 14.3. 考察 二 阶 方程 十 az 十 bx = f(2),~f(£)= f(-i),a > 0,b>0. 

设 函 数 f(y) 是 单调 函数 , 形 如 图 43 中 所 示 . 在 相 平 面 (x,% = y) 上 , 我 们 有 向 
量 场 

E(x,Y) = (£,9) = (9 一 0 — bz — f(9)). 

半径 充分 大 的 (中 心 为 坐标 原点 的 ) 圆周 $1 与 向 量 
场 上 横 截 且 & 指向 这 个 贺 周 的 内 部 . 在 平面 (z,y) 的 
有 限 部 分 中 ， ue 上 有 一 个 奇 点 (x = 0,y = 0). 在 
该 点 矩阵 ( 充 5 ) 形 如 


0 1 43 
一 —a+tf'(0) 


2 
A12 = 本 二 0 


且 有 本 征 值 : 
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其 中 p = f'(0) -a. 由 此 导出 如 果 Re NM > 0, 即 户 (0) > a, 则 奇 点 (0,0) 是 源 点 . 于 
是 , 应 用 庞 加 莱 - 本 迪克 松 定 理 可 知 这 个 方程 ( 即 向 量 场 e) 有 一 个 极限 环 . 
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1. 相交 指数 的 定义 


考察 n 维 流 形 N (例如 RR*) 和 它 的 两 个 维 数 分 别 为 p 和 q 的 闭 子 流 形 已 和 Q. 

回想 一 下 ( 见 810.3), 子 流 形 P 和 Q 称 为 横 截 相交 (或 者 如 我 们 的 另 一 种 说 法 ， 
处 于 一 般 位 置 ), 如 果 在 任意 点 z e PN Q,P 和 Q 的 切 空 间 线性 张 成 N 的 切 空间 . 

处 于 一 般 位 置 的 基本 性 质 是 交 PNQ@ 是 流 形 N 的 一 个 (p + - m) 维 光滑 子 流 
形 . 

p 十 9 二 n 的 情形 是 我 们 特别 感 兴趣 的 . 此 时 , 交 PnQ 由 有 限 个 点 zl…… ,zm 
组 成 . 如 果 NN, P,Q 是 定向 的 , 则 每 个 点 zj 按 下 列 法 则 附加 一 个 符号 . 设 7 是 P 
在 点 zj 的 定向 切 标 架 ， 是 @ 在 点 zj 的 定向 切 标 架 . 如 果 标 架 (T6700)) (由 横 
截 性 定义 , 它们 是 非 退 化 的 ) 符合 N 在 点 zj 的 定向 , 则 对 点 zj 附加 符号 +1, 在 相 
反 的 情形 则 附加 符号 -1, 这 个 符号 用 sgn zj;(PoQ) 表示 . 

定义 15.1， 整数 网 

PoQ= ,sgn x;(PoQ) 
j=1 


称 为 流 形 P,Q 的 相交 指数 . 在 不 可 定 同 的 情形 , Po Q 定义 为 交点 数 m 的 模 2 
余数 . - 
引 理 15.1。， 成 立 等 式 PoQ=(-1)mQoP 
证 明 如 果 zr? 和 79 是 标 架 且 (7?,78) 是 非 退 化 的 n 维 标 架 , 则 从 (78,7?) 
到 (7P?,798) 的 转换 行列 式 的 符号 恰 是 (--1)?4. 于 是 引 理 由 交点 的 符号 定义 推出 ， 口 
定理 15.1。 如 果子 流 形 Q1, 82 C NW 是 同 伦 的 , 即 它们 是 & 一 六 的 两 个 同 伦 
的 伐 入 像 , 则 它们 与 任意 的 P 的 相交 指数 相等 : 


Qi1ioP=Q20P 


证 阴 ” 设 同 伦 F: QxI 一 使 得 F(Qx0) 是 Qi, 而 F(Qx1) 是 Q2. 由 定理 10.3 
及 Q1, Qs 与 PP 横 截 相交 , 可 以 假定 下 在 P 上 是 一 个 t 正则 
的 光滑 映射 . 完全 原 像 F-!(P) 是 柱 Q x 了 的 一 个 光滑 的 1 维 
子 流 形 , 边界 为 9F-!(P) = [Qi1 PU [8Q2n Pl, 此 外 , QinP 
位 于 柱 的 下 底 @ x 0 中 , 而 82 NP 则 位 于 顶 盖 Q x 1 中 , 且 
F-!(P) 横 截 地 接近 柱 8 x 了 I 的 边界 . 这 张 关 于 Q xz 的 图 (图 
44) 与 在 $13 中 证 明 映 射 度 关 于 同 伦 不 变 时 使 用 的 图 ( 见 定理 
13.1 和 图 30) 完全 类 同 . 定理 由 此 得 证 . 口 
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推论 1 欧 几 里 得 空间 中 任何 两 个 闭 子 流 形 已 和 Q 的 相交 指数 总 等 于 零 . 

证 明 作 Q 沿 癌 量 a e R" 的 平移 使 得 92 = 8@ 十 a 与 尸 不 相交 (这 可 以 做 到 ， 
因为 P 和 0Q 是 紧 的 ). 于 是 QoP =0, 从 而 由 定理 15.1, Qo P=0. 口 

推论 2 R" 中 的 任意 一 个 (”- 1) 维 连 通 闭 子 流 形 M 总 将 Rn 分 隔 成 两 个 不 

相交 部 分 (从 而 是 可 定向 的 ). 

证 明 反之 , 假定 M 不 能 将 R" 分 隔 成 两 个 不 相交 部 分 . 在 ze M 的 近 旁 取 
R" 中 两 个 点 和 yo 分 居于 及” 中 M 的 两 侧 (局 部 上 这 是 有 意义 的 ). 用 及" 中 与 
M 不 相交 的 路 径 y 连接 yl 和 y2. 再 借助 一 条 与 M 只 交 于 一 点 的 M 的 法 向 短线 
段 将 路 径 7 封闭 成 R* 中 的 一 条 闭路 C. 相交 指数 Co M 等 于 士 1 (因为 它们 恰 有 
一 个 一 般 位 置 的 交点 ). 这 与 推论 1 矛盾 . 推论 得 证 . 口 

注 1 在 上 面 的 推论 2 中 , 我 们 对 流 形 M 应 用 了 定理 15.1 而 并 没有 假定 它们 
的 可 定向 性 . 如 果 M 是 不 可 定 癌 流 形 , 则 定理 15.1, 此 时 对 模 2 余数 成 立 ( 见 定 义 
15.1). 

注 2 如 果 在 推论 2 中 用 M 一 Rn” 是 一 个 漫 入 , 即 容许 自 交 替代 M 是 子 流 形 
的 条 件 , 则 推论 2 不 再 成 立 . 例如 存在 有 P2 到 R3 的 自 交 的 浸入 ( 见 [21). 


2， 问 量 场 的 全 指数 


设 上 为 在 p 维 闭 光滑 流 形 P 上 给 定 的 向 量 场 , N 为 PP 的 切 从 , 维 数 为 n = 2p. 
流 形 N 的 点 形 如 (zx,n), 这 里 z 是 已 中 的 点 ,7 是 点 x 处 的 切 向 量 ( 见 87). 向 量 场 
可 如 下 定义 一 个 谍 入 fc :一 一 N, fe(z) = (zx,é(z)). 我 们 用 P(E) 表示 这 个 嵌入 的 
像 . 如 通常 那样 , 将 对 应 于 零 回 量 场 的 流 形 P(0) 等 同 于 PP. 

定义 15.2. 如 果 流 形 P(E) 和 P= P(0) 在 N 中 处 于 一 般 位 置 , 则 向 量 场 < 称 

为 一 个 一 般 位 置 向 量 场 . 

由 于 t 正则 性 , 一 个 一 般 位 置 向 量 场 至 多 只 具有 孤立 的 奇 点 E(x;) = 0. 如 果 流 
形 已 在 氮 z 处 由 标 架 7? 定向 , 则 NN 在 所 有 的 点 (z,7) 处 也 由 标 架 (r?,7?) 定向 . 

引 理 15.2。 一 般 位 置 问 量 场 的 所 有 奇 点 都 是 非 退 化 的 . 奇 点 zj 作为 交 P(O) nn 


P(&) 的 点 在 其 相交 指数 P(0) 。P(é) 中 的 符号 与 奇 点 指标 sgn det ( 放 ) 相 
同 . 


证 明 交 P(0) nm P(é) 的 典范 点 形 如 (x;,0), 这 里 zx; 是 向 量 场 的 奇 点 . 已 = 
P(0) 在 该 点 的 切 空 间 由 所 有 的 向 量 (m,0) 组 成 , 而 P(6) 的 切 空 间 由 所 有 的 向 量 


(™ 2 组 成 (在 点 zj 的 近 旁 的 局 部 坐标 系 为 (24), a, 6 = 1,:… ,n). 在 两 种 


| 


情形 中 , n 是 TP 中 的 向 量 . 设 了 = (S 
DT 


如 果 7 了 是 P 在 点 zj 的 定向 


X=; 
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标 架 , 则 标 架 7 = 了 x0 和 7f = 7? x Jr? 分 别 是 P(0) 和 P(é) 在 交点 (zi,0) 的 
定向 . 由 相交 指数 符号 的 定义 , 应 该 将 它们 复合 成 N 的 标 架 (7P, 直 ) 并 计算 它 关 于 
N 的 定 问 标 架 的 转换 矩阵 的 行列 式 的 符号 . N 的 定向 标 架 是 r?? = (7 了 ,7 了 ). 而 标 


架 (过 ,2 ) 与 72? 的 差别 在 第 二 组 向 量 , 因而 转换 矩阵 是 J = C3) 于 是 , 相交 
ji 


指数 的 符号 就 是 det J 的 符号 . 引 理 证 毕 . 口 
定理 15.2， 在 任意 的 定向 闭 流 形 P 上 , 任意 一 般 位 置 向 量 场 上 的 奇 点 指标 之 
和 等 于 切 从 NN 中 的 相交 指数 P(0) 。P(e) 且 与 向 量 场 < 无 关 . 

证 明 由 引 理 15.2 立即 导出 相交 指数 P(0) o P(E) 与 向 量 场 £ 的 奇 点 指标 之 

和 相等 .两 个 向 量 场 E(xz) 和 n(x) 总 是 同 伦 的 , 因为 任何 向 量 场 E(x) 可 以 通过 同 

伦 &(z,t) = 花 (z),0 < t < 1 与 零 向 量 场 相连 接 ， 因 此 , 由 上 和 7 决定 的 能 入 

PP 一 P(E) CN 和 PP 一 P(m) CN 是 同 伦 的 . 由 定理 15.1 导出 相交 指数 P(0)o P(é) 

与 P(0)o P(n) 相等 . 定理 得 证 . 口 
推论 3 如 果 p 是 奇数 , 则 p 维 定向 闭 流 形 已 上 的 一 般 位 置 向 量 场 的 奇 点 指标 
之 和 等 于 零 . 

证 明 设 上 是 流 形 已 上 的 一 个 一 般 位 置 向 量 场 . 根据 引 理 15.2, 我 们 有 P(0)。o 

P(6) = (-1)? P(é)o P(0) = -P(€)o P(0). 另 一 方面 , 因为 零 向 量 场 与 上 是 同 伦 的 ， 

由 定理 15.1 成 立 P(0)o P(E) = P(E€)o P(0). 于 是 ， 


P(0)o P(£) = —P(0)o P(€)=0. 


推论 得 证 . 口 
推论 4 如 果 p 是 奇数 , 则 对 于 p 维 定向 闭 流 形 已 上 的 具 非 退化 奇 点 z; 的 任 
意 光 滑 函 数 f, 表达 式 (一 1)i(*7) 与 函数 f 无 关上 且 等 于 零 , 这 里 的 i(z;) 是 奇 点 


z; 的 指标 , 即 二 次 型 2f|,-s, 中 负 的 平方 项 的 个 数 . 

推论 4 立即 可 由 定理 15.2 (及 前 面 的 推论 ) 导出 , 因为 数 (--1)i(*;) 等 于 向 量 场 
< 二 grad j 的 奇 点 指标 ( 见 814). 

数 (一 1)'(?7) 称 为 流 形 P 的 欧 拉 示 性 数 . 我 们 也 可 通过 所 谓 的 流 形 P 的 三 角 


前 分 来 定义 欧 拉 示 性 数 . 我 们 在 这 里 只 考察 2p=2 的 情形 . 假设 定向 闭 曲 面 P 被 划 
分 成 一 些 ( 曲 边 的 ) 三 角形 , 它们 满足 下 列 条 件 : a) 曲面 PP 的 每 一 个 点 至 少 属于 一 个 
三 角形 ; b) 两 个 三 角形 相交 时 只 能 相交 于 一 个 顶点 或 整个 一 条 边 . 
定义 15.3。 数 CQo0 一 CQ 十 CQ2 称 为 曲面 P 的 欧 拉 示 性 数 ， 其 中 ao 是 顶 尽 数 ， Ql 
是 边 数 而 ao 是 三 角形 的 个 数 . 
这 个 定义 与 前 面 叙述 的 定义 的 等 价 性 由 下 面 的 定理 导出 . 
定理 15.3 ( 替 普 夫 ).。 由 三 角 齐 分 定义 的 曲面 P 的 欧 拉 示 性 数 等 于 这 个 曲面 上 
的 一 般 位 置 向 量 场 的 奇 点 指标 之 和 . 
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证 明 由 于 定理 15.2, 我 们 只 要 构造 曲面 P 上 一 个 使 定理 成 立 的 光滑 问 量 场 
elz) 就 足够 了 . 我 们 如 下 构造 这 种 问 量 场 . 在 每 一 个 三 角形 的 中 心 (内 点 ) 布置 一 个 
源 点 型 奇 点 . 在 每 一 个 顶点 处 布置 一 个 汇 点 型 奇 点 . 在 每 条 边 的 中 心 布置 一 个 鞍点 
型 奇 点 .容易 构造 出 具有 这 些 育 点 的 一 个 向 量 场 (图 45; 图 上 标 出 了 所 要 找 的 向 量 
场 的 一 些 积分 曲线 , 这 个 向 量 场 可 以 在 每 个 三 角形 中 独立 地 构造 ). 对 于 p = 2, 源 点 
型 和 汇 点 型 奇 点 指标 为 +1, 而 鞍点 型 奇 点 指标 为 -1. 构造 的 这 个 向 量 场 证 明了 本 
定理 . 口 

具 9 个 柄 的 曲面 的 欧 拉 示 性 数 等 于 2 - 2g ( 试 证 之 ). 如 果 9 = 0, 则 得 出 球面 
的 欧 拉 示 性 数 等 于 2. 


3. 不 动 点 的 代数 个 数 . 布 劳 威 尔 定理 


设 给 定 了 一 个 从 n 维 定向 流 形 M 到 自身 的 光滑 映射 f: M 一 M. 我 们 将 研究 
映射 f 的 不 动 点 , 即 方程 f(x) = z 的 解 . 设 zj 是 一 个 不 动 点 , 这 个 点 近 旁 的 局 部 坐 
标 为 (z?), 而 映射 4 可 表达 为 x9 = f° (v3 2) 0 = ly ,nN. 

定义 15.4， 不 动 点 zj 称 为 非 退化 的 , 如 果 算 阵 


区 -( 芝 ) | ) -一 dos 


是 非 退化 的 . 符号 sgn det(1 -df)|s-z, 称 为 不 动 点 zy 的 符号 . 如 果 f 的 所 有 不 
动 点 都 是 非 退 化 的 , 则 和 > sgn det(1 - 4df)|s=z, = L(f) 称 为 f 的 不 动 点 的 代数 
2 


个 数 ( 菜 夫 谢 蒋 数 ). 

考察 直 积 M x M 并 选 出 它 的 两 个 子 流 形 : 

1) 对 角 线 4, 由 形 如 (z,z) 的 点 组 成 ; 

2) 映射 f 的 图 A(f), 由 点 (z, f(zx)) 组 成 . 

对 角 线 4 与 图 A(f) 本 身 都 是 直 积 M x M 的 光滑 子 流 形 且 微分 同 胚 于 M. 

定理 15.4. 相交 指数 A(f) 。4 等 于 映射 /的 不 动 点 的 代数 个 数 . 

证 明 交 ANA(f) 的 点 对 应 于 满足 f(x;) = zj 的 点 zj EM. 设 了 = (ui ,vn) 
是 流 形 M 在 反 zj 的 定向 标 架 . 于 是 (7, 7) 是 M x M 在 对 角 线 4 的 点 (zh zy) 的 定 
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向 标 架 , 由 (vw,v1),… , (vn,vn) 组 成 . A(f) 的 定向 标 架 则 是 +x df(7), 这 里 df 是 映射 
f 在 点 zj 处 的 微分 . 从 M x M 的 定向 标 架 (7,7) (由 向 量 (v1,0),:… , (vn,0), (0, v1)， 
… , (0, vn) 组 成 ) 到 复合 标 架 (7 x df(7),7 x 7) 的 转换 矩阵 形 如 


1 1 1 0 
i me 
它 的 行列 式 等 于 det(1 - df). 定理 证 毕 . 口 

推论 5 如 果 映 射 f : M 一 M 同 伦 于 零 ( 即 同 伦 于 M 到 一 个 点 的 映射 ), 则 

L(f) = 士 1 且 映 射 f 至 少 有 一 个 不 动 氮 . 

证 明 f 的 同 伦 诱 导 了 能 入 M 一 4CcCMxM 和 M 一 MxrzocMxAM 
(zoe M) 之 间 的 一 个 同 伦 . 由 定理 15.1, A(f)cA= Moo 4， 这 里 Mo = M x zo. 但 
是 因为 交 Mo nn A 恰 由 一 个 点 (zo,zo) 组 成 , 相交 指数 A(f)o A 等 于 土 1. 推论 证 
毕 . 口 

推论 6 ( 布 劳 威 尔 定理 ) 闭 圆 盘 (或 闭 球 ) 到 自身 的 每 一 个 连续 映射 f : D” 一 

D" 必 有 不 动 点 . 

证 明 我 们 将 圆 盘 表示 为 R"+! 中 球面 57 的 下 半球 面 . 考察 折 释 映射 光 : S” 一 
Dn, y 保持 下 半球 面 上 的 点 不 动 并 将 上 半球 面 的 点 投射 到 下 半球 面 . 再 考察 复合 映 
射 

S$ Dr 力 Dnc 5Sn. 
这 个 复合 映射 是 S* 一 S” 的 映射 且 同 伦 于 零 (因为 像 位 于 D” 中 , 而 Dr 可 收缩 为 
一 点 ). 由 定理 10.1 和 定理 12.1, 这 个 复合 映射 f om : 5” 一 5S” 可 用 同 伦 的 光滑 映 
射 逼 近 , 由 上 述 推论 后 者 有 不 动 点 . 于 是 foy 也 有 不 动 点 且 这 个 点 位 于 Drn 中 ， 
而 也 是 f 的 不 动 点 . 推论 得 证 . 口 

例 15.1. 单位 圆周 |z| = 1 到 自身 的 映射 f : z 吓 z? (或 p 一 np) 有 度 
deg f =n ( 见 例 13.2) 并 怡 有 nn 一 1 个 不 动 点 z" = z,|z| = 1. 这 些 点 是 1 的 (n 一 1) 
次 根 , z"-! = 1. 由 此 , 根据 数 L(f) 的 同 伦 不 变性 , 我 们 得 到 对 于 任何 映射 度 为 n 的 
映射 f :51 一 51,L(f) = —(n— 1). 

例 15.2。 在 复 坐标 中 形式 为 z zm 的 5? 一 5S? 的 映射 恰 有 个 在 Cl = R? 
中 的 有 限 不 动 点 和 一 个 无 穷 远 处 的 不 动 点 . 试验 证 : 所 有 的 这 些 不 动 扣 是 非 退 化 的 
并 具 符号 +1. 由 此 推出 工 (J) = 对 十 1 

习题 

15.1。 证 明 : 对 于 映射 度 为 n 的 上 映射 / : Sm 一 Sm, 数 L(f) 的 绝对 值 当 m 为 
奇数 时 等 于 m”- 1, 而 当 m 为 偶数 时 等 于 m” 上 + 1. (特别 , 球面 的 对 极 映射 上 一 --# 的 
度 为 (-1)™-1!, 它 没 有 不 动 点 .) 

15.2. 计算 m 维 环 面 Tm 到 自身 的 线性 映射 f 的 数 L(f), 这 里 f 由 一 个 m 
阶 的 整数 矩阵 给 定 .( 环 面 Tm 定义 为 Rm 关于 一 个 整 格 的 商 空间 , 见 85.2.) 
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4. 环绕 系数 


现在 考察 R3 中 一 对 光滑 闭 正 则 定向 曲线 yy 和 2, 它们 彼此 不 相交 . 设 曲线 
由 yi(t) = ri(t),0 < t < 27 给 定 , 这 里 > 是 R3 中 点 的 径 问 量 . 
定义 15.5. 数 (“高 斯 积分 ”) 


0 = 0 


|>12|3 
YY1 了 2 


称 为 两 条 曲线 Yi 和 ys 的 环绕 系数 , 其 中 ri = ra2 一 1 

直观 上 , 环绕 系数 表示 其 中 一 条 闭 曲 线 环绕 另 一 条 的 圈 的 代数 ( 即 带 符号 的 ) 个 
数 . 这 可 用 下 面 的 定理 来 说 明 . 

定理 15.5.，a) 环绕 系数 是 一 个 整数 且 在 曲线 y 和 > 的 不 使 它们 彼此 相交 的 

形变 下 保持 不 变 . 

b) 设 圆 盘 的 一 个 上 映射 下 : D? -、R3 在 边界 S1 = 8D? 上 重合 于 7 tm 

nil Ot R27 且 在 > 上 处 于 一 般 位 置 ( 即 在 ~y2 上 是 上 正则 的 ). 则 相交 指 

数 下 (D2) oy2 等 于 环绕 系数 {71, 2}. 

证 明 闭 曲 线 y(t) = 7i(t),i = 1,2, 定义 了 RR 中 的 一 个 2 维 定向 闭 曲 面 yi x : 
(t1,t2) 呈 (ri(t1),72(t2)). 设 曲 线 y1 和 > 不 相交 . 于 是 , 可 定义 曲面 y: x 72 到 球面 
5? 的 映射 y: 

11) — "2(t2) 

ri(t1) — r2(t2)| 

这 个 映射 的 度 恰 由 积分 (1) 给 定 ( 见 814.2). 因而 , 这 个 积分 是 一 个 整数 , 当 闭 曲线 
yi 和 wo 作 保 持 它 们 不 相交 的 形变 时 , 映射 yp 作 同 伦 的 改变 . 因此 , 在 这 种 形变 中 环 
绕 系数 {1, Y2} = deg yp 是 不 变 的 . 


p(t1, t2) 


x hb( 
a) b) 9 


图 46 


如 果 曲 线 7 ?2 不 环绕 , 即 它 们 能 被 拉 开 至 一 个 2 维 平面 的 不 同 的 侧 , 则 deg yp = 
{YY2} 等 于 零 ( 记 住 在 曲线 y 和 ?2 的 形变 过 程 中 , 它们 必须 彼此 不 相交 ). 因此 ， 
借助 于 图 46, a),b) 指出 的 同 伦 形变 , 计算 环绕 系数 的 问题 可 以 化 为 在 图 46, c) 中 所 
示 的 最 简单 情形 下 进行 计算 . 如 果 将 其 中 一 个 圆周 的 半径 趋向 无 穷 大 , 这 时 的 计算 
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就 特别 容易 . 于 是 , 曲线 y1, 2 可 以 表示 为 ni(t1) = (0,0,1), 一 00 < 下 < 00,72(t2) = 
(cos t2,sin t2,0),0 < t < 27x. 这 样 的 曲线 的 环绕 系数 等 于 


eo dtl 人 dto ; Te dti 
{71, 72} = 21372 一 了 7375 
让 (1 十 好 ) oo (十) 


a 十 oo 
生 5 六 tc 5 也 区 
2 


其 中 我 们 作 了 替换 t1 = sh zx. 
因此 , 对 于 最 简单 的 情形 (图 46, c)), 环绕 系数 {1,Y2} 等 于 1; 对 于 不 环绕 的 两 
条 曲线 , 环绕 系数 等 于 零 . 由 此 容易 导出 本 定理 的 结论 . 口 
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816. 可 定向 性 和 闭路 的 同 伦 


1. 定向 沿路 径 的 移动 


在 前 面 ( 见 81) 给 出 的 关于 流 形 的 定 疝 最 简单 的 定义 是 这 样 构成 的 : 用 一 组 坐 
标 为 (z?) 的 邻 域 0; 覆盖 M, 其 中 在 所 有 的 交 Uj nN Ui 上 的 坐标 变换 具有 正 的 雅 可 


比 行列 式 : 
Or 
det (加 > 0. 
DOT 


与 这 个 定义 等 价 的 另 一 个 定义 ( 见 82) 是 这 样 构成 的 : 在 流 形 的 每 一 点 ze M 处 指 
定 切 标 架 ( 非 退 化 的 n 维 标 架 , n = dim M) 的 一 个 定向 类 , 此 类 中 的 标 架 彼此 相差 
一 个 行列 式 为 正 的 线性 变换 , 此 外 , 这 个 定向 类 必须 随同 流 形 M 的 点 连续 地 变化 . 

这 些 定义 在 证 明 某 些 流 形 的 可 定向 性 中 使 用 起 来 很 方便 , 例如 对 于 复 流 形 以 及 
有 ”中 由 非 奇 异 方程 组 fi = 0… , f%_k = 0 给 定 的 曲面 . 我 们 现在 的 目的 则 是 证 明 
某 些 流 形 的 不 可 定向 性 . 为 方便 计 , 我 们 在 流 形 M 上 引入 黎 曼 度量 go。. 此 外 , 总 假 
定 流 形 M 是 连通 的 . 

我 们 来 定义 定向 沿路 径 移 动 的 运算 . 设 给 定 流 形 M 上 的 一 条 分 段 光 滑 路 径 7 = 
Y(t) 并 在 路 径 7 上 的 每 一 点 给 定 一 个 非 退 化 的 ” 维 切 标 架 7"(t), 它们 连续 依赖 于 
t, 这 里 0 < t < 1. 在 这 些 假定 下 , 我 们 引入 

定义 16.1. 点 741(1) 处 的 标 架 7"(t)jt=1 的 定向 类 称 为 点 7(0) 处 的 标 架 7"(0) 

的 定向 类 沿路 径 7 移动 的 结果 . 
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定 问 沿路 径 7 的 移动 具有 下 列 性 质 : 

a) 从 任意 一 点 x 可 以 沿 着 完全 落 在 x 的 一 个 邻 域 中 的 短路 径 将 定向 唯一 地 移 
动 到 流 形 中 所 有 充分 接近 zx 的 点 . 

这 个 性 质 是 显然 的 , 因为 点 z 的 整个 小 邻 域 可 包含 于 一 个 坐标 邻 域 中 (从 而 等 
同 于 及” 中 一 个 区 域 ). 

hb) 对 任意 的 分 段 光 滑 路 径 定向 的 移动 总 存在 且 不 依赖 于 沿 此 路 径 的 非 退 化 标 
架 场 r"(t) 的 选取 . 

存在 性 是 由 于 具 黎 曼 度 量 的 流 形 上 总 可 以 沿 光 清 的 或 分 段 光 滑 的 曲线 作 标 架 的 
平行 移动 ( 见 $1.2 和 卷 1 829.1). 可 以 如 下 证 明 移 动 不 依赖 于 标 架 场 的 选取 : 设 rr(t) 
和 7 芝 (t) 是 沿 曲线 y(t) 的 两 个 标 架 场 , 在 t = 0 时 它们 有 相同 的 定向 . 在 时 刻 上 从 
7? 到 驻 的 转换 矩阵 给 出 一 个 函数 矩阵 A(t), 对 一 切 t,det A(t) 0 且 当 上 = 0 时 
sgn det 4 = 二 1. 于 是 , 由 于 标 架 r?(t) 和 下 人 的 定向 类 对 上 的 连续 依赖 性 , 对 一 切 
t, sgn det A = 十 1. 

c) 如 果 两 条 分 段 光 滑 路 径 yi1(t) 和 xo(t) 连接 相同 的 两 个 点 且 可 以 通过 固定 端 
点 Zo == 741(0) = 72(0),z1 = 7Y1(1) = yz2(1) 的 分 段 光滑 同 伦 披 此 转移 , 则 定向 沿 这 两 
条 路 径 的 移动 重合 . 

为 证 明 这 个 性 质 , 我 们 考察 同 伦 F(t,s), 其 中 0<t<10<g<s<1,F(t,0) = 
1(t),(t,1) = 92(t), 且 对 任意 的 t = 常数 路 径 F(t,s) 是 分 段 光滑 的 . 设 7"(t) 是 
沿 曲线 yi1(t) = F(t,0) 的 一 个 标 架 场 . 沿 参 数 为 0 < s < 1 的 曲线 F(t, s) 平行 移动 
标 架 r"(t). (用 来 作 平行 移动 的 M x I 上 的 度量 对 应 的 标量 积 形 如 ((&,n), (&,n)) = 
gabtetb 十 m2, 其 中 上 是 M 在 点 z 的 切 向 量 , 而 7 是 了 = [0,1] 的 切 向 量 .) 注意 , 在 
同 伦 中 , 点 zo = (0, s) 和 zi = FF(1, s) 是 不 动 的 . 由 于 黎 曼 几何 中 平行 移动 时 标 架 
的 连续 性 ( 见 卷 1 829), 作为 标 架 r"(t) 沿 曲线 F(t,s) (t 为 常数 ) 平行 移动 的 结果 ， 
我 们 得 到 沿 曲线 yo(t) = F(t,1) 的 一 个 连续 标 架 场 . 

从 这 个 性 质 推出 

定理 16.1. 连通 流 形 M 是 可 定 风 的 当 且 仅 当 沿 任意 闭路 (始点 与 终点 为 同一 

点 的 路 径 ) 的 平行 移动 保持 定向 . . 

证 阴 ”如 果 存 在 始点 和 终点 为 点 zo 的 闭路 7 逆转 定向 ( 即 标 架 r 经 过 沿路 径 
YY 从 zo 到 zo 的 移动 成 为 男 一 个 定向 中 的 标 架 ), 则 不 可 能 给 流 形 定向 . 事实 上 , 如 
果 在 每 一 点 指定 一 个 连续 依赖 于 点 的 定向 , 则 任意 闭路 都 将 保持 标 架 的 定向 . 

下 面 证 明 其 道 . 设 所 有 的 从 zo 到 zo 的 闭路 都 保持 定向 . 我 们 在 zo 给 定 一 个 初 
始 定向 ( 标 架 类 ). 则 任意 点 zi 处 的 定向 可 由 zo 处 的 定向 沿 从 zo 到 zi 的 分 段 光 滑 
路 径 7 的 移动 而 得 . 如 果 点 zo 和 zi 由 两 条 不 动 的 路 径 7 和 ys 相连 接 , 则 它们 给 
出 定向 从 zo 到 zi 相同 的 移动 , 否则 , 从 zo 到 zo 的 闭路 yz 1 oy1 = q(s) 将 逆转 定 
向 . (这 里 路 径 7 表示 反方 阿 前 进 的 yo, 而 复合 路 径 ?7 o7i 是 一 条 路 径 gq(s), 其 
中 gq(s) = %(s),0 < s < 1,4(s) = 7Y2(2 一 s),1 < ss< 和 2.) 定理 得 证 . 口 
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2. 不 可 定向 流 形 的 例子 


例 16.1. 默 比 乌 斯 带 , 坐标 为 (wp,t),0 < yp < 27, 一 1 < t < 1, 并 有 等 同 关系 : 
(0,t) ~ (27, 一 (图 47). 显然 , 曲线 7 = {(wy,0)|0 < yp < 27} 道 转 定 疝 .( 试 证 之 !) 

例 16.2、， 射影 平面 RP?. 在 圆 盘 D? 中 将 边界 S1 = 8D? 的 对 径 点 等 同 起 来 ， 
我 们 就 在 D? 中 实现 了 月 P2. 对 于 射影 直线 RP! C RP?, 在 图 48 中 实现 为 通过 坐 
标 原 点 的 直径 , 其 邻 域 是 一 条 默 比 乌 斯 带 ( 试 证 之 !). 因此 RP! 首 转 定 问 , 从 而 RP? 
是 不 可 定向 曲面 . 

习题 16.1， 证 明 流 形 RP" 当 ”为 偶数 时 是 不 可 定向 的 , 而 当 ”是 奇数 时 是 可 
定向 的 . 

习题 16.2. 克 菜 因 瓶 . 考察 正方 形 {(t,7),0 < t < 1,0 < 7+ < 1} 并 规定 等 同 关 
系 (t,0) ~ (1 一 t,1) 和 (0,7) ~ (1,7) (图 49 上 等 同 的 两 条 边 用 一 个 箭头 表示 ). 试 证 
明 克 莱 因 瓶 是 不 可 定向 的 . 


(0, =(27, 2 ) 


图 47 R3 中 的 默 比 乌 斯 带 ( 单 侧 曲 面 ) 图 48 图 49 


817. 基本 群 


1. 基本 群 的 定义 


考察 任意 的 道路 连通 流 形 M (或 更 一 般 地 , 道路 连通 拓扑 空间 M), 并 在 其 中 取 
定 某 个 点 zo < M. 连续 (或 分 段 光滑 ) 路 径 41(t),0 < tg<1, 和 yo(t),1 <t<2, 可 以 
“ 相 乘 ”, 如 果 7 的 终点 与 yz 的 起 点 重合 . 

定义 17.1. 如 下 定义 的 路 径 ?om = q(t),0 <t<2: 


q(t) = Y(t), lg<tsg2, 


称 为 路 径 Y。 和 六 的 乘积 . 


定义 17.2， 路径 y(t) 的 逆 路 径 y-1(t) 是 指 反 向 前 进 的 路 径 y(t) 本 身 :y-!(t) = 
7Y(1 一 ), 如 果 0<txg1. 
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定义 17.3， 路 径 ny(t) 和 yo(t) 称 为 等 价 的 路 径 , 如 果 它 们 只 相差 参数 的 一 个 
单调 置换 t=t(7) : nm(t(7)) = (7), 党 >0 


今后 , 我 们 将 等 价 的 路 径 组 成 的 类 称 为 一 条 定向 路 径 并 选取 最 方便 的 参数 表示 
(例如 , 取 方 便 的 运动 参数 ). 

考察 所 有 的 以 同一 个 点 zo e M 为 始点 及 终点 的 定 阿 闭路 的 集合 . 这 个 路 征集 
用 f(zo, M) 表示 . 所 有 的 从 点 zo 到 zi 的 定向 路 径 的 集合 用 2(zo, zl, AM) 表示 . 
P2(zo, M) 中 的 路 径 可 以 相 乘 . 这 个 集中 存在 单位 元 e 对 一 切 t, e(t) = zo 的 常 
路 径 . 

注意 , 如 果 用 同 伦 路 径 替 换 两 条 路 径 , 则 这 两 条 路 径 的 乘积 的 同 伦 类 是 不 变 的 . 
因此 , 可 以 定义 定向 路 径 同 伦 类 的 乘积 . 

定理 17.1. 2(zo, M) 中 的 定向 路 径 同 伦 类 关于 乘法 运算 构成 群 其 中 道 元 是 

道路 径 的 同 伦 类 , 而 单位 元 则 是 单 点 路 径 的 同 伦 类 . 

这 个 群 用 ri(M, zo) 表示 , 称 为 点 zo 处 的 基本 群 . (我们 总 候 定 在 路 径 的 同 伦 中 
始点 和 终点 永远 是 点 Z0.) 

证 明 ”我 们 证 明 路 径 7Y-1oe7y 同 伦 于 单位 元 e (图 50). 路 径 7Y-1Lo7 到 单位 元 的 
同 伦 (形变 ) 只 要 在 路 径 7 本 身 的 “实体 ”上 就 可 实现 . 在 区 间 [0,1 上 作 这 个 形变 
就 足够 了 . 考察 区 间 0 < + < 2 到 区 间 [0,1 的 映射 g, 它 将 区 间 [0,2] 在 点 r =1 处 
两 边 的 部 分 释 合 起 来 : 


eG Ee 


q(7)=2—7, 7T 之 1. 


映射 g(7) 可 通过 区 间 [0,2] 上 的 一 个 显然 的 同 伦 变 成 常 映射 
gr) = 0, 并 且 在 同 伦 过 程 中 端点 r=0 和 7 = 2 始终 被 映射 
为 点 0 (点 7 = 工 不 是 端点 ). 如 果 给 定 映射 Y(t),0 < t < 1, 则 
路 径 7Y-Lo7y 按 定义 应 为 y(q(7)). 在 将 gq(7) 同 伦 到 4(7) 时 ， 
我 们 就 得 到 路 径 y-1 oY 到 单位 元 的 同 伦 . 0 
再 证 明 乘 法 的 结合 律 . 设 给 定 三 条 路 径 ,7Y2,Ys， 我 们 
定义 它们 的 乘积 y1 o Y2 o Ys 为 路 径 g(7),0 < T+ < 3, 其 中 当 50 
7 和 1 时 g=m, 当 1 入 r 和 2 时 g=m, 当 r>2 时 9=?7. 这 个 乘积 除 一 个 (单调 
的 ) 参数 替换 外 与 (yi o 72) oY3 和 mm e (ya oY3) 重合 . 于 是 , 同 伦 类 的 乘积 满足 结合 
律 . 定理 得 证 . z 口 
现在 考察 连续 映射 / : M 一 N, 这 里 f(z0) = yo.M 中 的 每 一 条 路 径 y(t) 映射 
为 N 中 的 路 径 f(y(t)), 且 乘 积 映 射 为 乘积 , 同 伦 的 路 径 仍 映射 为 同 伦 的 路 径 . 如 果 
给 定 上 映射 f= fo 的 一 个 同 伦 F(z,t) = 包 使 得 FF(zo,t) = f(zo), 则 同 伦 的 闭路 ( 始 
点 和 终点 都 是 点 zo) 同样 被 映射 为 同 伦 的 闭路 (始点 和 终点 都 是 点 yo). 这 样 就 证 明 
了 下 面 的 定理 . 
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定理 17.2. 设 空间 ( 流 形 ) 的 连续 映射 f : M 一 使 得 f(z0) = 如. 则 在 /之 
下 基本 群 经 受 一 个 同 态 


fs 。 TT( AI， Xo) Ta， yo), 


这 个 同 态 关于 映射 /的 使 得 zo 的 像 为 yo 的 同 伦 是 不 变 的 . 特别 有 , 如 果 M = NN 
且 映 射 f 同 伦 于 常 映射 M 一 zo, 则 同 态 f 是 平凡 同 态 (任何 元 均 映 射 为 单位 
元 1). 如 果 上 映射 f 同 伦 于 恒 等 映射 1x, 则 同 态 请 是 同 构 . 


2. 与 基点 的 关系 


现在 来 前 明基 本 和 群 Ti1(M, Xo) 与 点 Xo 的 关系 . 我 们 来 定义 群 "1(M, Z0) 沿 着 从 
Xo 到 汉 1 的 路 径 个 “转移 ” 到 群 Ti(M, 71) 的 运算 . 

定理 17.3， 每 一 条 从 zo 到 zl 的 路 径 7 决定 一 个 同 构 y* : zi(M,z1) 一 

xi(Ad,zo)， 这 个 同 构 仅 依赖 于 路 径 7 的 同 伦 类 (在 同 伦 过 程 中 端点 始终 为 点 

zo 和 zi, 即 同 伦 只 涉及 Q(zo,zi AM) 中 的 路 径 ). 如 果 始 点 与 终点 重合 : rzo = zi， 

则 路 径 7 本 身 代 表 ra(M, zo) 的 一 个 元 ; 同 构 y* 在 此 情形 是 内 自 同 构 : 


入 (a) = 7 oa 
证 明 如 果 %， 是 一 条 闭路 径 ， 代 表 ri(M,zi) 的 一 个 元 ， 则 路 径 y*(Y1) 定 
义 为 Y-!1o YoY (图 51), 代表 ml,zo) 的 一 个 元 ， 乘 积 4 omy2 此 时 对 应 于 
入 (io72) = 本 oY oo 7 o 7T2 5 9， 后 者 同 伦 于 Y*(Y1)o Y* (7Y2). 于 是 .映射 
?* 是 一 个 同 态 
人 2 Ti1(M, 7X1) = ni(M, 2Z0). 
考察 从 zi 到 zo 的 逆 路 径 y-1, 我 们 可 得 同 态 FE 


Xo 


(YT)* :mi(M, x0) =o mi(M, zl 
图 51 


两 个 复合 同 态 六 o(7-90* 和 (y-1)*ox* 给 出 群 x (M, zo) 
和 zi (Mz1) 的 恒 等 同 构 . 因此 , y* 和 (7-0* 是 互 逆 的 同 构 .如果 zo = z1, 则 由 同 
态 7* 的 定义 显然 有 Y*(Q) = Y-1oQo7,a 为 ri(M,.ro) 中 任意 元 . 定理 得 证 . 口 


3, 圆周 的 映射 的 自由 同 伦 类 


现在 考察 关于 圆周 S1 到 道路 连通 流 形 M (或 拓扑 空间 ) 的 映射 的 “自由 ” 同 伦 
类 的 分 类 问题 . 此 时 在 圆周 S+ 上 并 未 取 定 初始 点 . 

定理 17.4.。 S1 一 M 的 映射 同 伦 类 的 集合 [51, M] 与 群 ri(M, zo) (zo 是 任意 

取 定 的 点 ) 的 元 的 共 轿 类 之 间 存 在 双方 一 一 的 对 应 . 
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证 了 明 在 圆周 S! (0 < p < 2x) 上 取 定 初始 点 po = 0. 我 们 先 证 明 每 一 个 映射 
Y :5S1 一 M 都 同 伦 于 一 个 使 点 po 映射 为 M 中 定点 zo 的 映射 51 一 M. 设 7(po) = 
TL1， 用 路 径 7Y1 连接 zo 和 Tl1. 考察 从 To 到 TX0 的 路 径 q(T),0 TE yi YY : 


d 三 了 1， 0 入 了 到 二 
q=7, ls<7r<,, 
q=7Y7', 2&<T&3. 


作为 圆周 的 映射 , 路 径 g 同 伦 于 路 径 7 且 将 点 po 映射 为 zo. 

于 是 , 每 一 个 51 一 M 的 映射 同 伦 类 对 应 于 mi(M,zo) 中 的 一 个 元 , 但 是 可 能 
不 是 唯一 的 . 考察 ri (MM, zo) 中 两 个 元 at 和 ao, 它们 作为 圆周 S51 一 M 的 映射 是 
同 伦 的 , 这 里 在 同 伦 (yp,t),0 < yp < 27,0 < t < 1, 的 过 程 中 , 初始 点 po = 0 沿 着 一 
条 从 TO 到 TO 的 闭路 p 移动 : 


Fl(p,0) = a1,F(9,1) = 0&2,F (po0,t) = p(1—t). 


直观 上 , 显然 路 径 ai 与 p-1azp 在 群 ri(M, zo) 中 代表 了 同一 个 元 (图 52). 反 
之 , 路 径 ak 和 as = palp-lL (作为 S1 一 M 的 映射 ) 一 定 是 自由 同 伦 的 (图 53). 在 
图 53 中 显示 了 去 掉 两 个 点 a 和 4b 的 平面 区 域 . 路 径 p 和 al 分 别 围 着 点 a 和 上 路 
径 as = parp-! 用 虚线 表示 . 直观 上 , 当 顺 着 路 径 p 开始 运动 时 (可 用 一 个 会 收缩 的 
橡皮 圈 来 做 ), 显然 这 条 路 径 可 以 越过 点 a 形变 为 路 径 al. 定理 得 证 . 口 


| 


4. 同 伦 等 价 

在 许多 场合 , 一 个 n 维 的 开 流 形 (例如 欧 几 里 得 空间 R" 中 的 一 个 区 域 ) 可 以 在 
NM 中 收缩 成 一 个 低 维 的 子 集 (一 般 说 来 , 不 一 定 是 子 流 形 ), 而 这 个 子 集 的 基本 群 mi 
或 别 的 不 变量 的 计算 十 分 简单 . 为 精确 地 叙述 这 种 情形 , 我 们 将 引入 重要 的 同 伦 等 
价 概念 ， 设 给 定 两 个 流 形 (拓扑 空间 ) M 和 N 及 两 个 连续 映射 (在 流 形 的 情形 , 光 
滑 或 分 段 光滑 映射 ) 


f:M—N, 
g:N—= M. 
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复合 映射 fog:N 一 和 NN 和 gof :MM 一 M 分 别 将 流 形 N 和 M 映射 到 目 身 . 设 
lIx:M 一 M 和 1w :NN 一 NN 分 别 表 示 M 和 R 上 的 恒 等 映 射 . 

定义 17.4， 流 形 (空间 ) M 和 N 称 为 彼此 同 伦 等 价 的 , 如 果 存 在 映射 f 和 9 

使 得 复合 映射 /og 和 go 了 分 别 同 伦 于 恒 等 映 射 ly 和 1lw. 如 果 M 和 六 同 

伦 等 价 , 则 记 成 M ~ N. 

同 伦 等 价 的 空间 M 和 NN 的 基本 性 质 是 : 对 于 任意 的 流 形 (空间 ) K, 映射 同 伦 
类 集 [K, M] 和 [K, N] 存在 自然 的 双方 一 一 对 应 . 

在 证 明 这 个 事实 之 前 我 们 先 作 下 面 的 评注 . 同 伦 等 价 性 的 概念 可 以 稍微 加 以 修 
改 , 引入 定点 . 即 , 我 们 将 假定 在 M 和 N 中 已 分 别 取 好 定点 zo 和 yo, 并 要 求 映 射 
f,9 及 连接 fog 和 gof 与 ly 和 1x 的 同 伦 都 将 定点 映射 为 对 应 的 定点 . 可 以 证 
明 对 充分 好 的 空间 , 比如 说 流 形 , 新 的 同 伦 等 价 性 概念 与 前 面 的 定义 并 无 区 别 . 

上 面 所 述 的 同 伦 等 价 空间 的 基本 性 质 也 修改 为 : 如 果 具 定点 的 空间 M 和 N 是 
同 伦 等 价 的 , 则 对 任意 具 定 点 ko 的 空间 K, 保持 定点 映射 到 定点 的 KK 一 M 和 
K 一 NN 的 映射 同 伦 类 集 之 间 存 在 自然 的 双方 一 一 对 应 . 

证 明 映射 /和 9 以 自然 的 方式 决定 了 同 伦 类 和 集 的 映射 


六 :EM 一 [EN 和 9, : [K,N] = |K, MI]. 


显然 ， (f 0 909): = (go ff) 本 的 证 "下 0 加 = fs o gx, (9 © f)» 0 © ff. 由 此 导出 fe 和 和 gx 
是 互 逆 的 且 [K, M] = [K, N]. 

对 已 取 定 定点 的 情形 , 证 明 可 同样 给 出 . 口 

从 同 伦 等 价 空间 M 和 NN 的 基本 性 质 特别 可 得 M 和 N 的 基本 群 彼此 同 构 (将 
K 取 为 圆周 $1 即 可 ). 

5. 一 些 例子 

例 17.1.。 欧 几 里 得 空间 R* (以 及 R" 中 的 任意 可 缩 区 域 ) 同 伦 等 价 于 一 个 点 
To € R” : R? ~ zo. 

证 明 骨 入 f : zo 一 了 ”和 常 有 映射 9 : 了 ”一 zo 满足 go f = 1,, 且 映 射 
f°o0: R”* — RR” 将 整个 RR* 映射 To 并 同 伦 于 恒 等 映 射 lkR". 事实 上 ， 同 伦 F(z,t) 
可 按 下 述 公式 给 出 : F(zx,0) = xo, Flz,1) = 而 F(T,t)=tr+(1l -tro0<tegl1. 
这 就 对 整个 R”* 的 情形 证 明了 命题 . 对 于 任意 的 在 自身 上 可 收缩 为 点 zo e 4 的 集 
A C R" 可 类 似 地 证 明 ( 试 证 之 !). 

单位 球 D" 及 与 它 同 胚 的 区 域 就 是 这 种 区 域 的 例子 . 任何 树 4 ( 即 图 或 没有 闭 
路 的 一 维 复 形 ) 也 是 可 缩 的 (图 54). 所 有 这 些 对 象 都 同 伦 等 价 于 一 个 点 且 有 平凡 的 
基本 群 . 
mR”, x0) = 1,m(D",7ro) = 1,7(A,7ro)=1. 口 
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4 A=5 VS 


54 树 A~ zo 55 ”两 个 圆周 所 成 的 圆 束 


例 17.2， 考察 R? 挖 去 若干 个 点 a1,… ,an 所 成 的 区 域 . 区 域 RA\(alU:…Uan) 
同 伦 等 价 于 粘 合 在 一 个 点 上 的 & 个 圆周 所 成 的 “ 圆 束 ”( 见 图 55, 此 时 及 (ai U a2) 
到 圆 束 4 的 形变 过 程 直 观 上 是 显然 的 ). 特别 有 , 对 一 个 点 a € 了 R?, 区 域 R2\a 同 伦 
等 价 于 圆周 $1 (给 出 同 伦 公式 !). 

对 应 的 基本 和 群 之 间 的 同 构 稍 后 再 述 . 

例 17.3. RR 移 去 一 点 a 所 得 的 区 域 同 伦 等 价 于 球面 5?. R3 移 去 上 个 点 a1,…， 
ak 所 得 的 区 域 同 伦 等 价 于 有 个 球面 5S? 所 成 的 球 束 ( 试 证 之 !). 区 域 R3\R! 同 伦 等 
价 于 圆周 S1 ( 试 证 之 !). 

例 17.4， 考 察 球面 53  R3 U oo 和 53 移 去 某 个 (不 自 交 的 ) 圆周 S1 所 得 的 
区 域 UV : S3\S1. 试 证 明 如 果 圆 周 S1 是 不 打 结 的 ( 即 , 例如 在 平面 及 CR cS 
中 由 方程 z? + wy? = 1 给 定 的 ), 则 区 域 UV = S3\S1 同 伦 等 价 于 圆周 51; 区 域 V = 
UN( 点 ) 兰 了 3\SL 同 伦 等 价 于 圆周 S! 和 二 维 球面 5S? 组 成 的 束 (图 56). 

利用 所 得 的 结果 我 们 得 到 下 列 的 基本 群 ri(WM, zo): 

a) ni(R") = Ai(D") = ai(4) =1 (这 里 4 是 任意 
在 自身 中 可 缩 为 一 点 的 集合 ); 

b) m1(S1) ~ Z, 这 里 2 是 整数 加 群 , 即 一 个 生成 元 
的 循环 群 . 这 可 由 $13.4 中 给 出 的 81 一 831 的 映射 网 


伦 分 类 得 出 ; 

c) Ti( 限 2\ai) 全 TI1(SD Zr (RR); 

d) Tn (RA\(a1U:…Uan)) ~ Ta(SiV…VS3) ( 圆 束 ， 图 56 束 Siv52 
当 n=2 是 8 字形); 


e) Ti(S3SNS1T) 全 T1(S7) ~ ( 见 例 17.4). 
习题 17.1， ri(R3\S1) = 2Z (如 果 圆 周 S! C R3 不 打 结 ). 


Ti(S",z0)=1, 当 n>1. 


事实 上 , 当 ”> 1 时 考察 分 段 光滑 映射 f : 5S1 一 S"， 因 为 n > 1, 正则 值 


§18. 种 琶 映射 和 窗 登 同 伦 Ls 


yo € S" 的 原 像 必 是 空 集 . 由 萨 德 定 理 ( 见 810.2), 映射 f 必 有 正则 值 , 从 而 像 f(51) 
落 在 S"\{yo} 宇 有 R" 中 , 并 可 收缩 到 一 点 , yo 是 某 个 正则 值 . 结论 得 证 . 口 
注 类 似 的 论证 表明 , 对 任何 维 数 < n 的 流 形 K, 同 伦 类 集 [K, S"] 是 平凡 的 
(只 由 一 个 元 组 成 ). 
我 们 在 后 面 将 计算 一 系列 具体 的 流 形 (和 空间 ) 的 基本 群 : 贺 束 或 等 价 的 平面 
R? 中 的 区 域 , 闭 曲面 , 区 域 R3\S1, 这 里 $1 可 以 是 打 结 的 . 


6、 基 本 群 和 可 定向 性 


从 §16 的 结果 导出 , 流 形 M 上 始点 和 终点 均 为 'zo 的 每 一 个 闭路 同 伦 类 ( 即 
71(M, x0) 的 每 一 个 元 ) 或 者 保持 或 者 逆转 沿 闭 路 运动 的 定向 标 架 , 即 有 符号 +1 或 
-1. 于 是 就 产生 一 个 到 两 个 元 组 成 的 群 Z 的 同 态 


o :Ti(M,70) — {+1} ~ ZZ», 


ol7) = sgn 7 = 士 1. 对 可 定 问 流 形 , 同 态 o 是 平凡 的 , 对 不 可 定向 流 形 , 则 c 是 不 平 
凡 的 , 因为 存在 逆转 定向 的 闭路 . 我 们 可 得 
推论 1 不 可 定向 流 形 的 基本 群 必 为 非 平凡 群 旦 存在 到 两 个 元 的 群 的 非 零 同 态 . 
对 于 默 比 乌 斯 带 , ri(M) = ZZ, 因为 默 比 乌 斯 带 可 收缩 为 中 心 圆周 S1 ( 见 图 47). 
对 于 射影 平面 RP? 则 有 mm (RP?) 关 1. 后 面 (在 $19.2 中 ) 将 证 明 (RP?) ~ Z，. 


318. 神 共 映射 和 莉 研 同 伦 


1. 禾 倒 映射 的 定义 和 基本 性 质 


复 登 映射 的 概念 产生 于 对 多 值 函数 的 图 像 的 研究 , 这 种 多 值 函数 值 的 个 数 是 不 
变 的 且 它 的 分 支 无 法 分 离 . 

考察 同 维 数 流 形 之 间 一 个 正则 映射 / : M 一 N, 它 具 有 下 面 的 性 质 : 

a) 映射 的 雅 可 比 行列 式 在 流 形 M 的 一 切 点 zx 上 都 不 等 于 零 : 


0 人 
det (95) #0, 

这 里 zh 是 点 ze M 近 旁 的 坐标 ,y* 是 点 y = f(z) e N 近 旁 的 坐标 . 

b) 每 一 点 ye N 具有 一 个 邻 域 万 Cc N, 它 的 完全 原 像 1-!(U;) 可 表示 为 不 相 
交 区 域 的 并 : f-1(U;) = Vi; U V2; U…, 其 中 在 每 个 区 域 Vi.; 上 映射 f: Vi 一 Uj; 是 
Viy 与 0; 之 间 的 一 个 微分 同 胚 . 我 们 将 假定 流 形 N 总 是 可 被 有 限 多 个 或 可 数 多 个 
这 种 邻 域 U; 覆盖 且 每 个 点 y e N (或 者 甚至 N 中 每 一 个 紧 集 ) 只 属于 有 限 多 个 这 
种 邻 域 0;. 对 流 形 M 的 由 区 域 人 故 ; 组 成 的 覆盖 也 要 加 上 类 似 的 假定 . 

定义 18.1。 满足 性 质 a) 和 b) 的 映射 f : M 一 N 称 为 一 个 履 和 映射 (简称 履 

重 ). 事实 上 , 对 于 履 合 的 定义 , 性 质 b) 就 足够 了 . 流 形 N 称 为 履 秋 的 底 流 形 ， 
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M 称 为 履 又 空间. 任意 点 ye N 的 完全 原 像 FF = f-!1(y) 称 为 履 秋 的 纤维 下 . 
在 完全 原 像 f-!(U;) 中 区 域 内 的 个 数 (或 者 纤维 中 点 的 个 数 ) 称 为 叶 数 . 如 果 
这 个 数 是 有 限 数 , 等 于 m, 则 履 香 称 为 m 叶 的 履 看 . 


设 流 形 N 是 连通 的 ; 履 琶 称 为 不 可 约 的 , 如 果 流 形 M 也 是 连通 的 . 窗 释 称 为 平 
凡 的 , 如 果 流 形 M 是 直 积 Ms N x F, 这 里 纤维 是 离散 的 (有 限 或 可 数 多 个 孤立 点 
组 成 的 集 ). 

成 立 z 

引 理 18.1.。 覆 辣 的 叶 数 与 点 y e N 的 选取 无 关 , 如 果 N 是 连通 的 . 


证 明 用 分 段 光滑 不 自 交 的 路 径 y(t),0 < t < 1, 连接 两 点 yo。 和 yw. 将 区 间 


I0, 1 分割 成 K 个 长 度 为 = 的 小 区 间 站, 其 中 在 区 间 5 中 ， 元 Sp tk _ 
0,.… ,k 一 1. 选取 K 足够 大 使 得 每 一 段 路 径 y(5) 完全 落 在 一 个 窗 从 的 定义 中 所 述 


的 区 域 UV; 中 . 由 覆 登 的 定义 , 完全 原 像 f/-!(Yy(6k)) 是 线段 的 集合 ， 
(7(OR)) = Op,1 U Bjk,2 UU , 


其 中 线段 jk,s。 完全 落 在 区 域 Vijx,。 中 和 且 在 映射 f 之 下 同 胚 地 投射 为 路 径 段 y(64k). 
于 是 , 在 6 的 范围 内 , 路 径 7 的 每 一 个 点 的 完全 原 像 随时 间 t 连续 地 变化 , 且 完 全 
原 像 中 点 不 会 彼此 合并 . 因此 路 径 y(54) 中 所 有 点 的 原 像 中 点 的 个 数 是 相同 的 . 当 
到 达 区 间 4 的 端点 时 , 再 一 次 对 区 间 541 在 区 域 Qi(k+n 中 重复 这 一 论证 , 并 连续 
(K 次 ) 重复 到 区 间 [0,1] 的 端点 . 这 样 我 们 就 证 明了 yo 与 y 有 同样 多 个 原 像 点 . 引 
理 得 证 . 口 
由 引 理 18.1 的 证 明 也 可 推 得 
引 理 18.2. 分 段 光 滑 不 自 交 的 ( 具 不 同 的 端点 Yo 和 ?1 的 ) 路 径 全 的 完全 原 像 
微分 同 胚 于 7 与 纤维 FF 的 直 积 , 即 个 数 与 纤维 中 的 点 数 同样 多 的 7 的 不 相交 
并 : f-1(y) 宇 Y Xx 环 . 这 些 y 中 的 每 一 个 在 映射 f 之 下 微分 同 胚 地 投射 为 底 流 形 
N 中 的 路 径 7 
证 明 如 果 将 (t = 0)y(0) = yo 处 纤维 中 的 点 按 指标 1,2,…, 来 编号 , 则 我 们 
在 集 下 = f-!:(yY) 中 引入 坐标 (t,n),0 < t < 1,n = 1,2,…, 使 得 当 t = 0 时 纤维 
已 = f-1(yo) = 广 !(7y(0)) 中 的 点 根据 编号 具有 坐标 (0,n). 当 沿 7 移动 时 , 我 们 可 如 
同 引 理 18.1 的 证 明 中 那样 根据 连续 性 将 编号 转换 到 纤维 FF = f-1(Y(t)) 中 的 点 , 且 
如 果 f-1(y(t)) 的 点 编号 为 n, 则 给 予 它 坐标 (t,n). 引 理 得 证 . 口 
定义 18.2。 如 果 f(y(t)) = Y(t), 则 称 M 中 的 路 径 y(t) 履 释 N 中 的 路 径 y(t). 
由 引 理 18.2 推 得 


推论 1 对 于 NN 中 任意 一 条 分 段 光滑 路 径 y(t), 总 存在 M 中 的 履 春 路径 1(t)， 
且 y(t) 由 它 的 一 个 点 u(to) e M 唯一 决定 , 这 里 f (1(to)) = Y(to). 


§18. 徐 登 映射 和 笋 登 同 伦 .115 ， 


只 需 将 y(t) 分 割 成 不 自 交 的 一 些 线段 并 对 每 一 线段 应 用 引 理 18.2 就 可 以 证 明 
本 推论 . 

设 K 是 任意 流 形 (或 拓扑 空间 ), g : K 一 N 是 它 到 覆 释 射影 f : M 一 NN 的 底 
空间 N 上 的 (分 段 光滑 ) 映射 , 斑 : 玫 xx 一 N 是 这 个 映射 g 的 (分 段 光 滑 ) 同 伦 , 即 
F(x,0) = gq(z),zX EK. 则 成 辽 

定理 18.1 ( 覆 叙 同 伦 定理 ). 如 果 映 射 g 被 映射 9: K 一 M 覆 芋 , 即 如 果 fo 

9 = gq, 则 到 底 空间 N 中 的 映射 g 的 同 伦 下 : K x I 一 NN 唯一 地 被 一 个 同 伦 

F:KxI 一 M 鹤 又 , 即 foF=F 有 F(zx,0)=6(r),reEK. 

证 阴 在 到 底 空间 和 N 中 的 映射 g 的 同 伦 FF 下 每 一 个 点 aq(z) 沿路 径 ye 人 = 
F(z, 移动 . 当 t = 0 时 这 个 点 yz(0) = q(x) 被 点 4(z) 履 释 . 现在, 由 引 理 18.2 和 推 
论 1 并 注意 到 宪 香 道路 连续 地 (甚至 光滑 地 ) 依赖 于 起 点 就 可 推出 定理 . 定理 得 证 . 

口 


2. 最 简单 的 例子 . 万 有 覆 丢 

例 18.1， 设 M = RR! (直线 ), N = 51. 覆 委 由 f(t) = e?2"™it 定义 , 其 中 t 是 直线 
RR! 上 的 坐标 . 在 这 里 叶 数 为 oc. 

例 18.2， 设 M = S51,N = 51, 禾 释 则 由 公式 f(z) = z" 定义 , 其 中 |z|= 1. 这 
个 履 释 有 |n| 叶 . 公式 zz 也 定义 了 区 域 M = R?2\{0} 宇 C* 到 自身 的 覆 赫 . 

例 18.3， 设 M = 9",N = RP". 用 又 f : 5" 一 了 Pr 由 等 同 球面 上 的 对 径 点 >z 
和 -z 定义 . 此 时 的 叶 数 为 2. 

这 种 才 释 的 特殊 情形 是 在 卷 1 ( 见 813.2) 中 研究 过 的 群 同 态 


SU(2)S 5 — RP 50(3). 
男 一 个 2 叶 履 秋 的 例子 是 群 同 态 
S3AS SU(2) x SU(2) 一 SO(4), 


其 核 为 (1,1) 和 (1, 一 1) ( 见 卷 1 814.3). 

例 18.4， 设 M = R". 考察 加 群 RR" 的 由 坐标 为 整数 的 向 量 组 成 的 子 群 . 这 个 
子 群 用 Zr 表示 . 商 群 R*/Z" 是 环 面 T* ( 当 n= 1 时 是 圆周 ). 则 映射 f : Rn 一 Tn 
是 窗 春 ( 试 证 之 !) 

例 18.5.。 考察 平面 R? 和 平面 (x,y) 的 运动 群 中 由 变换 


T(z,y)= (rz,y+1), T(r,y) = € >、 -yj 
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生成 的 子 群 G， 将 彼此 可 以 通过 群 G 中 的 变换 得 到 的 所 有 点 等 同 起 来 , 我 们 就 得 


到 克 莱 因 瓶 K?, 因为 群 G 将 矩形 5 x1 的 对 边 按 图 57 


中 箭头 所 示 的 方式 “ 粘 合 ”在 一 起 . 射影 f : R2 一 K? 
是 无 穷 多 叶 的 覆 释 . 试 证 明 群 G 的 生成 元 满足 关系 式 
T71TiT2Ti = 1.G 中 有 一 个 由 变换 全 ,到 e G 生成 的 
指数 为 2 的 子 群 G' ~ ZZ?. 子 群 G' 可 决定 例 18.4 中 的 
环 面 72, 因为 T2(zx,y) = (z+1,9). 商 群 及 2/G' 就 是 环 
面 7T2, 它 是 克 莱 因 瓶 的 一 个 2 叶 履 侠 , 因为 在 平面 R? 
的 每 一 个 群 G 的 轨道 上 恰 有 群 G' ~ 2 的 2 个 轨道 . 


< 


图 57 


例 18.6， 我 们 用 图 示 的 方式 指出 8 字形 (两 个 圆 的 束 ) 和 圆周 与 球面 所 成 的 球 
束 Siv 32 的 履 合 (图 58, a 和 b, 在 两 种 情形 中 , 覆 炙 即 向 下 投影 到 这 两 个 图 形 ). 由 
图 明显 可 见 N = S1 v S? 上 的 覆 伙 空间 (在 拓扑 上 ) 为 一 组 球面 52, 且 它 们 与 实 直 


线 Ri 在 整数 点 处 相连 (Ri 在 图 上 画 成 一 条 螺 线 )， 


| | 


a) N=S!vS’ b) N=S VS 


，W7 。 
N 


58 59 M 是 由 十 字形 组 成 的 没有 闭路 的 树 
(因而 是 可 缩 的 ). 每 一 个 十 字形 的 顶点 恰 有 


4 条 边 通过 . 


例 18.7。 我 们 用 图 示 的 方式 再 指出 8 字形 S1 v S1 的 万 有 禾 符 (图 59). 此 时 
M 是 由 十 字形 组 成 的 没有 闭路 的 无 限 树 (因此 是 可 缩 的 ). 每 个 (十 字形 ) 顶点 怡 有 
4 条 边 通过 . 树 的 中 心 (图 的 顶点 ) 是 点 zo e S1 v S51 的 原 像 : 每 条 边 或 者 映射 为 贺 
周 a 或 者 映射 为 圆周 b. 通过 每 个 十 字形 顶点 的 4 条 边 中 有 2 条 映射 为 a, 另外 2 条 


映射 为 5. 
为 计算 基本 群起 见 , 我 们 引入 重要 的 . 


$18. 覆 登 映射 和 覆 登 同 伦 a 


定义 18.3， 密 玲 f : M 一 N 称 为 万 有 改 又 , 如 果 mi(M) = 1 ( 即 空间 M 是 单 
连通 空间 ). 

在 前 面 的 例子 中 是 万 有 禾 炙 的 有 : 

a) R! 一 S! ( 例 18.1); 

bj S* — RP", 当 n > 2 ( 例 18.3); 

c) SU(2) x SU(2) 一 SO(4); 

d) Rn" 一 Te ( 例 18.4):; 

e) R? 一 K? ( 例 18.5); 

f) M 一 Si1v 5? ( 例 18.6, 图 58, b)); 

gj) 树 M 一 Sl1v S51 ( 例 18.7) 

前 面 的 其 余 例子 不 是 万 有 和 履 伙 , 因为 履 伙 空间 不 是 单 连通 的 . 


3. 分 支 禾 释 . 黎 曼 面 


我 们 继续 考察 一 些 履 和 登 的 例子 . 但 是 首先 证 明 两 个 定理 , 这 些 定理 指出 了 如 何 
从 团 流 形 的 一 般 上 映射 得 到 履 番 的 方法 . 

(1) 首先 假设 M 入 是 同 为 n 维 的 光滑 闭 流 形 , 映射 f 是 正则 的 ( 即 映射 f 
的 雅 可 比 行列 式 在 所 有 的 点 都 不 等 于 零 ). 在 这 些 条 件 下 , 成 立 

定理 18.2. 映射 f : M 一 N 是 有 限 叶 的 窗 伙 . 

证 明 根据 反 函 数 定理 , 流 形 M 的 每 一 点 z 有 一 个 邻 域 V 使 得 映射 f 限制 在 
Vz 上 是 一 个 微分 同 及 . 由 流 形 M 的 紧 性 , 由 此 可 推出 任意 点 ye N 的 原 像 f-1(y) 由 
有 限 个 点 组 成 . 因此 在 流 形 N 的 点 y 处 可 取 到 邻 域 0 使 得 对 任意 点 zi e f-1(U,)， 
映射 f 限制 在 它 的 邻 域 大, 中 是 到 UU 的 一 个 微分 同 胚 . 于 是 , 任意 点 ye N 的 某 
个 邻 域 U0, 的 完全 原 像 分 解 成 一 些 不 相交 邻 域 的 并 ,， 广 !(Z) CC Vi, UU 且 映 
射 f 在 每 个 邻 域 到 上 是 微分 同 胚 . 定理 得 证 . 口 

(2) 设 M 和 是 维 数 同 为 ”的 光滑 闭 流 形 , 但 是 , 光滑 映射 / : M 一 N 不 再 
是 处 处 正则 的 : 在 某 个 集 4 Cc M 上 这 个 映射 的 雅 可 比 行列 式 为 零 . 一 般 来 说 , 集 4 
的 维 数 等 于 n 一 1. 然而 , 也 有 集 4 的 维 数 小 于 n 一 1 的 情形 . 这 种 类 型 的 重要 场合 
是 n 为 偶数 的 情形 , 此 时 两 个 流 形 M 和 N 是 复 流 形 , 而 映射 f : M 一 N 是 复 解析 
的 (全 纯 ) 映射 . 此 时 映射 4 的 雅 可 比 行列 式 等 于 零 的 条 件 由 局 部 复 坐标 的 一 个 复 
(解析 的 ) 方程 给 出 . 因此 , 奇 点 集 4 的 维 数 不 超 过 n -2 且 集 4 不 会 将 M 分 离 成 
两 片 . 

在 这 些 条 件 下 成 立 

定理 18.3.， 设 两 个 n 维 的 连通 光滑 闭 流 形 之 间 的 映射 f : M 一 NN 的 雅 可 比 

行列 式 的 零点 集 4 的 维 数 不 超 过 n ~ 2 (因此 , 集 f(A4) 不 会 分 离 流 形 N). 令 

N' 二 N\f(4), M' = M\f-1(f(4)). 则 映射 f: M' 一 N' 是 一 个 有 限 叶 覆 炙 , 且 

M' 是 连通 的 . 
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注 原 有 的 映射 f : M 一 N 本 身 称 为 沿 f(A4) 的 分 支 禾 又 , 而 集 (4) 称 为 分 
支点 集 . 

证 阴 考察 充分 小 的 s > 0 并 在 入 中 移 去 集 f(4) 的 一 个 开 = 邻 域 U, 在 MM 中 
移 去 它 的 原 像 f-1(U.). 剩 下 的 带 边 界 流 形 Me = M\f-1(U) 被 映射 到 Ne = N\U.， 
这 两 个 流 形 M。 和 N。 是 连通 的 紧 流 形 . 对 映射 f : M。 一 Ne 逐 字 逐 句 地 重复 定理 
18.2 的 证 明 , 并 令 < 一 0 就 得 到 定理 18.3 口 

对 奇 点 集 4 的 维 数 的 假定 在 证 明 中 只 用 于 推出 N' 和 M' 的 连通 性 . 

由 (z,2w) 复 平面 C? 上 的 非 奇 异 复 解析 的 (代数 ) 方程 : 


$(z, WwW) = wr 十 ai1(z)w"™! 十 … :十 an(2) 一 


其 中 a1,… ,an 是 z 的 多 项 式 , 给 出 的 非 奇异 黎 曼 面 是 重要 的 一 类 例子 . 这 个 方程 
给 出 了 ” 值 函 数 w(z) 的 黎 曼 面 太 〈( 见 84.2). 

射影 f : 了 一 C 可 延 拓 成 为 闭 黎 曼 面 入 (包含 CP? 中 的 无 穷 远 点 ) 到 球面 
CPi 之 52 的 射影 . 令 M= 丰 和 N= S2. 集 /(4) 是 黎 曼 面 丰 的 分 支点 集 . 这 个 
集 是 平面 C 中 的 一 组 点 且 可 能 含有 点 co. 我 们 用 N' 表示 移 去 分 支点 za 后 的 平面 
R? s C s 52\f{o0}. 完全 原 像 六 (zx) 由 黎 曼 面 上 满足 5 =0 的 点 


Z=Zo ,WW 


(Za, Was) 一 Fos 组 成 . 从 Tr 中 移 去 所 有 的 QO 对 应 的 完全 原 像 (ve) 及 f- (0%), 
剩 下 部 分 的 流 形 记 为 M'. 由 定理 18.3, 我 们 有 一 个 n 叶 的 覆 秋 f : M' 一 N'. 

注 我 们 知道 , 为 决定 黎 曼 面 六 上 分 支点 的 完全 原 像 需要 解 方程 组 
OP(z, ww) 

Ow 

例 18.8. G(z,w) = w? 一 已 (z) = 0 ( 超 椭圆 曲面 )， 如 果 已 (ze) = 0 的 根 
非 重 根 , 则 三 是 非 奇 异 超 椭圆 黎 曼 面 ( 见 卷 1812.3)， 这 里 N' = C\(Uza),M' = 
I\(Uf™ (0)), 而 f:M’' 一 N' 是 2 叶 履 个. 

例 18.9、 6$(z,w) = wr 一 Pi(z) = 0， 这 里 一 切 都 是 类 似 的 ， 我 们 得 到 区 域 

= C\(Uze) 上 的 一 个 大 叶 覆 和 琵 f:M' 一 N'. 

例 18. 10. 考察 一 般 的 关于 z,ww 的 n 次 多 项 式 ， 

$(z, WwW) = wr 十 >》 ai(z)tun 
i>1 

其 中 , 对 每 个 ; 关于 z 的 多 项 式 ai(z) 的 次 数 不 超 过 i. 站 多 项 式 5 恰 
有 n(n 一 1) 个 分 支点 za, 它们 可 由 在 C? 中 解 方程 组 6 = 0,5 一 二 0 而 得 . (如 果 假 
定 这 个 方程 组 非 退 化 , 则 分 支点 的 个 数 等 于 n(n 一 1).) 如 果 轩 a C2\(Uzu), AM = 
(Uf-!(za)), 则 我 们 得 到 一 个 ” 叶 柳 琶 f :M' 一 N/. 


$(z,w) = 0， = 0. 
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例 18.11. 函数 86(z,w) 是 复 解析 的 (但 非 代数 的 ), 曲面 5 = 0 在 C? 中 是 非 
奇异 的 . 一般 来 说 , 在 z 平面 中 的 分 支点 za 组 成 一 个 可 数 集 . 我 们 要 求 这 些 分 支 
点 在 C 中 彼此 相距 足够 远 . 则 区 域 N' = CN(Uze) 上 的 覆 和 一 ,一 般 来 说 , 将 是 无 限 


叶 的 . 方程 z - ew* = 0 给 出 最 简单 的 例子 . 在 这 个 情形 , w = ln z, za = 0; 在 区 域 
C\{0} = N' 上 有 (对 数 分 支 ) 徐 赫 


f:M’—N’ =C\{0}. 
试 证 明 M' 微分 同 胚 于 平面 C. 
4. 和 窗 价 与 离散 变换 群 


下 面 的 重要 的 一 类 和 覆 秋 与 所 谓 的 流 形 的 离散 变换 群 有 关 . 

设 M 是 光滑 流 形 (或 拓扑 空间 ), G 是 一 个 群 , 微分 同 胚 地 作用 在 M 上 (对 一 
般 空间 则 是 同 胚 地 作用 ). 

定义 18.4， 群 G 称 为 是 离散 变换 群 , 如 果 对 流 形 (或 空间 ) M 的 任意 点 y, 群 

轨道 G(y) 本 身 是 一 个 在 M 中 离散 地 分 布 的 点 集 , 这 意味 着 任意 一 点 ye M 

具有 一 个 小 邻 域 U, 使 得 对 群 G 所 有 的 元 g, 像 o(U) 或 者 重合 或 者 不 相交 . 并 

且 我 们 还 进一步 要 求 这 个 离散 变换 群 自由 地 作用 在 M 上 : 这 意味 着 对 任意 点 

y € M, 方程 g(y) = y 只 有 唯一 解 9 = 1; 此 时 , 上 面 所 指出 的 y 的 邻 域 UV 和 点 

g(y) 的 邻 域 go(V) 当 g 关 1 时 不 相交 . 

对 于 流 形 , 我 们 常常 (并 不 总 是 这 样 ) 考察 的 是 由 某 个 黎 曼 度量 (g,。) 的 运动 群 
组 成 的 离散 变换 群 . 

定义 18.5。， 我 们 称 我 登 f : M 一 N 由 一 个 自由 作用 的 M 一 M 的 离散 变换 群 

G 所 决定 , 如 果 对 任意 的 点 ye N, 纤维 = f-1(y) 是 群 G 的 轨道 . 在 这 个 情 

形 , 称 N 为 M 关于 群 G 的 商 流 形 , 记 为 N = M/G. 这 种 覆 私 称 为 具 离散 群 G 

的 正则 纤维 从 或 主 纤维 从 . 在 后 面 第 6 章 中 我 们 将 研究 具 非 离散 群 G 的 主 ( 纤 

维 ) 从 . 

前 面 考察 的 例 18.1 一 18.9 是 一 些 由 不 同 的 离散 变换 群 决定 的 履 全 . 反之 , 一 般 来 
说 , 例 18.10 中 的 覆 垒 (一 般 的 代数 黎 曼 面 ) 和 例 18.11 中 的 覆 登 ( 除 最 简单 的 对 数 
分 支 覆 登 外 ) 不 是 由 自由 作用 的 离散 群 所 决定 的 . 


819.， 徐 便 与 基本 群 . 某 些 流 形 的 基本 群 的 计算 


1. 单 值 

我 们 将 引入 重要 的 概念 一 一 履 看 的 单 值 群 (“离散 和 乐 群 ") 和 “ 单 值 表示 ”o. 考 
察 履 全 f : M 一 NN 的 底 N 中 一 点 yo 并 任意 地 将 纤维 F = f-1(wyo) 的 点 用 指标 记 为 
{ZT1, 7X2,…}. 考察 N 上 一 条 始终 点 均 为 yo 的 闭路 7, 它 也 代表 一 个 元 ye x (N, yo). 
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利用 818.1 中 的 推论 1, 从 纤维 中 某 点 x; E FF 出发, 我 们 覆 全 点 yo 沿 参数 为 t 的 闭 
路 7 的 运动 (可 以 假定 7 和 / 是 用 同一 个 参数 t 参数 化 使 得 Fu(tb) = y(t)). 如 果 
沿 闭路 7 运动 并 又 回 到 点 yo = 7Y(1), 则 作为 覆 和 登 路 径 pb) 的 端点 我 们 得 到 同一 根 
纤维 中 的 某 个 点 zcd) = (1). 于 是 , 我 们 得 到 一 个 对 应 7 一 o(Y), 其 中 o(y) 是 纤维 
IlT) :zi DD To( 让 ， 

由 定理 18.1 可 得 置换 o(y) 仅 依 赖 于 同 伦 类 7 e Ai(N,yo)， 星 然 有 o(y-!) = 
0o(7Y) 1!,o(N1Y2) = alyi) oo(72)， 于 是 , o 是 基本 群 ri(N,yo) 到 纤维 FP 中 点 的 置 
换 群 的 同 态 ( 即 表示 ) (我 们 假定 中 点 可 用 整数 作 指 标 列 出 ). 表示 o 称 为 履 秋 的 
“ 单 值 表 示 ” 或 “离散 完整 表示 ”, 而 它 的 像 c(ri(CV,yo)) 称 “ 单 值 群 ”. 

我 们 将 指出 最 简单 的 例子 18.1 一 18.4 中 覆 和 登 的 单 值 群 (表示 ). 

( 例 18.1.) f:R! 一 51,t 忆 e227it. 群 m(91) 同 构 于 2, 这 个 群 的 自然 的 生成 元 
记 为 a. 圆周 51 的 点 wo = 0 的 原 像 由 直线 上 的 整数 点 组 成 (n = 0, 土 1, 土 2,…). 于 
是 纤维 FP = 广 !(0) 的 点 自然 地 可 用 整数 指标 列 出 . 单 值 变换 cka) 表示 为 移动 


o(a):n— ni+l1. 


( 例 18.2.) f:51 一 5S1,z 己 2z7,|z|=1. 点 1 的 原 像 由 点 zx = exp Gd ,kk 二 
0,1,.… ,n 一 1 组 成 . 单 值 变 换 oc(a) 是 循环 置换 . 


{01...n—1 
Ila) = (0 ) 

( 例 18.3.) 了 了 :57 一 民 P". 点 yo €E RP* 有 两 个 原 像 zx 和 zo. 变换 o(a) 交换 
它们 : zl 一 zz,za 一 zl1. 这 里 ae mi(RP") 是 及 Pn 中 的 闭路 类 , 由 球面 上 连接 两 个 
对 径 点 的 路 径 投 影 而 得 . 于 是 , o 将 ri(RP") 映射 到 2 阶 循环 群 Z。 上 . 事实 上 , 我 们 
很 快 会 看 到 ri (RP") ~ Z2. 

类 似 地 , x1 (SO(4)) ~ Zz, 生成 元 为 a, 而 oc(a) 是 覆 稚 空间 SU(2) x SU(2) 中 两 
个 后 的 置换 . 这 个 基本 群 的 准确 计算 将 在 后 面 完 成 . 

( 例 18.4.) 群 mj(T") 同 构 于 Zr, 生成 元 为 a1,… ,an， 生 成 元 oj 由 映射 f : 
Rn 一 Tm 作用 在 连接 点 O 与 点 (0,… ,1,… ,0) 的 直线 段 站 上 而 得 , 这 里 坐标 zi 
等 于 1 而 其 余 的 坐标 等 于 零 . 路 径 oj = f(y) 表示 为 单 值 变换 


Za) : (Mi ,Mm Mn) (M1 ,Mj + 1 Mn). 


我 们 将 相当 简单 的 例子 18.5 和 18.6 中 的 单 值 群 留 给 读者 去 做 , 下 面 来 描述 例 
18.7 和 18.10 中 的 单 值 群 . z 

( 例 18.7.) 8 字形 N = S!1v 3S! 上 的 万 有 才 合 具有 自由 的 单 值 群 . 设 ol = a e 
rm(S'V 51),a2 =bem(SliV 91) 为 mi(S!1v 5S1) 的 生成 元 . 则 这 意味 着 所 有 的 形 如 


N11 ,12 
Qi Qi Qi 
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的 字 当 >> 1, 整数 ns 了 关 0 且 is 关 iori 时 总 是 单 值 群 中 的 非 平 凡 元 : 变换 olal) 将 
所 有 的 顶点 和 边 移 向 右边 的 顶点 和 边 , 而 oc(az) 则 将 它们 向 上 移动 . 借助 于 表示 这 个 
履 秋 的 图 59 容易 验证 这 个 上 自由 群 中 不 同 的 字 将 最 初 的 顶点 zo 转换 成 这 个 树 中 不 
同 的 顶点 . 
( 例 18.10.) 关于 z,w 的 次 数 和 为 n 的 一 般 
类 型 的 多 项 式 86(z,w) 怡 有 n(n - 1) 个 非 退 化 的 
分 支点 zijpy,jk 二 1,…,n, 其 中 kj7. 从 C 中 
. 移 去 所 有 的 点 zjm 并 选取 一 个 基点 yo < N, 这 里 
J C\(UzGn). 选取 闭路 C(7K)， 它 环绕 分 支点 
J 


zk) 恰好 一 次 (图 60). 可 以 发 现 , 闭路 aum 的 作 
用 是 恰好 交换 纤维 FF = -1(yo) = ziU…Uzn 中 两 人 
个 点 的 位 置 . 在 适当 的 编号 后 ， o (Qjk)) 和 Oo (Qkj)) 
交换 点 zj 和 点 ZK 的 位 置 而 保持 其 余 的 点 不 动 , 并 且 o(a(jg))o l(a) = 1. 于 是 , 可 
以 证 明 单 值 群 就 是 纤维 F 中 点 的 整个 置换 群 , 由 nl 个 元 组 成 . oc(a(jx)) 只 交换 纤维 
中 的 两 点 这 个 事实 可 由 下 面 的 事实 导出 : 对 一 般 类 型 的 黎 曼 面 ,射影 了 一 C 在 它 的 
像 是 分 支点 的 退化 点 处 有 低 次 的 退化 性 . 这 个 命题 留 给 读者 作 习题 . 

一 般 类 型 的 黎 曼 面 的 单 值 群 重合 于 纤维 中 点 的 整个 置换 群 这 个 结论 很 重要 . 
我 们 推荐 读者 自己 去 证 明 下 面 的 命题 : 如 果 黎 曼 面 九 由 多 值 代数 函数 w = w(z) 给 
出 , 其 中 函数 w(z) 是 只 包含 各 种 根 式 /一 的 代数 表达 式 (可 能 包含 它们 与 加 法 和 
乘法 的 复合 运算 ), 则 工 的 单 值 群 是 可 解 的 . 回想 一 下 , 任何 可 解 群 包含 一 个 交换 正 
规 子 群 G 且 关 于 G 的 商 群 也 是 可 解 的 . 

由 5 个 及 5 个 以 上 的 元 组 成 的 置换 群 不 是 可 解 的 , 它 的 唯一 的 正规 子 群 是 由 偶 
置换 组 成 的 子 群 , 它 是 非 交 换 的 . 由 此 导出 

定理 19.1 ( 阿 贝尔 )， 对 于 一 般 的 砍 数 > 5 的 多 项 式 , 不 存在 任何 的 包含 根 式 

的 代数 公式 能 通过 多 项 式 的 系数 表达 出 该 多 项 式 的 根 . 


2. 利用 覆 释 计算 基本 群 


考察 窗 侠 f : M 一 N, 点 yo E N 和 它 的 原 像 点 f-1(yo) = {zx1, zz …}. 单 值 表 
示 o 使 群 rmi(N,y) 作为 置换 群 作用 在 纤维 FF = f-1(yo) 上 : 


Oo(W :Tirolj) (QE AM(N, yo)). 


群 ri(AM,zi) 在 射影 f : M 一 NN 之 下 同 态 地 映射 到 群 zi(N,vyo) 之 中 . 
定理 19.2. 由 射影 f 诱导 的 同 态 人 : mi(M,zj) 一 mi(N,yo) 是 群 ri (Mx;) 到 
mi(NV,yo) 中 的 一 个 峰 入 ( 同 态 )， 群 mi(N, yo) 的 子 群 fri(M,z;) 由 这 样 的 元 
Qa € Ai(N,yo) 组 成 :a 对 应 的 单 值 变换 z(a) 保持 点 zj 不 动 . 对 不 同 的 点 Tj, Tk, 
子 群 Am(M,zi) 和 fi(M, zk) 通过 元 ye mm(N,yo) 互相 共 思 , 这 里 > 对 应 的 
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单 值 变换 cx(7) 满足 性 质 : o(Y) : zj 上 zh 即 71Am(M zj)7 = fm(M, zk). 
证 阴 如 果 a e zi(M,z;) 且 在 群 m(Nyo) 中 f(a) = 1, 则 a=1. 事实 上 , 设 
始终 后 均 为 zi 的 闭路 alt) 使 得 它 的 射影 f(a(t)) = Y(t) 在 流 形 入 中 可 收缩 成 点 
yo, 其 中 闭路 y(t) 的 端点 在 同 伦 过 程 中 始终 为 点 yo (对 一 切 +); 我 们 用 F = F(t,7) 
记 此 同 伦 . 因为 f(a(t)) = y(t) = F(t,0), 我 们 的 情形 满足 关于 履 登 同 伦 的 定理 的 条 
件 (定理 18.1; 用 ya 分 别 替 代 ad 的 角色 ). 由 这 个 定理 , 我 们 就 得 到 闭路 a(t) 在 M 
中 的 到 点 zj 的 一 个 同 伦 . 于 是 , 同 态 f 是 群 ri(M, zi) 到 xi(N,yo) 中 的 钳 入 ( 同 
态 ). z 

根据 定理 17.3， 如 果 选 取 始 点 为 zk = 37(0) 和 终点 为 zj = (1) 的 路 径 了 人 
并 令 a 己 芳 (a) = 71a7， 则 就 实现 了 Ai(M,z;) 的 元 到 ri(M,zk) 的 元 的 转换 
(a En(M,2)), 则 这 (Qa) €E Ai(M,zk)). 在 NN 中 的 射影 1 的 ) 给 出 一 条 闭路 y(t) = 
f(3(#)), 它 代 表 了 群 mj (N, yo) 中 的 一 个 元 , 且 o(Y) : zj 局 rk. 显然 , 应 用 射影 f, 后 ， 
这 种 转换 就 成 为 一 个 同 构 fri(M, zj) 一 fi(M, zk), 其 法 则 为 


f(a) 一 7y f(a)y € frTi(M, zk), 


其 中 f(a) € Am(M,zi)， 因 为 这 个 结论 对 任意 的 满足 o(Y) 将 zj 映射 为 zk 的 
YY & Xi1(N,yo) 都 成 立 , 定理 得 证 . 口 

习题 

19.1. 证 明 : 对 任意 流 形 N 的 基本 和 群 ri(N) 的 任意 子 群 fH 存在 覆 登 f : M 一 
N 且 /Am(M) = 五 ; 特别 有 , 每 个 连通 流 形 存 在 万 有 入 符 . 

19.2。 证 明 : 如 果 对 于 流 形 N 上 的 履 琵 1: M 一 NN,f':M’' 一 N, 群 fm(M) 
和 f'x1(M') 重合 , 则 这 两 个 办 又 等 价 ( 即 存 在 同 胚 yp : M 一 M' 使 得 f' op = 了). 

注 这 两 个 习题 中 ,“N 是 流 形 ”这 个 条 件 可 以 大 大 地 放松 . 例如 , 像 我 们 已 经 
看 到 的 , 8 字形 及 一 个 圆周 和 一 个 2 维 球面 所 成 的 球 束 这 样 的 空间 都 存在 万 有 和 窗 合 
( 见 图 58 和 图 59). 

定理 19.3. 如 果 和 覆 符 f : M 一 N 由 一 个 M 一 M 的 自由 作用 的 离散 变换 群 

所 决定 , 且 流 形 (空间 ) M 是 单 连通 的 ( 即 rj(M) = 1), 则 


T1(N, yo) Ss 


证 明 我 们 选取 点 zo € f-1(yo) 并 建立 纤维 广 !(yo) 中 的 点 (它们 形 如 g(xo)， 
g € ) 和 和 群 x (N, yo) 的 元 之 间 的 双方 一 一 对 应 . 为 此 , 将 点 zo 取 为 履 秋 路 径 的 
起 点 , 我 们 覆 倒 任意 的 路 径 7 e ri(N,yo)， 禾 合 路 径 的 终点 位 于 上 感 Zi 关 xo, 且 
0(Y1) : To rm T1. 设 元 g1 ET 使 得 91(Z0) = Z1. 我 们 建立 对 应 ?1 一 91， 这 个 对 应 
是 双方 一 一 的 (如 果 一 gm 一 91, 则 Yi 12 使 得 o(y71y2) : zo 忆 xo; 因此 , 由 
MM 的 单 连通 性 和 定理 19.2, 路 径 yi 与 yo 是 同 伦 的 ). 上 面 所 建立 的 双方 一 一 的 对 应 
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也 X(N) 保持 两 个 群 中 的 乘法 , 因为 o 是 X(N, yo) 的 同 态 且 o(y;) 在 纤维 上 的 
作用 完全 重合 于 对 应 的 元 ge 也 在 纤维 上 的 作用 . 定理 得 证 . 口 

我 们 将 定理 19.3 推广 到 和 履 释 空间 不 是 单 连通 的 情形 

定理 19.4. 如 果 禾 生 f : M -NN 是 正则 的 , 即 它 由 M 一 M 的 一 个 自由 作用 

的 离散 变换 群 所 决定 (“ 主 纤 维 从 ”), 则 纤维 下 = f-1(wyo) 的 置换 群 重合 于 

作用 在 纤维 F 上 的 单 值 群 rc(ri(N,yo)). 此 时 fri(M,z;) 是 群 (NN,yo) 的 正 

规 子 群 , 且 单 值 群 (“离散 和 乐 群 ") 重 合 于 商 群 my (N, yo)/fTi(M,zj), 其 中 zj; 是 

纤维 玉 中 的 任意 点 . 

证 明 和 群 卫 与 单 值 群 重合 可 以 通过 与 定理 19.3 的 证 明 完全 相同 的 论证 推出 . 还 
可 建立 群 了 的 元 , 纤维 已 的 点 及 群 o(xi(N, yo)) 的 元 之 间 的 对 应 关系 . 由 此 导出 , 像 
fa(M,zi) 个 依赖 于 所 zj e FF, 因而 由 定理 19.2, 它 是 ri(N,y) 的 一 个 正规 子 群 . 
由 单 值 的 定义 , 纤维 FF 作为 集 重合 于 ri(N,yo)/jsri(M,zi). 在 所 给 的 情形 , 书 s 卫 
且 正 是 群 zi(N,yo)/fri(M,zx;), 重合 于 单 值 群 . 定理 得 证 . 口 

习题 19.3. 证 明 : 对 于 一 般 的 ( 非 正 则 的 ) 覆 和 又 , 单 值 群 同 构 于 关于 正规 子 群 
P=/; fri(M, 27;) 的 商 群 zi(N, yo)/P. 

例 19.1. a) ma(S1) ~ 也 作为 R! 一 R! 的 移动 距离 为 整数 的 运动 作用 在 Ri 
上 ,因为 9: 是 由 离散 群 了 = 2 的 作用 定义 的 覆 矣 R1 一 51 的 底 空 间 . 

b) 当 n > 1 时 , ri(RP") ~ 2Z2, 因为 存在 覆 琵 9" 一 信 Pn", 群 卫 ~Z. 了 的 非 零 
元 是 球面 9"” C R"*+! 上 的 映射 zx 一 -zx ( 当 n >1 时 5" 是 单 连 通 的 , 见 例 18.3). 

c) ri(T") ~ Zr, 因为 存在 万 有 柳 稚 Rn" 一 Tn, 群 忆 是 按 整数 向 量 的 平行 移动 
( 见 例 18.4). 

d) mi(K?) 有 两 个 生成 元 五 和 ,它们 满足 关系 式 


T; TIToT = 


这 是 因为 存在 覆 蚕 R? _，K2, 而 群 由 运动 T(z) = (zy 4 Dz) = (z+ 
5,- 切 生成 ( 见 例 18.5) 


e) mi(S1v 51) 是 具 两 个 生成 元 的 自由 群 . 可 借助 于 在 例 18.7 中 描述 的 万 有 用 炙 
证 实 这 个 结果 . 类 似 地 可 以 证 明 & 个 圆周 所 成 的 圆 束 的 基本 群 x1(S1v...v S1) 是 具 
k 个 生成 元 的 自由 群 . 结果 , 形 如 RA\(zi U…U zk) (平面 中 移 去 个 点 zx1):… ,zh 
的 平面 区 域 的 基本 群 是 自由 群 , 因为 这 个 区 域 可 收缩 成 ( 即 同 伦 等 价 于 ) 贺 束 S1 v 
…V Sil(k 个 )， 

f) mi(S' v 52) ~Z 可 借 助 于 例 18.6 中 描述 的 万 有 覆 登 证 明 这 个 结果 . 空间 M 
由 一 条 直线 R! 及 在 它 的 整数 点 上 依附 着 的 球面 52,) 组 成 . 群 了 的 作用 是 在 直线 上 
移动 整数 距离 使 球面 52, 一 个 个 地 替换 . 回想 一 下 ( 见 817.5), 空间 S1V 5? 同 伦 等 价 
于 区 域 7 = Rs\5S1L, 如 果 圆 周 在 R3 是 不 打 结 的 (或 者 同 伦 等 价 于 Y = R3\(R1U zo)). 
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3. 最 简单 的 同调 群 


定义 19.1， 流 形 (空间 ) M 的 基本 群 关于 它 的 换 位 子 群 的 商 群 称 为 流 形 M 的 
一 维 同调 群 . 这 个 群 记 为 Hi(M): 


Hi(M)= mT(M)/r, nl. 


(这 里 [ri,mi] 表示 mm(M) 的 由 所 有 的 “ 换 位 子 ”aba-16-1,a,b < mi(M), 生 

成 的 子 群 .) 群 五 (M) 中 的 群 运算 法 则 用 加 法 表示 , 在 同 态 ri 一 Hi 之 下 : 

a [a],ab [a] + 9. 

考察 流 形 N 上 的 闭 1- 形式 的 积分 . 如 果 形 式 w 是 闭 的 , dw = 0, 则 w 沿 始 终 
斥 均 为 yo 的 闭路 7 的 积分 对 所 有 的 同 伦 闭路 都 是 同一 个 值 . (为 证 明 这 个 结论 只 需 
对 闭 形式 和 N 中 由 路 径 yi U yz! 围 成 的 区 域 应 用 一 般 斯 托 克 斯 公式 ( 见 88.2) 即 
可 .) 结果 , 闭 形式 w 的 积分 产生 群 rm 上 的 一 个 线性 函数 : 


Sy 
了 


积分 的 一 些 显然 的 性 质 表 明 


由 此 导出 这 种 积分 是 群 Hi(N) = A(N)/[m, rm] 上 实 值 或 复 值 的 线性 函数 , 而 熟知 
的 通过 “形变 周 线 ”的 方法 计算 积分 的 过 程 实际 上 就 是 用 在 同调 群 中 与 它 等 价 的 周 
线 替代 周 线 y. 

设 在 群 Hi(N) 中 存在 有 限 阶 挠 元 (“同调 类 ”) [y] e 到 (NN), 即 群 Hi(N) 中 的 
存在 整数 m( 关 0) 使 得 mm = 0 的 元 [y]. 则 对 于 闭 形式 w 积分 # w 等 于 零 . 


事实 上 ， 
w==m@w=0. 
mi{Yy] m] . 


因此 , ff w = 0. 


结 采 , 这 个 闭 形式 的 积分 可 以 定义 为 群 Hi(N) 上 的 线性 函数 , 疡 (N) 为 Hi(N) 
关于 它 的 挠 子 群 的 商 群 (这 个 积分 对 所 有 的 有 限 阶 元 都 等 于 零 )、 群 丘 (N) 称 为 化 
约 同调 群 . 

下 面 列 出 前 面 考 察 过 的 一 些 例子 的 同调 群 . 
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例 19.2. a) 对 平面 区 域 V = R2\(z1U.…U zp) : 群 m1(NN) 是 自由 群 , 而 群 
Hi(N) 没有 挠 元 且 同 构 于 自由 阿 贝尔 群 ( 格 ) Z*. 

b) 对 有 RP" : 群 ri (RP") 同 构 于 Zz, 群 Hi(RP") 也 是 Zo 而 群 刺 (RPn) 是 平 
凡 群 . 

c) 对 殉 菜 因 和 瓶 K? : 群 zm (K?) 同 构 于 具 两 个 生成 元 天,T 的 抽象 群 , 其 中 ,TT 
满足 关系 Ty TT2T = 1; 在 群 Hi1(K?) 中 这 个 关系 的 形式 为 


2[ 了 | 一 


因此 , 在 扩 (K?) 中 , 元 不 ] ~ 0, 结果 , Hi(K?) ~ Za 罗 Z 而 志 (K2) 同 构 于 2 

于 是 , 闭 形式 的 积分 给 出 了 化 约 同调 群 Hi(N) 上 的 一 个 实 值 或 复 值 的 线性 函 
数 . 

有 时 候 , 其 他 值 的 线性 函数 是 有 用 的 , 例如 所 谓 的 “特征 ”, 它 的 值 为 按 1 取 模 的 
实数 , 即 取 值 于 S1. 此 时 群 HH1(N) 已 不 够 用 , 必须 考虑 整个 同调 群 Hi(N). 一 个 例 
子 是 定 癌 同 态 

o :Ti(N) = (+1) ~ Z» 


( 见 817.6), 这 里 对 每 个 路 径 类 7 e ri(CV), 像 o(Yy) 或 者 等 于 +1, 或 者 等 于 -1, 取决 
于 当 沿 7 移动 时 保持 定向 还 是 颠倒 定向 . 对 于 及 P2 和 K? 这 个 同 态 是 非 平凡 的 , 对 
所 有 的 不 可 定 问 流 形 也 是 如 此 ( 见 817 末尾 ). 
a) 对 于 有 RP?, 我 们 有 ri ~~ 2Z2,0(Y) = 一 1, 当 > 尖 1. 
b) 对 于 K?, 群 ri( 天 2) 由 元 TI 和 Ts 生成 , 且 在 HL(K?) 中 , 2 了] = 0. 定向 同 
态 是 这 样 的 : 
oD)=+1, o(D)= 一 1， 


一 个 打 结 圆周 在 有 3 中 的 补 集 的 基本 群 的 计算 将 在 后 面 给 出 ( 见 826). 
习题 


19.4. 可 定 问 闭 曲面 Ms ( 带 9 个 柄 的 球面 ) 可 以 通过 将 4g 边 形 的 对 边 成 对 地 
等 同 得 到 ( 见 图 61, 此 时 dg 一 2). 证 明和 群 fl(242) 由 生成 元 a1,b1,: , Qg, bg 及 关系 


9 
[oibiai bi!=1 
i=1 


给 出 . 

19.5、 不 可 定向 曲面 N? 可 以 如 图 62 (对 /= 2 的 情形 ) 所 示 粘 合 而 成 . 证 明 
XT1( 和 2) 由 生成 元 c1,… ,cp 和 关系 cc ec = 1 给 出 . 

19.6. 计算 曲面 M2 的 单位 切 从 的 基本 群 ( 见 87.1). 
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al 
aibiai ‘bi !a2bya7 'b7'=1 ctc?=1 


图 61 图 62 


$20.， 罗 巴 切 夫 斯 基 平 面 的 离散 运动 群 


在 前 面 ( 卷 1, 820) 我 们 描述 了 欧 几 里 得 平面 的 离散 运动 群 和 三 维 欧 几 里 得 空 
间 中 的 离散 旋转 群 .我 们 指出 了 这 些 群 与 平面 及 空间 上 的 晶 格 之 间 的 密切 联系 . 对 
于 具 标准 度量 的 罗 巴 切 夫 斯 基 平 面 ( 见 卷 1 810.1) 的 离散 运动 群 可 以 进行 类 似 的 分 
类 . 本 节 中 我 们 将 描述 这 种 分 类 , 但 由 于 其 论证 比 欧 几 里 得 平面 的 情形 远 为 复杂 , 我 
们 省 略 了 证 明 . 三 维 罗 巴 切 夫 斯 基 空 间 的 离散 运动 群 的 描述 是 一 个 更 为 复杂 的 问题 ， 
我 们 在 这 里 不 去 涉及 它 . 

我 们 对 罗 叫 切 夫 斯 基 平面 的 高 散 运 动 群 的 兴趣 来 自 于 这 些 群 与 二 维 闭 流 形 及 它 
们 的 基本 群 有 着 密切 的 关系 . 在 欧 几 里 得 的 情形 , 当 我 们 描述 二 维 曲面 时 注意 到 环 面 
可 以 表示 为 平面 ( 零 曲 率 空间 ) 关于 离散 运动 群 Z(a) @ Z(5) 的 商 空间 , 其 中 生成 元 
a 和 定义 按 向 量 (1,0) 和 (0,1) 所 作 的 平移 ( 见 $4.1, 818.2). 因为 这 个 群 自由 地 作 
用 在 及 2 上 , 它 同 构 于 环 面 的 基本 群 : ri(T2) ~ Z @ 2Z. 另 一 方面 , 球面 S2 则 不 能 表 
示 为 平面 关于 某 个 离散 群 的 作用 所 成 的 商 空间 . 这 与 球面 是 单 连通 流 形 且 它 的 高 斯 
曲率 是 正 的 这 两 个 性 质 有 关 . 还 可 发 现 , 其 余 的 定向 闭 曲 面 ( 即 亏 格 大 于 1 的 曲面 ) 
可 以 表示 为 罗 巴 切 夫 斯 基 平面 关 于 离散 群 的 作用 所 成 的 商 空间 , 这 个 离散 群 同 构 于 
该 曲面 的 基本 群 . 此 时 , 所 指出 的 离散 群 将 作为 标准 的 罗 巴 切 夫 斯 基 度 量 的 等 距 群 
的 子 群 作用 在 罗 巴 切 夫 斯 基 平 面 上 , 因而 商 空间 ( 群 的 作用 是 自由 的 且 无 不 动 点 ) 目 
动 地 具有 诱导 度量 , 其 曲率 为 负 常数 . (注意 , 在 环 面 的 情形 , 基本 群 Z @Z 也 是 作为 
等 距 群 的 子 群 作用 在 欧 几 里 得 平面 上 .) 

我 们 从 罗 巴 切 夫 斯 基 平 面 的 离散 运动 群 的 几何 分 类 着 手 , 并 将 这 个 群 与 罗 巴 切 
夫 斯 基 平 面 上 的 凸 多 边 形 联 系 起 来 . 


我 们 将 使 用 的 罗 巴 切 夫 斯 基 平 面 的 两 个 基本 模型 如 下 : ( 复 平面 上 的 ) 上 半 平 面 ， 
度量 为 d? - 虹 - ee 及 单位 圆 , 度量 为 df? 一 人 (上 述 的 这 些 度量 在 郑 


1, 810.1 中 已 引入 ) 回想 一 下 , 有 称 为 离散 变换 群 (在 我 们 的 情形 , 罗 巴 切 夫 斯 基 平 
面 的 离散 变换 群 ), 如 果 对 任意 的 一 对 点 z,y e Lz (我 们 用 Z2 表示 罗 巴 切 夫 斯 基 平 
面 ) 存在 这 些 点 的 开 邻 域 (例如 , 中 心 在 zx 和 y 的 圆 盘 ) 使 得 只 有 有 限 个 三 中 的 元 
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将 z 的 邻 域 变换 成 与 y 的 邻 域 有 非 空 交 的 集 . 我 们 总 假定 三 中 的 所 有 变换 都 是 罗 
巴 切 夫 斯 基 平 面 的 微分 同 胚 . 如 果 I 是 点 z 的 迷 向 子 群 ( 即 群 只 中 所 有 保持 点 z 
不 动 的 变换 全 体 所 成 的 子 群 ), 则 I 是 到 的 有 限 子 群 . 道 命题 也 是 对 的 : 如 果 也是 
罗 巴 切 夫 斯 其 平面 的 某 个 等 距 群 , 在 它 的 作用 下 所 有 的 轨道 都 是 离散 的 且 平 面 中 任 
意 一 点 的 迷 向 子 群 是 有 限 群 , 则 荆 是 离散 群 . 
定义 20.1， 设 也是 罗 巴 切 夫 斯 基 平 面 L 的 一 个 离散 变换 群 , 它 是 等 距 群 的 一 
个 子 群 . Ls 的 一 个 子 集 DD 称 为 群 也 的 基本 域 , 如 果 : 
(1) D 是 闭 集 ; 
(2) 子 集 D 的 像 (D) 重合 于 整个 罗 巴 切 夫 斯 基 平 面 ; 
(3) 由 集 y(D),Yy eT, 组 成 的 平面 Za 的 覆盖 使 得 平面 L2 的 每 一 点 都 有 一 
个 充分 小 的 仅 与 有 限 多 个 形 如 y(D) 的 集 相 交 的 邻 域 . 
(4) 其 本 域 DD 的 内 点 集 在 卫 中 的 不 同 于 单位 元 的 任意 变换 的 作用 下 的 像 与 
基本 域 的 内 点 集 不 相交 . 这 个 性 质 也 可 表述 如 下 : xy(Int D) 站 Int D = eyem 
且 Y 关 e, 这 里 Int D 是 域 D 的 内 点 集 (内 部 ), 即 Int D=D\6D, 而 6D 是 D 
的 边界 . 
容易 证 明 : 对 任意 一 个 离散 群 卫 , 可 以 取 到 一 个 具有 限 条 边 的 凸 多 边 形 作为 
的 基本 域 ( 试 证 之 !). 
我 们 的 目标 是 给 出 罗 巴 切 夫 斯 基 平 面 的 离散 运动 群 . 因为 我 们 已 经 弄 清楚 罗 巴 
切 夫 斯 基 平 面 的 等 距 群 同 构 于 SL(2, 民 )/Z2, 结果 , 这 个 任务 就 等 价 于 列 出 群 5L(2, R) 


中 的 离散 子 群 , 即 实 和 矩阵 群 ( ,) 中 的 离散 子 群 , 其 中 ad - he = 1. 我 们 回想 一 下 ， 


群 SL(2, 民 ) 是 如 何 作 用 在 L。 上 的 . 如 果 9 = ( 由 E SL(2, 民 ),z 是 罗 巴 切 夫 斯 基 
Cc 


Im z 


平面 [2 的 一 个 点 , Ls 实现 为 上 半 平 面 , 则 g() = 径直 9， 因 为 Im g(%) 一世 | 


所 以 Lz 在 这 些 变换 下 仍 变 为 本 身 . 立即 可 验证 这 种 类 型 的 变换 都 是 5。 的 等 距 变 
换 . 因此 , 群 SL(2, RR) 同 态 地 映射 到 Ls 的 等 距 群 中 , 这 个 映射 的 核 是 群 SL(2, 有 R) 的 
中 心 { 土 1} = Zz, 而 像 则 是 Ls 的 等 距 群 的 单位 元 的 连通 分 支 ; 结果 , 这 个 分 支 同 构 
于 商 群 SL(2, R)/2Z，. 

离散 地 作用 在 罗 巴 切 夫 斯 基 平 面 上 的 群 自然 地 出 现 于 一 维 复 解 析 流 形 的 分 类 问 
题 中 .任何 连通 的 复 解析 流 形 X 可 表示 为 X = XY/T, 其 中 多 是 单 连通 解析 流 形 
(万 有 和 莉 倒 ), 而 群 玉 则 作为 它 的 复 自 同 构 离 散 地 自由 作用 在 流 形 万 上 ; 因此 , 由 定 
理 19.3, 群 忆 同 构 于 流 形 X 的 基本 群 ri(X). 流 形 X 的 所 有 这 种 类 型 的 表示 中 的 
群 荆 在 的 自 同 构 群 中 是 彼此 共 轿 的 . 

可 以 证 明 , 除 相 差 一 个 双全 纯 等 价 外 , 连通 且 单 连通 的 一 维 解析 流 形 只 有 3 种 ， 
即 : 1) 射影 直线 CP!, 即 一 维 复 射影 空间 ; 2) 仿 射 直线 C1, 即 复 变 量 z 的 平面 ; 3) 复 
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平面 上 的 单位 圆周 的 内 部 {zlz € C,|z| < 1}. 
于 是 , 所 提 到 的 任务 (一 维 复 流 形 的 分 类 ) 化 为 决定 在 上 面 列 出 的 3 种 流 形 上 高 
散 地 自由 作用 的 自 同 构 群 . 我 们 假定 变换 群 是 复 解析 变换 , 即 流 形 X 上 复 结构 
的 自 同 构 . 
命题 1) 流 形 CP! 的 任何 自 同 构 总 有 不 动 点. 
2) 流 形 Cl 的 离散 自由 作用 的 使 得 流 形 C1/T 是 紧 流 形 的 自 同 构 群 由 移 
动 z 忆 z 十 a 组 成 , 其 中 a 取 遍 C1 上 某 个 2 维 格 中 的 癌 量 . 


3) 单位 圆 盘 的 所 有 自 同 构 形 如 : z 9 二 一 2， 其 中 jg| = 1,|a| < 1; 特别 ， 


1 一 Cz- 
这 个 自 同 构 群 是 庞 加 莱 模 型 中 的 罗 巴 切 夫 斯 基 度 量 的 (保持 定向 的 ) 运动 群 . 
设 X = 72 是 罗 巴 切 夫 斯 基 平 面 , P 是 Lo 的 任意 的 离散 运动 群 . 再 设 D 是 作为 
的 基本 域 的 凸 多 边 形 (基本 多 边 形 ). 考察 形 如 {7(D)} 的 多 边 形 , y e T; 它们 彼此 
不 会 重 登 ( 见 前 面 所 述 ) 且 覆 盖 整 个 罗 巴 切 夫 斯 基 平 面 . 罗 巴 切 夫 斯 基 平面 的 这 种 多 
边 形 分 割 中 的 元 通常 称 为 “ 棋 格 ”. 两 个 棋 格 称 为 是 邻接 的 , 如 果 它 们 的 交 是 一 维 子 
集 , 即 平面 上 的 一 条 曲线 . 可 以 假定 : 如 果 Di 和 D。 是 两 个 邻接 的 棋 格 , 则 Di 门 DD。 
是 这 两 个 多 边 形 的 公共 边 . 为 做 到 这 一 点 , 只 要 在 基本 多 边 形 中 添加 铝 干 个 顶 反 , 在 
这 些 顶 点 处 的 角 等 于 r; 借助 它们 可 以 做 到 使 任何 两 个 邻接 棋 格 的 交 恰 是 它们 的 公 
共 边 (图 63). 对 于 棋 格 (基本 多 边 形 ) D 的 任意 一 条 边 a, 存在 唯一 的 棋 格 Pi 与 D 
邻接 于 a; 此 时 可 通过 应 用 变换 ye 卫 由 厂 得 到 棋 格 Di; 我 们 将 这 个 变换 用 7(a) 
表示 . 因为 变换 y(a) 将 D 变 为 D1, 随 之 就 存在 某 条 边 a e D 使 得 y(a)a’ = a. 由 
此 我 们 有 >(e') = 7(a)-1 特别 有 a” = (o)' = a (图 64). 


ym) Dla’ D alyap=Di 


添加 的 顶点 


图 63 图 64 


我 们 对 每 一 条 边 a 指定 在 所 提 到 的 映射 下 与 它 对 应 的 边 a', 这 就 产生 了 基本 域 
D 的 边 所 成 的 集中 一 个 对 合 变换 ( 即 作 用 二 次 后 成 为 恒 等 变换 的 变换 ). 当然 , 可 能 出 
现 w = a 的 情形 ,于 是 (y(a))? = e, 而 结果 y(a) 或 者 是 基本 域 D 关于 边 a 的 反射 ， 
或 者 是 基本 域 D 关于 边 a 的 中 点 的 旋转 ,旋转 角 等 于 r, 由 此 推出 下 面 的 引 理 . 

引 理 20.1. 棋 格 y1(D) 和 y2(D) 是 邻接 的 当 且 仅 当 yo = 7iy(a)， 

棋 格 的 序列 D = Do, D1,… , Dk 称 为 棋 格 链 , 如 果 棋 格 D;_! 和 D; 是 邻接 的 ， 
i 二 1,2,.… ,k， 对 棋 格 Di, 存在 唯一 的 运动 y; e 卫 使 得 yD = Di. 与 之 相 联系 就 
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有 基本 多 边 形 D 的 边 到 D; 的 边 上 的 诱导 映射 ; 结果 , 棋 格 D; 的 边 也 可 以 用 多 边 形 
Do = D 的 边 表 示 . 

在 棋 格 链 D = Do, D1,… ,Dk ( 设 Di = yDo) 中 , 多 边 形 D;_1 和 D; 是 邻接 
的 , 因此 由 引 理 20.1 有 Yi; = 34-_17Y(ai), 其 中 ai 是 DD 的 某 条 边 ; 依次 连续 地 应 用 这 
个 公式 , 我 们 得 到 yi = YY(a1)yY(a2)…7Y(ax), 其 中 a1,a2,… ,ak 是 D 的 边 的 某 个 有 
限 序列 . 因此 , 一 个 棋 格 链 就 对 应 了 DD 的 边 的 一 个 序列 . 因为 对 每 一 个 棋 格 万 都 存 
在 一 个 从 D 开始 到 D 结束 的 棋 格 链 , 这 就 证 明了 

定理 20.1.。 群 由 元 yY(a) 生成 , 这 里 a 取 遍 基本 多 边 形 的 所 有 的 边 . 


现在 我 们 给 出 这 个 群 中 关系 的 几何 描述 . 设 y(a1)…xy(ak) = e; 考察 对 应 的 链 ; 
于 是 它 的 最 后 一 个 元 将 是 棋 格 D 本 身 一 一 原来 的 基本 多 边 形 (图 65). 因此 , 在 群 
有 中 的 这 个 关系 对 应 于 一 个 闭 棋 格 链 , 它 通常 称 为 循环 . 形 如 y(a)y(a') = e 的 关系 
称 为 第 1 型 基本 关系 . 这 些 关 系 生成 链 Do, Di, Do. 

考察 棋 格 D 的 某 个 顶点 及 所 有 包含 这 个 顶点 的 棋 格 ; 于 是 这 些 棋 格 的 序列 形成 
一 个 循环 (图 66). 这 种 循环 称 为 第 2 型 基本 循环 , 对 应 于 它们 的 关系 称 为 第 2 型 基 
本 关系 . 可 以 证 明 这 两 种 基本 型 关系 已 足以 有 效 地 决定 整个 群 (我 们 不 去 证 明 它 ). 


图 65 图 66 


定理 20.2. 第 1 型 和 第 2 型 基本 关系 组 成 一 个 决定 离散 群 的 生成 元 7(a) 
的 群 论 中 关系 集 , 即 每 一 个 关系 都 是 它们 的 群 论 推 论 . 


我 们 完整 地 刻画 了 罗 巴 切 夫 斯 其 平 面 的 任意 的 保持 定 疝 的 离散 运动 群 的 结构 
(这 样 的 群 称 为 富 克 斯 群 ). 

现在 考察 逆 问 题 : 如 何 根据 给 定 的 基本 多 边 形 (基本 域 ) 重建 离散 群 . 设 在 罗 
巴 切 夫 斯 基 平 面 上 给 定 一 个 具有 限 条 边 但 无 无 穷 远 顶 点 的 凸 多 边 形 . 这 意味 着 这 个 
多 边 形 可 以 是 无 界 的 ,“ 向 外 延伸 至 无 穷 ”( 例 如 见 图 67). 因为 绝对 形 ( 即 边界 圆周 ) 
的 扣 不 属于 罗 巴 切 夫 斯 其 平面 , 所 以 当 直 线 , 如 图 67 中 直线 4B 那样 , 向 外 延伸 至 
绝对 形 时 , 我 们 认为 多 边 形 不 具有 位 于 无 穷 远 处 的 顶点 . 另 一 方面 , 如 果 两 条 直线 向 
外 延伸 至 无 穷 且 击 中 绝对 形 上 同一 个 点 (图 68), 则 我 们 说 多 边 形 具有 无 穷 远 顶 点 . 

还 可 能 在 某 个 顶点 处 多 边 形 的 角 等 于 7. 
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图 67 图 68 


设 已 给 定 这 个 多 边 形 的 边 的 一 个 对 合 置换 : a 一 a'， 则 对 任意 一 条 边 a 存在 
唯一 的 运动 yY(a) 使 得 y(aja' = a,Y(a)jD[D = a. 再 设 下 列 两 个 条 件 成 立 : 1) 
7Y(a)7Y(a') = e, 2) 对 多 边 形 D 中 任意 的 一 个 顶点 4 存在 这 样 的 边 的 序列 a1,… ,ak 
使 得 7Y(al)7(az)…?7(ak) = e 且 多 边 形 序列 


D, Ya1)D, Taij7taa) ,Ya1) :7y(ar)D 


形成 围绕 这 个 顶点 4 的 在 下 面 的 意义 上 的 一 个 回路 , 即 它们 全 体 都 包含 顶点 4 且 
这 个 链 的 每 个 元 都 与 它 前 面 一 个 元 邻接 ; 此 外 , 它们 不 重 到 并 一 起 覆盖 了 顶点 4 的 
某 个 邻 域 . 对 于 适当 的 离散 群 的 存在 , 这 些 条 件 无 疑 是 必要 的 , 其 实 还 是 充分 的 (我 
们 也 略 去 其 证 明 ): 

定理 20.3， 如果 上 面 指出 的 条 件 1), 2) 成 立 , 则 运动 y(a) 生成 罗 巴 切 夫 斯 基 

平面 的 一 个 离散 运动 群 , 这 个 群 以 区 域 D 作为 基本 域 . 

考察 一 个 最 简单 的 例子 . 

例 20.1. 设 D 是 一 个 多 边 形 , 一 般 不 具有 顶点 (例如 , 见 图 69)， 考 察 运动 
7Y(Q).7Y(@), 它们 满足 7(a)a' = a,7Y(a)7(a') = e,7Y(a)jD 门 D = a. 这 种 运动 一 定 存在 : 
对 给 定 的 直线 1,L 总 存在 一 个 等 距 , 它 交 换 ! 和 !' 且 将 取 定 的 由 ! 决定 的 一 个 半 平 
面 变换 为 由 决定 的 一 个 半 平 面 . 这 个 运动 生成 等 距 群 的 一 个 离散 子 群 . 如 果 这 个 
无 顶点 多 边 形 不 存在 与 自身 对 应 的 边 , 则 所 得 的 这 个 离散 子 群 显然 是 自由 群 . 另 一 
方面 , 如 果 存 在 一 条 边 与 自身 对 应 (如 图 69 上 所 示 ), 则 产生 群 的 一 个 非 平 凡 关系 . 

如 果 所 有 的 边 都 与 自身 对 应 : 对 任意 边 oo' = a, 则 群 由 反射 生成 (y(a) 是 关于 
边 a 的 反射 ). 这 个 群 的 元 的 阶 数 为 2. 

现在 考察 基本 多 边 形 包含 无 穷 远 顶 点 的 情形 (其 余 的 顶点 是 有 限 的 , 即 有 有 限 
多 个 顶点 ). 设 D 是 这 样 的 一 个 有 限 多 边 形 , a 一 a' 是 它 的 边 的 一 个 对 合 变换 ; 7y(o) 
是 罗 巴 切 夫 斯 基 平 面 的 运动 使 得 y(a)a' = ai7(o)D 门 D = aiy(o)7(ao) =e. 设 A 是 
D 的 任意 一 个 顶点 , 于 是 由 图 70 可 看 出 边 的 序列 ai, ,av 是 如 何 得 到 的 . 此 
外 , 当然 也 产生 一 个 顶点 的 序列 , 因为 顶点 4 在 所 指出 的 变换 下 会 移动 . 于 是 , 我 们 
有 两 个 序列 : ala2,…: 和 4, hi, 42,… (这 里 4; 是 顶点 4 在 映射 y(a1) 下 的 像 , 等 
等 ). 这 两 个 序列 称 为 顶点 A 生成 的 序列 . 因为 所 考察 的 多 边 形 是 有 限 多 边 形 ( 即 有 
有 限 多 条 边 , 见 上 ), 所 以 这 两 个 序列 包含 有 限 多 个 元 且 它 们 都 是 周期 的 . 设 p 是 边 
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序列 的 周期 中 最 小 的 一 个 ; 于 是 , 数 p 也 是 顶点 序列 4, 41, 42,… 的 周期 ; 数 p 称 为 
顶点 4 的 周期 . 


图 69 图 70 


这 两 个 序列 可 能 延 拓 至 另外 的 边 , 因为 它们 是 由 群 中 元 的 作用 生成 的 . 不 过 , 用 
期 性 当然 是 保持 的 . 

设 p 是 顶点 4 的 周期 . 这 意味 着 , 顶点 序列 包含 重合 于 4 的 顶点 4 我 们 称 顶 
所 Ai, 42,… ,Ap_1 组 成 一 个 (由 顶点 4 生成 的 ) 顶点 循环 . 当然 , 这 一 切 也 可 以 对 
于 无 穷 远 顶 反 实 施 . 

现在 假定 运动 y(a) 生成 一 个 离散 群 以 多 边 形 D 作为 基本 形 . 设 4 是 多 边 形 的 
普通 顶点 ( 即 不 是 无 穷 远 顶点 ); 于 是 , 环绕 顶点 4 的 棋 格 链 必 须 是 闭 的 , 因而 存在 自 
然 数 m 使 得 [y(a1)y(a2)…7Y(ap)]” = e. (周期 p 可 能 还 不 足以 穷尽 环绕 顶点 4 的 
棋 格 , 因为 顶点 4 在 上 述 类 型 的 运动 下 重 回 原来 的 位 置 并 不 能 保证 我 们 已 穷尽 所 有 
邻接 于 顶点 4 的 棋 格 .) 

数 m 称 为 顶点 4 的 重 数 (不 要 A ld 此 外 , 为 了 环绕 顶点 4 一 


次 , 必须 成 立 下 面 的 条 件 : PA )= 一 一 , 其 中 Lh; 是 多 边 形 在 顶点 A; 处 的 角 的 大 


小 . 如 果 要 求 变 换 ee | 保持 定向 , 则 从 上 面 指出 的 关于 角 的 关系 
式 可 推出 关系 (al)7(az)…:?7(ap)j 灾 = e. 容易 验证 对 应 于 同一 个 链 (或 反方 向 环绕 
顶点 4 得 到 的 回路 ) 的 其 他 顶点 的 这 种 关系 都 是 等 价 的 . 对 于 无 穷 远 顶点 , 根本 没 
有 环绕 它 的 回路 (这 是 显然 可 见 的 ), 于 是 , 也 不 存在 这 种 关系 . 但 是 成 立 

引 理 20.2. 对 于 无 穷 远 点 , 变换 y(a1)y(az)…7Y(ap) 是 抛物 运动 , 即 对 应 于 这 


个 (线性 分 式 ) 变换 的 二 阶 实 系数 矩阵 相似 于 矩阵 ( 


(回想 一 下 ( 见 卷 1, 813.2), 在 罗 巴 切 夫 斯 基 平 面 的 克 莱 因 模型 中 , 保持 定向 的 运 
动 是 线性 分 式 变换 z (az 二 了)/(cz 十 d), 其 中 a,b,c,d 是 实数 且 ad - bc = 1.) 上 面 
列举 的 使 给 定 的 多 边 形成 为 离散 群 的 基本 域 的 必要 条 件 其 实 也 是 充分 条 件 . 精确 地 
说 , 成 立 下 面 的 

定理 20.4.。 设 给 定 一 个 有 限 多 边 形 D 及 它 的 边 的 一 个 对 合 置换 , 并 设 对 每 一 

条 边 a 给 定 运动 y(a) 使 得 (y(a)D) 门 D = a. 再 设 对 这 个 多 边 形 的 每 个 顶点 


4 成 立 条 件 > (24 - 一 且 变 换 [y(a1)…Y(as)" 保持 定向 (回想 一 下 , 由 
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此 可 推出 关系 [y(ai1)…7Y(ap)]” = e)， 进 一 步 假定 对 任意 的 无 穷 远 顶 点 , 变换 

JY(Q1)…7Y(ap) 是 罗 巴 切 夫 斯 基 平 面 的 抛物 运动 . 于 是 , 由 所 有 的 元 y(a) 生成 的 

群 是 离散 的 且 D 是 它 的 基本 域 (基本 多 边 形 ). 

例 20.2， 由 反射 生成 的 群 (图 71, a)). 此 时 顶点 4 的 周期 等 于 2, 它 的 重 数 等 
于 m. 


b ma B, 


al) b) 


例 20.3。 由 旋转 生成 的 群 (图 71, b)). 设 24。 = <, ms 为 正 整数 ; 设 交 于 顶 


9 
Ms 


点 A 的 边 是 等 长 的 . 假定 (4Bi) = 如, 设 是 围绕 项 点 4。 顺 时 针 方 向 转动 名 


为 - 的 旋转 . 则 定理 20.4 的 条 件 满足 , 因此 我 们 得 到 一 个 离散 群 . 这 个 群 有 关系 
如 下 : 对 顶点 4。 关系 形 为 ym = 6; 对 顶点 5。 关系 等 价 于 (yy2:…… Yk)" = 
注意 , 在 欧 几 里 得 平面 中 , 这 样 的 多 边 形 为 数 不 多 , 因为 成 立 关系 式 > 0 


工 = 大 一 1, 由 此 导出 < 4 (证 明 略 去 ), 而 在 罗 巴 切 夫 斯 基 平 面 上 这 样 的 多 边 形 (从 


MA 


而 这 样 的 离散 群 ) 却 无 限 多 . 
例 20.4， 考 察 罗 巴 切 夫 斯 基 平 面 上 的 4k 边 形 , 如 图 72, a) 所 示 . 假定 它 的 所 
有 角 之 和 等 于 2r 且 对 每 个 i, 边 ui 与 边 a! 等 长 , 边 b; 与 边 bt 等 长 . 则 有 
命题 20.1。 由 条 件 ai : ai 一 ao Bi :太一 以 唯一 决定 的 罗 巴 切 夫 斯 基 平 面 上 保 
持 定向 的 运动 o, 6, 生成 一 个 离散 群 , 它 无 不 动 点 且 满 足 关 系 


-12-1 | 
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并 以 这 个 给 定 的 多 边 形 为 基本 多 边 形 . 

这 个 群 同 构 于 亏 格 为 k 的 黎 曼 面 , 即 具 & 个 柄 的 球面 的 基本 群 , 而 这 个 多 边 形 
则 给 出 了 这 个 黎 曼 面 的 规范 表示 (见习 题 19.4). 由 此 及 由 离散 群 的 自由 作用 给 出 的 
覆 和 侄 定 义 ( 见 $18.4) 我 们 得 到 

推论 1 亏 格 g > 1 的 闭 定向 曲面 的 万 有 和 覆 倒 ( 具 9 个 柄 的 球面 My ) 是 罗 巴 切 

夫 斯 基 平 面 . 
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习题 20.1， 证 明 : 如 果 在 例 20.4 中 用 图 72, b) 替代 图 72, a), 则 得 到 同一 个 曲 
面 . 


最 后 , 我 们 不 加 证 明 地 叙述 一 个 关于 离散 群 的 有 限 性 定理 . 
定理 20.5. 罗 巴 切 夫 斯 基 平 面 的 离散 运动 群 的 每 一 个 具有 限 面 积 的 凸 基本 多 
边 形 仅 有 有 限 多 条 边 (如 果 有 通 向 无 穷 远 的 边 , 它们 也 只 有 有 限 多 条 ). 


现在 我 们 转向 考察 所 谓 的 默 比 乌 斯 群 以 及 线性 分 式 变 换 的 分 类 . 

我 们 从 黎 曼 球面 CP1 兰 CUfeol 兰 52, 即 扩充 复 平面 上 的 线性 分 式 变换 着 手 . 
( 具 复 系数 的 ) 非 退 化 的 线性 分 式 变换 全 体 组 成 一 个 群 ， 有 时 候 称 它 为 默 比 乌 斯 群 . 
在 文献 中 用 “M6b” 表 示 . 下 面 的 同 构 是 显然 的 :M56b 兰 SL(2, C)/{ 土 1} (矩阵 土 1 由 
群 SL(2,C) 的 中 心 组 成 )， 由 着 尔 当 规范 形式 的 理论 熟知 , 群 SL(2, C) 中 的 任意 一 


个 矩阵 o 共 辐 于 下 列 答 阵 之 一 : 1 (0 中 对 应 于 变换 z -~ z+ (和 == 土 ]) 


0 4 
在 第 二 个 情形 , 如 果 |c| = 1 则 称 为 椭圆 运动 , 如 果 ce 了 玉 且 ce>0 则 称 为 双 曲 运动 ; 
在 所 有 其 余 情形 , 则 一 般 统 称 为 斜 驶 变换 . 恒 等 变换 不 在 这 个 分 类 中 . 这 些 术 语 也 适 
用 于 (所 指出 形式 的 ) 矩阵 以 及 用 这 些 和 矩阵 表示 的 群 M6b 中 的 元 . 如 果 选 取 变 换 o 
的 一 个 表示 ( 即 某 个 矩阵 ) 使 得 det o = 1, 则 成 立 下 面 的 
引 理 20.3. 设 ce SL(2,C),o 关 土 1. 于 是 , 矩阵 o 是 : 
1) 抛物 的 当 且 仅 当 Tr o = 土 2; 
2) 椭圆 的 当 且 仅 当 Tro eR 且 |Tr ol < 2; 
3) 双 曲 的 当 且 仅 当 Te 了 ,IT el > 2; 
4) 斜 驶 的 当 且 仅 当 Tr cg 下. 


2) {* "| C >) 对 应 于 变换 z ，， cz， 在 第 一 个 情形 , 变换 o 称 为 抛物 运动 
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和 a + d 是 通常 的 矩阵 的 迹 


由 这 个 引 理 显然 可 见 群 SEC(2, 了 R) 不 包含 斜 驶 元 . 我 们 用 变换 的 不 动 点 来 给 出 群 
SL(2, 恨 ) 中 元 的 特征 . 我 们 注意 到 SL(2, 民 ) 中 不 同 于 恒 等 元 1 的 变换 (作为 SL(2, ©) 
中 元 ) 在 扩充 复 平 面 上 有 2 个 不 动 点 , 这 两 个 不 动 点 可 能 重合 . 

引 理 20.4， 设 ce SL(2, 民 ),o 关 土 1. 则 和 矩阵 c 是 : 

1) 抛物 的 当 且 仅 当 c 在 扩充 直线 及 LU{ee} 上 恰 有 一 个 不 动 点 ; 
2) 椭 贺 的 当 且 仪 当 o 在 上 半 平 面 互 = {2 ecClIm z > 0} 上 有 一 个 不 动 点 

而 第 二 个 不 动 点 则 在 下 半 平 面 上 ; 

3) 双 曲 的 当 且 仅 当 o 在 扩充 直线 民 ( {coo} 上 有 2 个 不 动 点 . 


设 卫 是 群 SL(2, 民 ) 的 离散 子 群 . 于 是 , z e 万 称 为 群 一 的 椭圆 点 , 如 果 存 在 变 
换 o e 本 使 得 o(z) = z, 这 里 o 是 椭圆 元 . 类 似 地 , 点 z E RUfeel 称 为 群 工 的 抛 
物 点 , 如 果 存 在 变换 re 也 使 得 7(z) = > 且 7 是 群 的 抛物 元 . 现在 列举 上 面 所 指出 
的 各 类 型 变换 的 一 些 最 简单 的 性 质 . 

(1) 双 曲 型 

a) 每 一 个 通过 一 个 双 曲 变换 的 两 个 不 动 点 的 圆周 在 此 变换 下 变换 为 自身 ; 圆周 
被 这 两 个 不 动 点 分 成 的 两 个 部 分 中 的 每 一 个 在 此 变换 下 也 变换 成 自身 . 

b) 通过 这 个 变换 的 不 动 点 的 圆周 的 内 部 变换 为 自身 . 

c) 每 一 个 与 通过 不 动 点 的 圆周 正 交 的 圆周 变换 成 另 一 个 这 样 的 圆周 . 

d) 不 动 点 关于 任何 一 个 与 通过 不 动 点 的 圆周 正 交 的 圆周 是 共 轧 的 .( 点 的 共 斩 
定义 如 下 : 两 个 点 4, B 关于 半径 为 R 中 心 在 点 O 的 圆周 是 共 斩 的 , 如 果 点 O, 4, B 
落 在 一 条 从 点 O 出 发 的 射线 上 且 IO4| :IOBI = R?) (这 里 点 的 共 轿 通常 称 为 点 的 反 
演 一 一 译 者 .) 

在 图 73 上 显示 了 两 系 上 述 的 圆周 并 指明 图 上 表明 的 圆周 系 将 平面 分 划 成 的 这 
些 区 域 的 变换 方式 , 每 一 个 画 上 细 线 的 区 域 按 箭头 的 方向 转换 成 后 面 的 (没有 细 线 
的 ) 区 域 . 


Cc 


a ( 


a 
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(2) 抛物 型 


a) 每 一 个 通过 抛物 变换 的 不 动 点 的 圆周 变换 成 与 它 相 切 于 不 动 反 的 圆周 . 
b) 存在 一 个 单 参数 圆周 族 , 它们 在 不 动 点 处 彼此 相 切 且 其 中 每 一 个 圆周 变换 成 


本 身 . 
c) 每 一 个 保持 不 变 的 圆周 的 内 部 变换 成 


自身 . 


在 图 74 上 指出 平面 在 抛物 变换 下 是 如 何 变换 的 . 每 一 个 画 上 细 线 的 区 域 在 抛 
物 变换 下 按 箭头 的 方向 转换 成 后 面 的 (没有 细 线 的 ) 区 域 


NS 


图 74 


(3) 椭圆 型 


6 


DAR 


AAA 


Wp 


> 


a) 连接 椭圆 变换 的 两 个 不 动 点 的 圆 弧 变换 成 连接 不 动 点 的 圆 绝 . 


b) 每 一 个 与 通过 不 动 点 的 圆周 正 交 的 贺 

c) 每 一 个 这 样 的 圆周 的 内 部 变换 成 自身 . 

d) 两 个 不 动 点 关于 每 一 个 与 通过 不 动 反 
的 圆周 正 交 的 圆周 是 共 辆 的 (图 75). 

在 结束 本 节 时 我 们 将 指出 罗 巴 切 夫 斯 基 
平面 的 离散 运动 群 的 一 些 具 体例 子 , 它们 的 
基本 域 为 角度 之 和 等 于 2r 的 4g 边 形 ( 见 前 
面 的 例 20.4)， 我 们 取 正 4g 边 形 (每 个 角 为 


作为 这 样 的 基本 域 , 它 的 中 心 取 在 , 例如 ， 


( 庞 加 莱 模 型 中 ) 单位 圆周 的 圆心 (图 76). 我 
们 将 这 个 4g 边 形 的 边 成 对 地 划分 成 组 , 每 两 
条 对 径 边 为 一 组 . 设 A1,:… , A2o 是 罗 巴 切 夫 
斯 基 平 面 的 “平移 ”, 每 一 个 将 对 径 边 组 中 两 
条 边 的 位 置 交 换 ( 见 图 76). 每 一 个 变换 Ak+1 


由 前 一 个 变换 4 的 “平移” 方向 旋转 ”一 > 


角 而 得 ( 即 借助 于 旋转 r 一 角 的 矩阵 B。 


周 变换 成 自身 . 
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共 轿 而 得 )， 这 些 变换 4],…… ,42v 满足 关系 
41…:42g4T1.…425 =e ( 试 证 之 !). 

容易 得 到 变换 41,… ,42v 在 SL(2, RR) 中 的 明确 的 矩阵 表达 式 (当然 , 已 经 在 上 
半 平 面 上 实现 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 ). 在 庞 加 菜 模 型 (z 平面 ) 和 克 莱 因 模型 (w 平面 的 
上 半 平 面 ) 之 间 的 变换 z = (1+iu)/(L 一 iw) 下 , 单位 圆周 的 中 心 变换 为 点 i; 因此 ， 
通过 选取 多 边 形 使 得 它 在 克 莱 因 模型 中 具有 一 条 垂直 于 虚 轴 的 边 , 我 们 可 以 假定 , 在 
这 个 实现 中 运动 4; 将 虚 半 轴 变 换 成 自身 . 于 是 , 它 的 形式 为 w Xu, 入 = el, 其 中 
1 是 内 角 为 5 的 三 角形 的 直角 边 长 的 2 倍 (这 由 图 76 明显 可 见 ). 这 条 边 长 
是 容易 计算 的 ; 对 于 数 1, 我 们 有 
cos B+ Veos 36 


nT 
{=2In = 
B Pp 4g 


( 试 证 之 !)， 如 所 说 , 矩阵 4>,… ,42 可 由 乱 阵 41 共 
辆 而 得 : 
Ax = By“t+1A1Bs, 


-一 角 的 矩阵 : 
g 


COS ak sin Re 
B= 4g 4g 
— sin ek COS se 
4g 4g 
最 后 , 我 们 得 到 


k+l {cos B+ veos 27 0 
4 cos a sin ) sin B 


—sinQ cosoa 0 sin B 


cos B+ Vecos 36 


k—1 
cos CQ sin a 20 一 工 
二 不 9 ， k=1,.:.. ,2g. 
一 Sn CC cos oa 4g 


其 中 Bo 是 围绕 上 扣 ;旋转 


习题 20.2， 证 明 : 具 生 成 元 A1,.… , 42。 和 关系 A1.… A2gh47 .42 = 1 的 
群 同 构 于 具 生 成 元 Q1, b1,: , Qg, bo 和 关系 aibia7 b * agbgas 1b7 二 1 的 群 . 


§21. 绝对 同 伦 群 和 相对 同 伦 群 的 定义 . 例 


1. 基本 定义 


我 们 即将 定义 的 同 伦 群 本 身 是 流 形 或 拓扑 空间 的 最 重要 的 不 变量 . 这 将 在 以 后 
的 内 容 中 明显 可 见 . 一 维 同 伦 群 按 其 定义 重合 于 基本 群 x1(M, zo). 一 般 来 说 , 零 维 
同 伦 群 不 存在 : 线性 连通 空间 M 的 连通 分 支 组 成 的 集 xo(M, zo) 是 同 伦 群 的 零 维 类 
似 , 其 中 指定 一 个 “平凡 的 ”元 , 即 基点 xo 所 在 的 连通 分 支 只 有 个 别 的 情形 , 集 
no(MM, zo) 才 具 有 自然 的 群 结构 ; 我 们 指出 一 些 这 种 情形 的 例子 . 

A. 空间 M 是 一 个 李 群 . 在 这 种 情形 , 单位 元 zo = 1 的 连通 分 支 , 记 为 Mo C M,， 
是 一 个 正规 子 群 : 商 群 M/iMo = ro(M, ro) 具有 自然 的 群 结构 . 

例如 : 1) 对 于 M = O(n), 则 mo(M, zo0) ~ Zz (与 行列 式 的 符号 相对 应 的 两 个 连 
通 分 支 ); 2) 对 于 M = O(1,n), 则 mo(M,zo) ~ Za 由 2Z2 ( 群 按照 行列 式 的 符号 以 及 保 
持 或 改变 时 间 t 的 方向 来 划分 连通 分 文 , 见 卷 1 86.2). 

B. M 是 某 个 空间 六 的 闭路 空间 2(zxo, N); 这 个 空间 82(zo,N) 由 始点 和 终点 
均 为 点 zo 的 路 径 > 组 成 . 如 同 在 $15 ( 见 定理 15.1) 证 明 的 那样 , 空间 M 的 线性 连 
通 分 支 的 集合 ro(Md,e) (e 是 单位 元 , 即 常 路 径 y(t) = zo) 与 群 zr1(N, zo) 重合 (根据 
后 者 的 定义 ). 

现在 我 们 将 给 出 “高 阶 ” 同 伦 群 rm(M, zo) 的 定义 . 考察 具 边 界 为 球面 51-! 的 
圆 盘 D: 及 映射 让 : Di -Mf 将 球面 5:-! 映射 为 点 zo. 

定义 21.1.， 圆 盘 Di 一 M 的 映射 的 同 伦 类 称 为 同 伦 群 Axi(M, ro) 的 元 ， 其 中 所 

有 的 同 伦 中 的 映射 都 将 边界 Si-! 映射 为 点 zo. 等 价 的 方式 即 : x;(2M, zo) 的 元 
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由 球面 5 一 M 的 映射 的 同 伦 类 给 定 , 这 种 映射 将 球面 上 选 定 的 点 so e 5S: 映 

射 为 把 zo. 

(可 以 说 , 群 xi(MM, zo0) 的 元 是 Si 一 M 的 将 so 上 映射 为 zo 的 映射 空间 中 的 连通 
分 支 .) 

同 伦 群 中 元 的 乘法 定义 如 下 : 考察 赤道 为 9 C 5: 的 球面 5* 和 赤道 5 上 
的 一 点 so. 再 考察 球面 到 两 个 球面 的 束 Si v 53 的 标准 映射 :将 赤道 整个 地 映 
射 为 一 点 so, 即 映射 为 Si 与 53 粘 合 在 一 起 的 那个 点 ( 仍 记 为 ) so (图 77). 


除 赤 道 Si-1 外 , 映射 少 是 双方 一 一 的 且 在 所 有 的 点 保持 定 同 . 如 果 给 定 映射 
Qa :Si 一 M,al(s0) = zo, 和 6B: 5s 一 M,B(so0) = zo, 则 我 们 定义 积 a6 为 5: 一 M 的 
一 个 映射 , 它 在 上 半球 面 D+ 上 与 aow 相同 , 在 下 半球 面 D- 上 与 6ow 相同 : 


J ay(z), rz € Dt+, 
A ex rE€D-. 


显然 , aq8(so) = xo, 县 两 个 分 别 同 伦 于 a 和 6 的 映射 的 乘积 同 伦 于 a6 (这 里 的 同 伦 
都 应 将 so 映射 为 zo0). 因此 , 下 面 的 定义 是 合理 的 : 积 a6 的 同 伦 类 称 为 a 和 6 的 
同 伦 类 在 群 x;(M， T0) 中 的 积 . 

定理 21.1. 上 述 同 伦 类 的 乘法 运算 使 集 ri(M, zo) 成 为 一 个 群 , 且 当 i>1 时 

是 交换 群 . 

证 明 对 i=1, 定理 21.1 即 定理 17.1. 我 们 考察 i > 1 的 情形 . 

a) 交换 性 : a6 同 伦 于 ba. 设 在 上 半球 面 D+(z0 > 0) 上 给 定 a, 在 下 半球 面 
D-(zo < 0) 上 给 定 5; 我 们 假定 球面 8S: 已 嵌入 到 Ri+1(z0,… ,zx!) 中 作为 超 曲面 
py = 1. 设 赤 道上 的 点 so 的 坐标 为 so = (0, 1,0,.… ,0). 考察 球面 5: 自身 绕 


平面 (z0,z2) 的 正 交 补 的 一 族 旋转 f,, 旋转 角 0 < yp < rn， 当 p = r 时 这 个 变换 
交换 D+ 与 D- 的 位 置 , 点 so 在 所 有 的 旋转 下 都 不 动 这 族 映射 定义 了 一 个 同 伦 
已 :Tx5S 一 MI( 其 中 了 = [0,7]): Feoz) = aB(fo(7z)), 它 交 换 了 a 与 6 的 位 置 . 
此 , a6 同 伦 于 Ba. 

b) 结合 性 : (aB)y 同 伦 于 a(B8Y). 设 在 上 半球 面 D+(z90 > 0) 上 给 定 a, 而 下 半球 
面 D-(zo < 0) 被 对 半 划 分 成 D- = D7 UD3: 在 D7 上 zig0, 在 D; 上 zk>0. 


J 
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设 6 作为 圆 盘 Di 上 的 映射 给 定 , 7 作为 圆 盘 D; 上 的 映射 给 定 . 我 们 以 自然 的 方 
式 定义 从 5* 到 3 个 球面 的 球 束 的 映射 风 然后 利用 a, 8,7 将 5: 映射 到 M (图 78). 
容易 看 出 , 这 个 从 5 到 M 的 复合 映射 既 属 于 a(8Y) 的 同 伦 类 也 属于 (ap)7 的 同 伦 
类 . 结合 性 得 证 . 


Xo 


者- 人 &- 


1 
图 78 


c) 逆 元 ， 设 给 定 球 面 的 映射 a : (S51, so) 一 (M,zo), 它 确定 了 元 a € ni(M, zx0); 
我 们 将 证 明 由 公式 


&: Ca . ,0 > Ce( 一 Z ,rT!,... ,2 人 

定义 的 映射 亦 : (Si, so) 一 (0M,zo) 定义 了 道 元 -a e mi(CM,zo). 考察 我 们 熟悉 的 映射 
峭 : Si 一 Siv 51, 它 将 赤道 z? = 0 映射 为 点 so (图 79). 我 们 假定 映射 ay :DD 一 M 
定义 在 上 半球 面 D+(z0 > 0) 上 , 而 映射 yy :万 一 M 则 作为 下 半球 面 D- (zx? < 0) 
上 的 映射 , 它 由 公式 ayp(zo zl ,2 = ay( 一 20,21,.… ,72i) 给 定 . 映射 ay 和 av 
一 起 给 出 映射 aa = f : 5i 一 M, 它 将 点 yy = (7z0,… ,zi) 和 w= (一 z0,.… ,zi) 映 
射 为 同一 个 点 , f(y) = f(y*). 结果, 映射 f 可 表示 为 复合 形式 f = gor, 其 中 r 是 投 
影 , r : Si 一 Di,x(y) = 二 x(y*) (图 80), 而 g = avy :Di 一 M (D+ 等 同 于 Di). 
映射 f 同 伦 于 常 值 映射 , 且 点 so 可 以 在 同 伦 时 保持 不 动 . 定理 证 毕 . 
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迄今 为 止 , 还 只 有 很 少 的 一 些 空间 , 它们 的 高 阶 同 伦 群 是 我 们 知道 的 : 

a) ri(M, zo) = 0 (使 用 加 法 记号 , 因为 当 i > 1 时 同 伦 群 是 交换 群 ) 对 任意 的 可 
缩 流 形 或 空间 M (例如 , M = R",D", 树 等 ); 

b) ri(S") =0 ( 见 817.5 的 注 ) 对 < mrm(S") 之 2Z ( 见 813.3). 

由 同 伦 群 的 定义 立即 可 得 

命题 21.1. 对 于 直 积 M x NN 成 立 


miM x N)m(M) x mlN). 


证 明 ”任何 一 个 映射 f : Si 一 M x N 就 是 一 个 映射 对 : f = (有 ,fo), 其 中 
:Si 一 M,f2:Si 一 NN. 在 了 的 同 伦 中 ,分 量 及 ,fo 独立 地 形变 . 命题 得 证 . 口 
于 是 , 我 们 可 以 通过 对 已 知 其 同 伦 群 的 那些 例子 作 它 们 的 直 积 来 扩充 新 的 例子 . 


2. 相对 同 伦 群 . 偶 的 正 合 序列 


对 于 空间 M, 它 的 一 个 子 集 4 和 一 个 点 zo € 4, 可 以 定义 相对 同 伦 群 ri(MM, 4， 
zo). 元 a e mi(M,4,zo) 可 用 圆 盘 的 映射 a : Di 一 M 代表 , 这 个 映射 将 边界 3 一 
映射 到 4 中 , 将 边界 Si-1 上 选 定 的 点 so 映射 为 zo. 作为 定义 , xi(2M, 4,zo) 中 的 元 
就 是 这 种 映射 
Qa: (Di 9 一 8s0) 一 (M, A, zo0) 


万 
X1 志 0 
y 一 ~ 
x!=0 一 DO So M 
is OT 
图 81 


xi(M, 4,zo) 对 于 i > 1 都 可 定义 且 当 i > 2 时 是 群 . 当 i > 3 时 , 群 mi(M, 4,zo) 是 
交换 群 . 

当 ;i > 2 时 , xi(M, 4,zo) 的 群 结构 的 引入 完全 类 似 于 绝对 同 伦 群 xi;(M, zo). 于 
是 , 如 果 a, 6 e mi(M,4,zo), 则 积 ab 定义 在 圆 盘 D: 上 (图 81), 六 在 R' 中 表达 为 
六 (oz)j? < 1 考察 喘 射 由: D 一 DIV D5, 它 将 罗盘 De = 0) 收缩 于 点 so 在 


圆 盘 Di 上 定义 w 在 圆 盘 Di 上 定义 8. 复合 映射 Di 了 Div 太一 M 给 出 ap 
( 它 确实 代表 了 xi(M, 4, ro) 的 一 个 元 ). 

当 ;i = 1 时 我 们 有 映射 的 同 伦 类 集 x (MM, 4, 7x0), 它 不 具有 群 的 运算 . 当 i = 2 
时 , 边界 9Di = Si-! 是 一 维 的 . 因此 , 相对 群 rz(M, 4, zo) 可 以 是 非 交换 的 ,就 像 


的 同 伦 类 . 
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绝对 群 mi (JjM, zo) 一 样 . 当 i > 3 时 , 逐 字 逐 句 地 重复 定理 21.1 的 证 明 就 可 得 到 群 
Ni(M, A, xo) 的 交换 性 . 当 i > 2 时 ni(M, 4,zo) 是 群 的 证 明 也 完全 类 似 于 定理 21.1 
的 证 明 , 因此 我 们 在 这 里 不 去 证 明 它 . 
如 果 4 = {zo}, 则 相对 群 xi(M, 4,zo) 就 是 “绝对 ”和 群 xi(MM, xz0). 
类 似 于 基本 群 ri 的 情形 ( 见 817), 对 流 形 (空间 ) 间 的 连续 映射 
f:M—oN, 
A — 8B, 


0 Yo, 
我 们 得 到 一 个 自然 的 同 态 [Di 一 M 己 N 
fx 。 Ti(M, 4, zo) 二 TilN, B, yo). 


这 个 同 态 关 于 f 的 同 伦 映射 是 不 变 的 , 这 种 同 伦 应 将 4 映射 到 B 中 且 点 zo 映射 为 


yo0. 
每 一 个 将 球面 9Di = Si-!1 映射 为 点 zo 的 映射 Di 一 M 是 群 ri(M, zo) 的 一 个 
元 , 也 是 群 ri(M, 4, zo0) 的 一 个 元 . 于 是 , 我 们 得 到 同 态 


7 : ri(M, Tz0) mi(M, A, Z0 )， 


因为 在 同 伦 类 a e xi(M, zo) 中 的 同 伦 映射 可 以 视 为 ri(M, 4, zo) 中 的 同 伦 类 的 同 
伦 映 射 (但 反 过 来 则 不 对 1) 
此 外 , 每 一 个 代表 元 a s xi(M, 4,zo) 的 映射 f: Di 一 M 确定 了 边界 映射 


flap: 5 SG 一 个 A, 


它 将 so 一 ro， 对 于 f 在 同 伦 类 a e mi(M,4,zo) 的 同 伦 映射 , 边界 映射 则 在 
xi-i(4,zo) 的 同 伦 类 中 变化 . 群 xi(MM, 4, zx0) 中 的 乘法 在 边界 上 生成 群 x;_1(A4, zo) 
中 所 定义 的 乘法 . 于 是 就 产生 了 “边界 同 态 ? 


0O: Ti(M, A, To) 一 人 Ti-1(A, 7Z0). 
最 后 , 包含 映射 4 C M 视 为 连续 映射 i : 4 一 M 就 生成 “包含 同 态 ” 
ix :Ti( QZo) = Ti(M, x0). 


我 们 记得 , 群 G 的 子 群 Ker yo 称 为 群 同 态 y : G 一 H 的 核 , 元 a e Ker yp, 如 果 
p(a) = 1. 同 态 wp 的 像 用 Im wp 表示 , 则 集 p(G) cH. 
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定理 21.2。 同 态 1 和 ,68 具有 “ 正 合 性 ”: 


Ker 7 = Im i, 
Ker i = Im oO, 


Ker 0 = Im 7. 
这 个 性 质 的 另 一 种 表达 方法 是 通常 所 说 的 : 群 同 态 的 序列 
“+ 2 Ti(A, zo0) be Ti(M, Xo) 3 Ti(M, A, zo0) 9 Ti-1(A, zo) — +， 


是 正 合 的 ( 称 为 偶 的 正 合 同 伦 序列 ). 

证 阴 a) Ker yj = Im i,. 事实 上 . 群 ri(M,zo) 的 每 一 个 元 可 用 映射 a : Di 一 
Ma(9Di) = zo 来 代表 . 如 果 这 个 元 属于 Ker j, 则 存在 映射 a = ao 的 同 伦 at (0 < 
t < 1), 在 同 伦 过 程 中 对 所 有 的 t, so 上 = x0,0D: 一 4， 而 在 终 上 后 的 同 伦 可 得 ai(D') C 
4. 这 就 是 Ker j 的 定义 . 同 伦 as 定义 了 映射 6Di x [0,1] 一 4, 其 中 ao(8D’) = zo. 
因此 , 映射 族 ao : 9Di x [0, 1] 一 4 给 出 了 圆 盘 的 一 个 映射 Di 一 4. 将 这 个 映射 与 映 
射 al : Di 一 4 结合 起 来 就 可 得 到 一 个 映射 Si 一 4, 它 将 so 斑 zo 且 代 表 了 Im i 
中 的 一 个 元 . 因为 不 难看 出 这 个 映射 与 a 代表 了 mi(M, zo) 中 同一 个 元 , 所 以 Ker 7 
包含 于 Im i 中 . 

反之 , 如 果 给 定 圆 盘 的 映射 4 : Di 一 4, f(8Di) = zo, 则 在 群 zi(M, 4, zo) 中 这 
个 映射 f 给 出 零 元 , 因为 圆 盘 本 身 可 以 在 4 中 收缩 为 点 zo. 因此 , Im i = Ker j. 

b) Ker 8 = Im ij. 如 果 a € Ker 96, 则 a 由 映射 a : Di 一 M 代表 , a 将 
Si-1 一 4, so r= To0, 且 边 界 映射 a : 5i-! 一 4 同 伦 于 零 , 即 存在 同 伦 os : Si"!1 一 和 
使 得 ao = alsi-i,at(s0) = zoal(S 一 1) = zo. 上 映射 a: D: 一 M 连同 映射 {Qs} : 
Si-1 x [0,1] 一 4, 将 Si"1 x 1 映射 为 zo, 组 成 映射 5: 一 M, 在 此 映射 下 , 基点 
so € (Si-1,1) 映射 为 zo 显然, 这 个 映射 与 a 代表 了 ri(M, 4,zo) 中 同一 个 元 . 于 
是 , 核 Ker 6 包含 于 像 Im jy 中 . 反 向 的 包含 是 显然 的 , 因为 在 Im 7 中 的 圆 盘 的 映射 
a : Di 一 M 之 下 , 整个 边界 映射 为 一 点 , 这 意味 着 3(a) = 0. 

c) Im 0 = Ker i,. 设 a € Ker i G mi(4,7T0), a 由 映射 a :8S: 一 4,so 70 
代表 . 于 是 , 由 Ker i 的 定义 , 有 同 伦 as : S51 一 M 满足 ao = aat(so) = zo 和 
Qi(Si) = zo. 这 个 同 伦 给 出 圆 盘 的 一 个 映射 Di+1 一 M, 因为 a1(5',1) = zo. 在 此 
映射 下 , 边界 9Di+1 = Si = (Si,0) 被 映射 ao 映射 至 4 中 而 so 映射 为 zo. 这样 , 我 
们 得 到 一 个 映射 斑 : Di+1 一 MMS 一 h,so 一 zo. 于 是 , 玉 代表 mi(CM, 4,zo) 的 一 
个 元 , 而 因为 a = ao = 3(F), 所 以 Ker i, 包含 于 像 Im 6 中 . 

反之 , 如 果 FE xtiyi(M, 4,z0) 和 a = 8F, 则 映射 a: 5i 一 4 (在 M 中 ) 同 伦 
于 映射 为 一 点 的 映射 , 且 在 同 伦 过 程 中 so 一 zo. 定理 得 证 . 口 

例 21.1， 设 M = Dn,4 = 98Dn = Sn"-1， 于 是 , rn(Dn, S"-1zo) ~ Z, 且 当 
i <n 时 , zi(D", S"™-1,7x0)=0. 
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证 明 考察 正 合 序列 
nn(D™) nn(D”,S™-!) 六 (Sn Tn_1(D™ 1). 


如 果 n > 1, 则 
nn(D") = mm-1(D"™*)=0, 

因为 球 D” 是 可 缩 的 . 因此 , Im 7 = 0, Im i = 0. 因为 Im 7 = Ker 0, 所 以 Ker 0 = 0. 
因此 , 同 态 8 : rw(D",S" 1) 一 rn-l1(S"-1) 是 单 射 (是 包含 同 态 )， 因 为 Im 8 = 
Ker i, = 7r_1(59"1), 同 态 9 实际 上 是 rm(Dn, Sr"-1) 与 mr-1(0S" 一 划一 也 ( 见 813.3) 
之 间 的 一 个 同 构 . 第 二 个 结论 的 证 明 留 给 读者 . 口 

类 似 地 , 如 果 M 是 可 缩 的 , 则 xj(M) = 0 (i>0) 且 当 n>1 时 zt,(M,4) = 
xn_i(4) ( 试 证 之 0). 


822， 德 登 同 伦 . 和 覆 和 公 空间 的 同 伦 群 和 闭路 空间 


1. 纤维 化 概念 

设 X 和 Y 是 两 个 拓扑 空间 , f : X 一 Y 是 连续 映射 . 在 (下 面 的 ) 某 些 例子 中 
X 将 是 无 限 维 的 函数 空间 路 径 空 间 . 考察 任意 的 光滑 流 形 (或 空间 ) K 和 两 个 
映射 


PK oY,5:K oo X; 


如 果 f5 = yp, 则 称 5 履 谷 yy. 

定义 22.1. 我 们 称 映射 f : X 一 了 是 一 个 纤维 化 (或 塞 尔 纤维 化 ), 如 果 对 于 

到 底 空间 Y 的 任意 映射 p = wo 的 任何 同 伦 5 = {yp} : K x I 一 Y 都 存在 某 个 

同 伦 5 = {54} : K x 了 一 XX 履 释 5$, 即 对 一 切 的 0<t<g1, fF = pt, 且 在 时 刻 

t = 二 0 时 映射 2o 重合 于 事先 给 定 的 满足 条 件 15 = vo 的 映射 5. 此 外 还 要 求 覆 

登 间 伦 5; 连同 pt 是 “稳定 的 ”, 即 如 果 某 个 点 上 e K 在 同 伦 的 某 个 区 间 6 上 

是 不 变 的 , ge(k) = 常 值 , te 5, 则 也 有 FZ(k) = 常 值 , ie 6. 

空间 Y 称 为 底 空间 , X 称 为 纤维 (化 ) 空间 ; 完全 原 像 = f-1(y) 称 为 纤维 ， 
映射 f 则 称 为 射影 . 

实践 中 , 在 所 有 有 具 禾 释 同 伦 性 质 的 情形 , 为 了 在 X 中 覆 和 登 底 空 间 Y 中 点 的 活 
动 , 需要 引入 明确 的 法 则 ; 这 种 法 则 必须 连续 且 保 积 地 依赖 于 底 空 间 Y 中 点 的 路 径 
和 在 X 中 相应 点 的 初始 位 置 . 精确 地 说 , 其 意义 如 下 : 

(1) 对 于 底 空 间 Y 中 的 每 一 条 连续 路 径 y(t) : 一 了 0 < t < 1, 及 XX 中 满足 
f(zx0) = yo = 7(0) 的 初始 点 xo 6E X, 唯一 地 伴随 一 条 连续 路 径 了 (上 zol): 了 一 三 使 
得 7(0,zro) = zo 且 fF(t, zo) = 7 的 . 路 径 F(t, zo) 应 该 连续 地 依赖 于 路 径 Y(t) 和 初 
始点 zo. 
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(2) 保 积 性 : 底 空间 Y 中 路 径 mm,?2 的 乘积 及 初始 点 ro e X 在 覆 登 之 下 应 该 
对 应 于 路 径 乘 积 入 作 zojo3(mzi)0 和 ti 和 过 11 入 7T 乏 2 如果 zl = 有 为 (lzo). 

(3) 如 果 路 径 7 是 常 路 径 (化 约 为 点 yo), 则 路 径 了 也 是 常 路 径 (化 约 为 点 x0). 

我 们 注意 : 如 果 给 定 从 yo 到 yi 的 路 径 y(t), 则 对 所 有 的 ze f-1(yo), 路 径 
(t,x) 全 体 定义 了 纤维 间 的 “转移 ”上 映射 3: f-1(yo) 一 fi(y1), 且 (7 072) = 入 0 和 %， 
而 纤维 F = f-1(yo) 到 自身 的 映射 oy-! 同 伦 于 恒 等 映射 1p ~ 了 oF! : f-1(yo) 一 
广 (yo). 

习题 22.1. 证 明 : 纤维 空间 的 纤维 是 彼此 同 伦 等 价 的 , 更 进一步 , 纤维 间 的 转 
移 映 射 是 同 伦 等 价 . 

定义 22.2。 满足 前 面 列举 的 三 个 性 质 的 覆 和 登 同 伦 法 则 称 为 纤维 化 f :Xi 一 了 

中 的 一 个 同 伦 联络 . 

例 22.1. 覆 登 空间 是 纤维 空间 , 其 中 所 有 的 纤维 是 离散 的 . 覆 登 同 伦 性 质 及 各 
点 的 纤维 间 的 转移 分 别 在 $18.1 和 8$19.1 中 研究 过 . 

例 22.2， 考察 光滑 流 形 (或 拓扑 空间 ) M 和 点 zo e M. 我 们 用 X = EE(zo) 表 
示 所 有 的 从 点 zo 出 发 并 结束 于 任意 点 y(1) € M 的 路 径 y(t),0 < t < 1, 所 成 的 空 
间 . (作为 习题 请 读者 利用 M 上 的 拓扑 定义 EE(zo) 上 自然 的 拓扑 .) 我 们 用 Y 表示 流 
形 M 本 身 . 则 有 了 映射 f : 忆 (z0) 一 了 , 定义 为 f(yY) = 7Y(1). 纤维 广 !(y) 是 第 4 章 
817.1 中 出 现 过 的 路 径 空 间 f(zxo,y, M). 

引 理 22.1。 映射 f : BE(zo) 一 Y 是 纤维 化 . 

证 明 只 要 对 映射 f 建立 同 伦 联络 即 可 . 设 给 定 M 中 的 道路 y(t) (1 < t < 2)， 
它 从 w% = 7Y(1) 到 妨 = 7Y(2). 对 t= 1, 点 % 是 “ 窗 合 ”. 这 意味 着 给 定 一 条 从 所 zo 
出 发 并 在 点 yo = ?7(1) 结束 的 路 径 y1(7),0 < 7 < 1. 路 径 y(t) 在 空间 X= E(xo) 中 
的 履 释 则 以 显然 的 方式 确定 : 对 任意 的 1 < t+< 2, 由 公式 


Yt’) = 74"), 当 0<tg1, 
X(t") = y(t), 当 1 st gt 
定义 的 路 径 委 (t) € (zo0,7(t), M),0 < t < t 是 空间 0 中 的 点 (图 82, 路 径 
X(t) 用 虚线 表明 ). 对 路 径 Y(t") i t" = -; 于 是 0<t'<1l.Y=M 
中 路 径 y(t) 在 空间 E(zo) = X 中 的 禾 又 和 % 连续 依赖 于 初始 点 ( 即 路 径 y1(7)) 及 底 
空间 Y = M 中 路 径 y(t). 容易 验证 覆 登 同 伦 的 其 余 两 个 性 质 . 引 理 得 证 . 口 
2. 纤维 化 的 正 合 序列 
考察 纤维 化 f : X 一 Y, 点 yo EY 和 纤维 下 = f-1(yo). 在 纤维 F 中 选取 点 
fo = 于 是 ， 同 伦 群 Ti(X, fo), Ti(F, fo0), Ti(X， F, fo) 及 (关于 偶 X,F 的 ) 正 合 序列 


ni(F) Sni(X) SD mi(X,F) 一 mi(F) 一 
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都 已 确定 . 
在 映射 f :X 一 荆 之 下 , 纤维 下 = 广 !(yo) 映射 为 一 个 点 加 . 因此 , 可 定义 同 态 


fr :Ti(X, F, fo) = Til(Y, yo). 


定理 22.1. 同 态 f, 是 同 构 , xi(X, 下, fo) 和 ~ xi(Y, yo)， 因此 , 我 们 有 “纤维 化 正 
合 序列 ” 


ER Dh 


证 阴 设 &e wlX,F,fo) 且 (8) = 0, 这 里 & 由 上 映射 a : Di -XX,9Di -， 
Fso r， fo 代表 . 我 们 用 6 表示 映射 fa = 6 : Di 一 Y,6Di -yo， 因 为 8 代 
表 (8@), 而 A(a) 是 群 xi(Y, yo) 中 的 单位 元 , 因此 , 存在 同 伦 86: : Di 一 了 满足 
Bi(8D') = yo, Bo = B 及 B1(Di) = yo. 我 们 用 同 伦 oa :Di 一 X 覆 登 同 伦 2. 使 得 
ao == oa at(so) = fo. 于 是 , 对 一 切 t,ow(9Di) C 下 且 oi1(D') C F. 因此 , a 代表 群 
Ai( 闵 ,了 ) 的 单位 元 , 于 是 , 同 态 f 的 核 为 零 . 

现在 设 给 定 元 6 e i;(Y,yo)， 我 们 要 寻找 Ge 


mi(X, 上, fo) 使 得 f,(&) = 6. 对 任意 的 映射 8 : Di 一 B.D-PoD) 
Y, 8(8D') = yo, 可 以 构造 同 伦 8:Di 一 Y0<stg< 了 i 
1, 满足 60 = B,Bi(s0) = yo 和 B1(Di) = yo, 这 是 由 0 


So 


于 病 盘 是 可 缩 的 (这 个 同 伦 并 未 给 出 到 群 x;(Y, yo) 

的 同 伦 等 价 , 因为 8.(8D’) 承 yo) (图 83). 映射 有 : 

Di 一 yo 徐 释 映射 al : Di -fo. 现在 , 我 们 从 映 图 83 

射 al : Di -fo 开始 覆 登 整个 同 伦 a, 1 >t > 0. 

在 同 伦 的 终端 , 我 们 得 到 映射 ao : Di 一 X, 它 满足 so 上 万 且 jfao = B60 = 6. 

因为 8(8Di) = yo, 我 们 得 到 ao(8Di) 落 在 纤维 FF 中 . 于 是 , 映射 ao 给 出 一 个 元 

a € Ai(X, 了 fo) 满足 f,(a) = 68. 定理 得 证 . 口 
注 集合 夯 (X, 已 帮 ) 可 通过 后 面 的 同 构 ni(X, fo) 区 mij(Y,yo) 引入 群 结构 . 

在 正 合 序列 的 最 后 一 段 


(Ffo) Sm(X, fo) LI ni(Y, yo) SB ro(F) 
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中 ， 及 和 Y 假定 是 连通 的 ， 同 态 和 co7 : T1( 忒 ， fo) 一 "1(Y, yo) 的 像 可 能 不 是 正规 子 
群 , 因此 , 陪 集 所 成 的 集 ro( 王 ) = ri(Y, yo)/frm(X, fo) 没有 自然 的 群 结构 . 

在 覆 登 / : X 一 了 的 纤维 下 = f-!(yo) 是 离散 的 情形 , 当 i > 2 时 , 如 果 任 
意 连 续 映 射 D: 一 和 满足 07Pi 一 已 so 喇 fo, 则 它 实际 上 将 9D; 映射 为 fo, 因而 
xi(X, Pfo) = zi(X, fo). 由 所 作 的 这 个 观察 与 上 述 定 理 可 导出 下 面 的 命题 . 

推论 1 对 于 纤维 = f-1(vyo) 是 离散 的 和 窗 赫 ， 我 们 有 同 构 7i(X， fo) = Ti(Y， yo)， 

i > 2. (在 第 4 章 4819.2 中 我 们 已 研究 过 群 ri(X, fo0) 与 ri(Y yo) 之 间 的 这 种 关 

系 .) 

推论 2 对 于 纤维 为 Q(zo,y AM) = f-!(y) 的 路 径 的 纤维 化 f : 已 (zo) 一 M 可 

得 Ti(E(xo0)) 一 0， 

Ti( 2 (To, Y, M)) 一 Tit1(M). 

证 明 利用 同 伦 

et :五 (Zo) 一 五 (Zo)， 
pi(Y(7)) = Ye(7), 


其 中 x 是 路 径 7 从 0 到 上 之 间 的 一 段 (参数 为 ~ = 0 < 7'< 1), 空间 已 (zo) 自 
身 收 缩 为 一 点 . 当 上 = 0 时 , 我 们 得 到 路 径 yo(7) = ?7(0) = zo. 因此 yo(E(z0)) 是 ( 空 

由 E(xzo) 的 可 缩 性 导出 x;(E(z0),z0) = 0, 对 一 切 i > 0. 在 纤维 化 E(z0) 一 M 
的 正 合 序 列 中 , 我 们 有 


ni(E(z0)) S ni(M,yo) Sn Nzo,y, M)) mii(B(z0)). 


| | 
0 0 


由 正 合 性 导出 同 态 8 是 同 构 , 因为 Im f, = Ker 6= 0 及 Im98 = Ker i. = 
xi_1( 人 2(xo,y, M)). 推论 得 证 . 口 

由 推论 1 及 窗 登 的 例子 ( 见 例 18.1 一 18.7) 可 得 : 当 i > 2 时 ， 

1) ri(S1,so) > xi(R!, zo0) = 0 ( 例 18.1); 

2) ri(RP2, zo) ~ Ti(52, so), 特别 有 xr2(RP?) 之 Z ( 例 18.3); 

3) zi(T™, x0) = 0 ( 例 18.4); 

4) zi(K?, x0) = 0 ( 例 18.5); 

5) mi(Sl1V S1) = 0 ( 例 18.7). 类 似 地 , ri(SLV.…Vv SI = 0,i > 2, 因为 它们 的 
万 有 禾 堆 是 树 , 从 而 是 可 缩 的 . 如 果 U 是 平面 区 域 , 7 = R2\{alU…Uaxr}, 其 中 ay 
是 点 , 则 U 可 收缩 为 圆周 东 S1 Vv .…v S51, 因此 ri(C) = 0,1i > 2. 

6) 由 例 18.6 导出 , 当 i > 1， 


1i(S2V SS) Tn VS VS Vv...). 
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事实 上 , 它们 的 万 有 和 窗 释 是 一 条 在 其 整数 点 上 附属 着 一 个 球面 52 的 直线 . 对 区 域 
V = R3\S1, 其 中 S51 不 打 结 , xi(V) 也 同 构 于 zi(S2 v 51), 因为 V 可 收缩 为 S2 v 5S1. 

7) 对 于 所 有 的 ( 闭 的 或 开 的 ) 二 维 曲面 , 除 民 P? 和 5? 外, 万 有 禾 倒 (拓扑 上 ) 是 
R?. 对 于 具 9 个 柄 的 球面 , 这 个 结论 在 820 中 已 给 证 明 (同样 见习 题 19.4). 因此 , 对 
于 所 有 的 这 类 曲面 , ri = 0,; > 2. 


3. 同 伦 群 对 基点 的 依赖 性 


现在 我 们 研究 同 伦 群 x;(M, zo) 对 基点 zo e M 
的 依赖 性 问题 . 设 ze 和 zi 是 M 的 两 个 点 , y(t),1 < 
t < 2, 是 从 zo 一 7Y(2) 到 zi = xY(1) 的 路 径 . 设 元 a e 
xi(MM, zx1) 由 单位 圆 盘 的 映射 a : Di 一 Mso mm zl 
代表 . 我 们 现在 定义 半径 为 2 的 圆 盘 上 的 映射 y*(a) : 
Di; 一 M (图 84). 区 域 1 < 5 (0)’ < 4 可 表示 成 


3 一 1 x [1,2], 即 球面 3S 和 一 : 与 单位 区 间 [1, 2] 的 乘积 . 
如 果 对 所 有 的 ye Si-1,1 <t < 2, 令 3j(y,t) = 7(t)， 
我 们 就 定义 了 一 个 映射 了 : Si-!1 x [1,2] 一 M. 映射 y(a) : Di NM 定义 如 下 : 


2 
已) 2 六 1G5) 1] 
i 2 
D,: -1(%) 4 


so=(1,0, 了 ,0) 
$0=(2,0, … ,0) 


图 84 


Y(a) 二 a, 在 Dic Di; 上, 


我 们 有 
定理 22.2. 1) 变换 a 一 y*(a) 只 依赖 于 从 zo 到 zi 的 路 径 > 的 同 伦 类 , 且 定 
义 了 一 个 同 构 
27” :Ti(M,71) oo Ti(M, xo). 


特别 有 , 对 于 单 连通 空间 , 这 个 同 构 不 依赖 于 路 径 7. 

2) 对 于 闭路 y € Xi(M,zo0), 对 应 a 电 (oa) 通过 上 述 的 群 同 构 定 义 了 和 群 
Ti1(M, zo) 在 mi(Mzo) 上 的 作用 .如果 f :多 -，M 是 由 六 的 同 胚 组 成 的 自 
由 作用 的 离散 群 所 决定 的 万 有 和 覆 细 , 则 忆 ~ xi(iM,zxo) 且 群 古 在 久 上 的 自 
由 作用 诱导 了 卫 在 群 ri(X) ~ xi(M) 上 的 作用 . 这 个 作用 与 基本 群 x (M, zo) 
在 xi(M,xo) 上 的 作用 作为 “ 算 子 群 ” 是 相同 的 ， 此 外 ， 由 于 X 的 单 连通 性 
(ri(X) = 1), 群 xi(X,z) 不 依赖 于 基点 x 的 选取 , 即 对 任意 两 点 zz" e X, 同 
构 x;(XX, 2 ) 一 mi(X, 2x") 与 连接 x' 和 xz" 的 路 径 > 的 选取 无 关 . 

3) 球面 的 映射 5 一 M 的 自由 同 伦 类 (不 要 求 so 性 zo) 与 ri(M, xo) 在 
Ti(M,z0) 上 的 作用 轨道 之 间 有 一 个 自然 的 双方 一 一 对 应 . (如 果 x (M, zo) = 1， 
则 映射 5; -; M 的 自 由 同 伦 类 与 Ti(M, zo) 中 的 元 相对 应 .) 
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1) 和 2) 的 第 一 部 分 的 证 明 完 全 类 似 于 关于 基本 群 ma 的 定理 17.3 的 证 明 , 而 3) 
的 证 明 就 是 定理 17.4 的 证 明 (i = 1 的 情形 与 i > 1 的 情形 没有 区 别 ). 本 质 上 新 的 只 
是 2) 中 涉及 万 有 和 窗 倒 f :XX 一 M 和 群 卫 在 mi(X) = x(MM,zxo) 上 的 作用 的 那 部 分 . 

群 与 群 mj(M, zo) 重合 ( 同 构 ) 在 以 前 已 经 证 明 一 一 见 定理 19.3. 在 
mi(X,z) 上 的 作用 定义 如 下 . 群 中 元 9 在 X 上 的 作用 g :X 一 对 生成 
一 个 同 构 g* : zi(X,72 ) 一 zi(X,2"), 其 中 zw = g(x')， 男 一 方面 , 存在 典范 同 
构 mi(X,z) 一 Ai(X,2'), 它 (由 于 XX 的 单 连通 性 ) 不 依赖 于 连接 这 两 个 点 的 路 
径 (这 里 我 们 利用 了 本 定理 中 的 1))， 进 一 步 由 于 推论 1, 当 ;i > 1 时 存在 同 构 
有 天 :TAXz') 一 Ni(M,z0), 其 中 jz) = zo， 借助 于 这 个 同 构 , 三 的 作用 转换 到 
ni(M, zo) 上 . 

考察 元 ae x;(X, x 人 ), 它 由 半径 等 于 1 的 圆 盘 上 的 映射 


a 万 ] 一 X ODI—7/ 
代表 . 像 g(a) 是 映射 
g(a) : Di — X;OD!1 — 1” = g(x'). 


考察 半径 为 2 的 圆 盘 马 和 从 xz’ 到 zx” 的 路 径 y. 我 们 如 前 一 样 构造 映射 y*g(a) : 
Ds 一 XX ( 见 图 84), 它 将 元 g*a 沿路 径 7 从 点 z7 转移 到 x'. 映射 7*g(a) 在 M 中 
的 射影 按 定 义 重 合 于 g*(a) e mi(M,zo); 这 里 &@€ xi(M, xo), 而 xzo = Flz) = f(z) 
且 在 射影 f:X—M 生成 的 同 构 Tri 大，T) =-— Mi(M, x0) a CQ 对 应 于 Qo. 于 是 ， 元 
g ET 本 等 同 于 xi(M, xo) 中 的 元 , ri(M,zo) = I. 定理 得 证 . OD 

例 

22.1. 对 于 和 蕉 倒 f : S2 一 RP2 我 们 有 本 和 ri(RP?) ~ Z2, 其 中 生成 元 是 
变换 g : 5S? 一 3?,9g(z) = 一 +, 它 改变 定向 . 因此 , 元 9 在 生成 元 为 1 e 2 的 群 
ro( 取 P2) ~ x2(S1) 之 有 ZH 上 的 作用 如 下 : 

9 (1)=—1. 

我 们 注意 到 对 于 RP3 ~ SO(3) 同样 有 本 和 ri ~ Z2, 生成 元 为 g (92 = 1). 更 进一步 
有 7rs( 了 及 P3) ~ rs(53) ~ 2 而 生成 元 为 1 e Z. 但 是 在 这 里 9(1) = 1 ( 试 证 之 小 . 

22.2. 对 于 万 有 和 窗 释 X. 一 52 v 51, 空间 X 是 由 一 条 直线 R!, -co < t < +oo， 
在 其 整数 点 t = n,n = 0, 土 1, 土 2,…, 上 附属 一 个 球面 52 构成 的 . 群 厂 ~Z 由 生成 
元 9 生成 ， 其 作用 为 : 


9 :tht 十 1 
六 


显然 , 群 rz(X) 是 无 限 多 个 Zz 的 直 和 , 每 一 个 Zz 的 生成 元 为 
an : 9 一 52 (a。 的 度 等 于 1). 
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根据 定义 我 们 有 
ed 


因为 ~~ mi(S2Vv 5S1), m2(XX) 之 x2(S2 Vv 51), 我 们 有 群 rz(S2 v 5S1) 中 的 典范 元 


Q 二 > Aig’ (ao)， 
其 中 和 i 是 整数 , n > m. 球 束 5S2 v 5S1 同 伦 等 价 于 区 域 UV = R3\S1!, 其 中 51 不 打 结 . 
结果 , 对 U 也 成 立 类 似 的 结论 . 
习题 22.2. 设 U 是 R3 中 的 区 域 , 它 由 实心 环 面 移 去 一 个 内 点 而 得 . 计算 
Ti(U),72(U) 及 Ti 在 rz 上 的 作用 . 


4. 李 群 的 情形 


如 果 流 形 M 是 一 个 李 群 (定义 及 基本 性 质 见 82.1 和 83.1), 则 我 们 有 

定理 22.3， 和 群 xi(M) 是 交换 群 , m (AM) 在 所 有 的 群 x;(M) 上 的 作用 是 平凡 的 . 

证 明 利用 M 的 群 结构 , 两 个 任意 的 映射 f,g : K -、M (K 是 任意 一 个 流 形 ) 
可 以 相 乘 : fg(k) = f(k)g(k). 如 果 f 和 g 满足 f(ko) = g(ko) = 1, 则 乘积 fg 也 满足 
fg(ko) = 1. 此 外 , 如 果 f 同 伦 于 f',g 同 伦 于 g', 则 fg 同 伦 于 f'g'. 于 是 , 同 伦 类 和 集 
[K, M] 构成 一 个 群 . 

设 KK = S1,f,g 代表 xi(M,1) 的 两 个 元 ; 我 们 将 证 明 它们 的 乘积 fg(x) = 
f(z)g(z) 代表 f 和 g (的 同 伦 类 ) 在 ma 中 通常 的 乘积 , 即 李 群 中 乘法 运算 给 出 的 
乘积 与 基本 群 x (MM,1) 中 的 乘积 是 相同 的 . 

为 证 实 这 一 点 , 我 们 (借助 于 同 伦 ) 将 这 些 映射 形变 为 如 下 形式 : 


f(x) = 1， 对 一 切 ze D-， 
9g(z) = 1， 对 一 切 ze DT+ 


此 时 , S1 由 2 十 好 = 1 给 出 , 半圆 周 D+ 由 不 等 式 y > 0 给 出 , 而 D- 则 由 不 等 式 
y 所 0 给 出 . 点 so € 931 坐标 为 (1,0). 

于 是 , 在 选取 所 指出 的 代表 元 时 , 群 x1(M,1) 中 的 乘积 fg 就 与 映射 /和 9 的 
群 乘积 重合 , 即 
9(Z)，2Z ED-, 


jg(z) = f(z)g(z) = | ee 


同样 明显 地 , 在 选取 这 样 的 代表 元 时 , f(z)g(z) = g(z)f(z). 因此 , 乘积 与 因子 的 次 序 
无 关 ， 即 群 Ti(M, 1) 是 交换 群 . 
现在 我 们 从 李 群 的 角度 引入 等 价 的 zj 在 x (i > 1) 上 的 作用 
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考察 半径 为 2 的 圆 盘 D; = (总 e” < 和 在 它 内 部 的 半径 为 1 的 圆 盘 
- 


Di = 亲 (zi)? < 1). 环形 区 域 1< 并 (cy?)2 < 4 可 记 为 9:-1 x 7. 考察 两 个 从 圆 盘 
j=1 


(1) 如 果 y(t),1 <t < 2, 代表 xn(M,1) 中 


的 元 , 则 存在 映射 D; 7 
Si 1x 了 号 了 全 AM， p(s,t) =t. < ) 
因为 yp(s,1) = 1 € M, 这 个 映射 可 以 延 


扼 成 为 圆 盘 上 的 映射 加 : D3 一 M，, 只 要 令 
办 (Di) = 1. 映射 加 : Di -，M 将 边界 9Di 85 
映射 为 点 1 e M 且 可 收缩 形变 为 平凡 映射 , 在 同 伦 过 程 中 边界 8Di 总 是 映射 为 点 
1 (我 们 注意 到 像 w,(z) Cc M 是 一 维 的 , 见 图 85). 

(2) 我 们 给 定 一 个 映射 a : Di 一 M,a(8Di) = 1, 它 代表 圆 盘 Di 上 xi(M,1) 
中 一 个 任意 元 a， 如 果 令 &(Di\Di) = 1 = 加 (Di), 则 我 们 就 将 a 延 拓 成 为 映射 
G : D; 一 M. 考察 乘积 Gyr(z) = S(z)Wr(z) = 加 (z)a(z),z € DS. 由 其 几何 结 
构 , 这 个 乘积 代表 x;(M,1) 的 元 y*a, 因为 Gy 与 a 在 圆 盘 Di. 上 重合 且 它 把 环 
形 区 域 投 射 为 圆 盘 Di 外 面 的 路 径 7. 但是, 如 上 指出 的 那样 , 映射 py : Di 一 M 
可 形变 收缩 为 一 点 1 (图 85). 我 们 用 必 记 这 个 同 伦 , 其 中 wo = 办 ,Wi(z) =1 工 且 
wr(6D) = 1,0 <7T<1. 乘积 &y(z) = GC(z)wi(7) 给 出 映射 y*a 和 a 之 间 的 一 个 同 
伦 , 由 此 导出 元 a 和 Ya 在 群 m(M,1) 中 是 相等 的 . 因此 , 群 md,1) 在 xi(M ,1) 
上 的 作用 是 平凡 的 . 定理 得 证 . 口 

习题 

22.3. 证 明 : 如 果 M 是 李 群 ， 则 群 x;(M) 中 的 乘法 可 以 等 价 的 方法 由 公式 
fg(z) = f(z)g(z) 给 出 . 

22.4， 将 定理 22.3 推广 到 H 空间 的 情形 ; 五 空间 是 一 个 拓扑 空间 , 它 具 有 连 
续 乘法 小 :Hx 有 H 一 瑟 且 具有 单位 元 1€ 8H ( 即 满足 W(z,1) = w(1,7) =z 的 元 ). 

实际 上 , 只 要 乘法 具有 “ 同 伦 的 ”单位 元 就 足够 了 , 即 只 要 由 公式 z 瞩 W(z,1) 
和 z 呈 %(l,z) 定义 的 两 个 五 一 互 的 映射 都 同 伦 于 恒 等 映 射 就 足够 了 . 例如 , 闭路 
空间 互 = f(zo, M) 就 是 这 样 的 空间 ( 试 证 之 !). 更 广 一 些 , 及 空间 f(zo, AM) = 是 
是 所 谓 的 “EH 广 群 *:a) 乘法 :是 x 有 H 一 H,w(h,g) = hg, 具有 “ 同 伦 逆 ” 元 
h-! = yp(h) 使 得 将 h 映射 为 hh-! 的 玉 一 晤 的 映射 同 伦 于 值 为 1 的 常 值 映射 ; b) 
乘法 :五 x 五 一 H 是 “ 同 伦 结合 的 ”, 即 分 别 由 公式 


(hi, hz, hs) VV hi, h2), ha) = (hih2)hs, 
(hi, hz, ha) whi, ph2, ha)) = hi(h2hs) 


822. 上 黎 登 同 伦 . 禾 双 空间 的 同 伦 群 和 闭路 空间 . 151 . 


定义 的 两 个 互 x 五 x 昌 一 日 的 映射 是 同 伦 的 . 在 8(zxo, M) 中 = y(t) 的 道 元 是 
路 径 y-1(t), 而 同 伦 结合 性 则 可 从 下 面 的 习题 推 得 . 

习题 22.5， 区 间 [0, 1] 到 自身 的 且 保 持 端 点 不 变 的 同 胚 ( 即 路 径 上 参数 的 单调 
替换 ) 全 体 所 成 的 集 ( 群 ) 是 可 缩 的 . 

我 们 已 经 建立 同 构 ( 见 前 面 的 推论 2) 


Ti zo) rt(ro, M),e), i>1, 


其 中 e 表示 常 值 路 径 y(t) = zo.2(zo, MT) 的 连通 分 支 所 成 的 群 xo( 人 (zxo, M)) = 
7T1(M., xo) 通过 变换 


lay, a € ri(0, e), 


7E7o(1) = mi(M, zo) 


QE 


作用 在 群 x;(@,e), 2 = f(xo, M) 上 . 

习题 22.6， 证 明 : 群 ro(D) 在 xj(f2,e) 上 的 作用 a 一 y-1lay 与 以 前 定义 的 群 
Tr1(M ) 在 Tjy+1(M ) 上 的 标准 作用 重合 . 

对 于 李 群 和 具有 同 伦 单位 元 的 互 空间 , 由 于 上 面 证明 的 结果 , 同 伦 群 x; 对 于 基 
扩 的 依赖 性 不 是 本 质 的 , 因为 沿 着 闭路 的 转移 都 是 相同 的 . 这 一 点 对 任何 单 连通 空 
闻 M 也 是 对 的 . 在 所 有 的 这 种 情形 , 球面 的 自由 同 伦 类 集 [Si, M] 与 x;(M) 存在 一 
一 对 应 , 并 且 无 需 明 确 地 指明 基点 (基点 并 不 重要 ). 


5. 怀特 黑 德 乘法 

在 同 伦 群 中 还 有 一 个 有 趣 的 运算 怀特 黑 德 乘法 . 

我 们 考察 球面 的 直 积 M = Si x Si7 和 位 于 其 中 的 球 东 4 = Siv Si = (Six 
sy)U(ss x 57), 其 中 se Si sf e S51 是 球面 5i,5i 的 基点 . 直 积 Si x Si 中 的 基点 
取 为 so = (ss 人 ,定义 自然 的 映射 


Di+i = Di x Di h Si x S81, 


其 中 f 是 标准 映射 a : D' 一 Si,8Di 一 sh 和 6 : Di -、，SI,8Di 一 ff 的 直 积 ， 
a 和 6 的 度 都 等 于 +1， 映射 a 和 6 分 别 代表 了 生成 元 a es xi(Si,sp) 之 ZZ 和 
BE nj(S’, sb) 之 ZZ. 映射 『 将 边界 8Di+i = 8(Di x Di) = (06Di) x Dil] Di x (8D’) 
映射 至 球 束 4 = Siv 57 C M = Si x S57 中 ,因为 a(8Di) = sf, 8(8Di) = sh. 

于 是 , 映射 了 代表 群 fj(S: x Si, Si v 5i, so) 中 一 个 元 . 我 们 有 821.2 中 引入 
的 同 态 6: 


0 : niti(S’ xX 97, 9; YW S17, s0) Ee Niti_1(S" Vv S7 , s0). 
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利用 群 x;4;_1(S* V 57,so) 中 元 8/ 我们 定义 所 谓 si 
的 任意 空间 X 的 同 伦 群 中 的 怀特 黑 德 条 积 : 元 上 < jg 5 
ri(X,zo) 和 be mi(X,zo) 的 积 是 某 个 元 ob < 5 一 一 
Ti+j-1( 闵 ， 2Z0)， 其 构造 如 下 : 设 a : (S", s0) 一 (六 ,TZ0) 1 
和 5b : (Si, sl) 一 (X,zo) 是 同 伦 群 的 同 字 母 元 的 代 
表 上 映射 .考察 在 点 se = (sh,sf) 联结 在 一 起 的 球 束 图 86 
SiVv Si, 我 们 有 映射 a Vb: Siv Si 一 X 它 将 so 映 
射 为 zo (图 86). 元 8f (复合 后 ) 定义 了 一 个 标准 映射 : 
[a,b] : Si+ti-1 2 Sivy Si ov xX. 
从 而 就 构造 了 一 个 元 [a,b] € zi4;-1(X, 0). 

Di x Di = Diti 中 的 由 标 架 (7i,7i) 确定 的 定 回 与 在 D' x DI = Di x D: 中 由 
标 架 (7i,7'): 确 定 的 定向 相差 一 个 符号 (1)， 由 此 推 得 下 面 怀特 黑 德 积 的 一 个 性 
质 : 

. [a,b] = (一 02 bb,al. 
我 们 将 主要 对 i > 2,7 > 2 的 情形 考察 积 [a,, 此 时 群 mi,rj 是 交换 群 , 因而 群 的 运 
算 可 记 成 加 法 , 而 怀特 黑 德 积 关 于 a,b 是 双 线 性 的 . 我 们 现在 先 研究 两 个 特殊 情形 . 

i 二 1,7 二 1 的 情形 : 积 fa, 中 在 群 x (XX, xz0) 中 等 于 换 位 子 [a,0] = aba-1b-1 (证 
明 !). 

证 一 1,7 之 2 的 情形 : 积 [a, 0] 化 为 NT1(X, x0) 在 ni(X, To) 上 的 作用 : 


[a,b] = a*(b) — 5b, 


其 中 a € x1,b& x; (证 明 !). 
现在 考察 i,; > 2 的 (因而 可 以 用 加 号 描写 的 ) 那些 交换 群 . 我 们 将 奇数 指标 和 
偶数 指标 的 同 伦 群 分 别 组 成 直 和 : 


To = Na(X)+ rs(X) + An7(X) 十 十 T2g+1( 全 ) 十， 
站 二 72( 关 ) 十 7T4( 关 ) 十 Xe( 关 ) 十 … 十 72g( 关 ) 十 …- 
由 怀特 黑 德 积 的 定义 (这 个 运算 可 以 显然 地 延 拓 到 直 和 上 ) 我 们 有 
[To, To] C 了 0， 
[To, | C 了 1， 
[1, Dh] C 了 0. 
此 外 , 对 a € 刀 be ,m,n = 0,1, 换 位 子 的 法 则 是 这 样 的 : 


[a, 0b] = (—1)(™+ D+ Db, a]. 
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习题 22.7， 证 明 : 对 3 个 元 a € Tn,b €E ,Cc € 了 ,m,n,p = 0,1, 我 们 有 广义 
雅 可 比 恒等式 


(=1) Pt On le b], cd] 十 (Dm ne dg], 引 十 (= "+E+D [区 cl,a] = 0. 


具有 类 似 性 质 的 乘法 的 Zo 分 次 空间 Th @ 厂 , 自从 它们 在 量子 物理 中 出 现 后 , 在 现 
代 文 献 中 称 为 “ 李 超 代数 ”. 在 具体 场合 计算 怀特 黑 德 积 可 能 是 很 困难 的 . 我 们 考察 
球面 S27 (n > 1) 和 群 x2n(S2”") ~ 2 它 的 生成 元 为 a e m2n,(S2"). 可 以 证 明 怀 特 黑 
德 平方 la,al 是 群 za_1(S*”) 中 的 一 个 无 限 阶 元 (对 n = 1 的 情形 将 在 823 中 说 明 ). 
对 于 奇数 维 球面 S27-1, 群 rn 1(52-1) 盖 忆 的 生成 元 a 的 怀特 黑 德 平方 的 阶 等 于 
2( 或 0): 

a) = (~D "Den De, a] = ~[e,a) 

2[a,al] = 0, 在 群 op (32 | 中 


命题 22.1. 对 于 李 群 和 具有 单位 元 的 互 空间 , 怀特 黑 德 积 是 平凡 的 : [4,6] = 0， 

对 任意 的 a € mr(M),be nj(M). 

证 明 ”如果 数 i,; 中 有 一 个 (比方 说 , i) 等 于 1, 则 命题 由 x1(M) 的 可 交换 性 及 
Xi(M) 在 所 有 的 x;(M) 上 的 作用 的 平凡 性 (定理 22.3) 可 得 . 设 i > 2, ;7 > 2, 并 设 元 
a 和 5 分别 由 映射 a : D’ -一 M,6D' 一 1 和 6 :Di 一 M,9Di 一 1 代表 .我们 考察 积 


aB: D’ x D’— M, 


其 定义 为 a8(z,y) = a(7x)8(y). 在 边界 8(Di x Di) = Si+i-1 上 , 映射 a8 根据 怀特 
黑 德 积 的 定义 诱导 了 元 [4,9 € zij;_1(M). 因为 映射 a6 同 伦 于 映射 Pi+y 一 1, 映 
射 [a, 8] 同 伦 于 映射 S11 一 1, 即 在 iy-_1(MM) 中 [6,4] = 0. 命题 得 证 . 0D 
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1. 装配 流 形 和 球面 的 同 伦 群 


辣 量 场 奇 挟 及 与 它 有 关 的 不 变量 的 研究 常常 要 用 到 球面 S" 一 5S" 的 映射 的 度 ， 
即 , 由 于 定理 13.3, 要 用 到 基本 群 rm(S"), 它 同 构 于 也 ( 见 821.1)， 如 所 证 , 当 i <n 
时 所 有 的 群 xi(S") 是 平凡 的 . 本 节 的 目的 是 对 大 > 1 计算 某 些 群 mk(S"). 这 些 群 
也 来 自 于 与 欧 几 里 得 空间 R* 中 非 零 向 量 场 ”的 同 伦 分 类 有 关 的 问题 , 这 里 n 满足 
条 件 n(z) 一 no, 当 z 一 co ( 见 后 面 的 825.5 和 8$32). 如 果 补 充 要 求 |n| = 1, 则 我 们 
得 到 连续 映射 

RR U {co} 一 SL 

此 时 oo 一 no € S"-1. 但 是 R*U{o0} 宕 5". 因此 , 我 们 又 碰 到 计算 群 Nn+1(S") 的 问 
题 . 更 一 般 地 , 如 果 n(z) 表示 成 一 个 任意 的 向 量 值 函数 n(x) = (&1(x),… ,Em(7x)) 天 
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0,m 关 n, 则 如 果 假 定 |n| = 1, 我 们 就 得 到 S" 一 Sm-1 的 映射 . 于 是 , 问题 又 归结 为 
计算 群 x (S™-!). 

到 目前 为 止 , 我 们 已 得 的 球面 同 伦 群 的 结果 只 有 zi(S1) = 0,i > lirm(3") ~ 也 
和 ri(S") = 0,i < n. 我 们 在 这 里 要 指出 一 种 研究 同 伦 群 的 几何 方法 , 它 立 足 于 对 正 
则 点 的 完全 原 像 的 研究 . 

考察 映射 f : Sn+k 一 Sm; 我 们 将 假定 它 是 光滑 的 . 设 点 so € 8S" 是 f 的 正则 扣 
( 即 f 的 正则 值 ). 在 球面 5* 上 选取 点 so 的 邻 域 中 的 一 个 局 部 坐标 系 , 即 在 这 个 邻 
域 中 给 定 ”个 函数 pl,… ,pr 使 得 方程 pl = 0,… ,pn = 0 只 在 点 so 处 成 立 且 梯 
度 向 量 grad wv; 在 这 个 点 是 线性 无 关 的 .由 映射 f 在 so 处 的 正则 性 导出 完全 原 像 
f-1(so) 是 一 个 k 维 的 光滑 闭 流 形 


f-1(so) We = Gntk 
更 精确 地 , 在 W* 的 邻 域 中 定义 的 函数 $5;(7) = f*ypi(z) = pi(f(z)) 通过 方程 
Pp1 一 0,..…. ,Pn 一 0 


给 出 W*， 由 f 在 so。 处 的 正则 性 导出 : 在 广 !(so) = WA 的 所 有 点 上 , 梯度 问 量 
grad 5; 是 线性 无 关 的 且 (作为 向 量 ) 关于 Sm+*\{00} 兰 下 "+ 的 欧 几 里 得 度量 指 问 
W* 的 法 回 . 

于 是 , 映射 / : Sm"+* 一 S"” 就 对 应 了 偶 (W*,7"7), 其 中 W* = 广 !(so),m 是 一 
个 在 W* C Rn+k 关 Sm+k\{00} 上 给 定 的 标 架 场 且 关 于 Rn"+* 的 欧 几 里 得 度量 指 回 - 
Wk 的 法 向 , 7* = (grad 万， ,grad $n), Bi = f*pi= pi(f (7))- 

定义 23.1。 由 一 个 闭 流 形 W* C R"+* 与 非 退 化 的 n 维 法 标 架 场 r* 组 成 的 侦 

(W*,7") 称 为 一 个 (无 边界 ) 装配 流 形 . 此 时 , 场 r* 本 上身 称 为 一 个 装配 . 

因为 在 R*+* 中 己 有 标准 定向 , 所 以 场 7 决定 了 We* 的 定 同 ( 即 如 果 王 是 TI 
的 切 向 量 标 架 , 则 (7*,7") 应 给 出 R*+* 中 的 标准 定 同 ). 

考察 光滑 同 伦 所 : Sm"+* x 了 7 一 Sn 它 在 扩 so E Sn" 处 是 正则 的 且 连 接 映射 
有 有 > 9". 考察 原 像 


VK+1 二 F-1(so0); 


这 个 原 像 位 于 5S"+*xI 中, 且 由 方程 81 = 0,… , 8 = 0 给 定 , 其 中 8; = FY*ypj = pio 
F. 梯度 向 量 grad 5 在 V*+! 上 是 线性 无 关 的 . 我 们 得 到 偶 (V*+! C S™+* x 了 ,7")， 
其 中 rn = (grad B1,.… ,grad $,) (关于 Rn+k x 了 的 欧 几 里 得 度量 ) 是 Vi+1 的 
法 标 架 场 ， 在 边界 t = 0,1 处 , 我 们 得 到 流 形 Wk = Ye+ln (s"*+k x0) 和 Wr = 
V*+1n (Sm+k x 1), 它们 具有 诱导 的 “装配 ”一 一 将 场 r* 限制 于 边界 上 得 到 的 标 架 
场 . 流 形 V*+1 本 身 与 S"+k x 了 的 边界 (t = 0,1) 不 相 切 ; 因此 , 不 失 一 般 性 , 可 以 
假定 流 形 V*+! 垂直 地 接近 边界 上 = 0 和 t= 1, 即 在 Wk 和 WF 的 每 一 反 处 存在 
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V*+1 的 一 个 切 向 量 在 该 点 与 S"+* x 了 的 边界 正 交 . 在 813.1 中 我 们 遇 到 过 类 似 的 
情形 , 在 那里 等 于 零 , 流 形 W* 则 是 点 集 {zl…… ,Xm} = f-1(s0), 而 装配 r” 则 
由 原 像 点 处 的 “定向 ”或 者 说 一 个 符号 给 定 . 流 形 V*+1! 是 一 维 流 形 , 其 上 的 装配 77 
则 由 边界 处 延 拓 而 成 . 

定义 23.2， 偶 (V*+1 C Sn"+4 x 了 ,77) 称 为 一 个 带 边 界 的 装配 流 形 , 如 果 a) 流 

形 V*+1 带 边 界 , 它 到 S™+* x 了 的 岁入 使 得 它 垂直 地 (成 90。 角 ) 接近 上 = 0,1 

时 的 边界 , b) 7?” 是 一 个 非 退 化 的 ” 维 法 标 架 场 . 

因为 在 球面 S"” 中 点 so 的 一 个 坐标 为 p1,… ,pn 的 小 邻 域 的 补 可 收缩 为 一 点 ， 
我 们 可 以 将 这 个 补 视 为 一 个 点 .对 小 的 s > 0, 我 们 有 : 由 于 场 r* 的 存在 , 流 形 
Wr C Sn"ft 的 < 邻 域 W。 微分 同 胚 于 W* x D?, 其 中 Dr 是 Wr 在 点 ze Te 
的 法 平面 中 半径 为 <s 的 圆 盘 , 由 标 架 r?(z) 中 的 向 量 生成 . 类 似 地 , 对 小 的 <, 流 形 
Vs+lC Smtk x 了 的 8 令 域 V. 微分 同 胚 于 V*+1 x D?. 考察 Sm™+k ~ RtkU {oo0} 中 
两 个 闭 装 配 流 形 (Wk,7r?) 和 (Wk,7 坟 ), 我 们 有 

定义 23.3， 装 配 流 形 (Wh,77),; = 12， 称 为 等 价 的 ， 如 果 存 在 装配 流 形 

(Vtl, 77?),V*+t1 C Smt+k x 了 ,使 得 它 在 边界 上 恰 是 原 有 的 两 个 流 形 : 


k __ rk+l = ， 
Wi = VV |t=0， T] se |#=0; 


WE > WV 72 = 7 |=1. 


这 个 等 价 性 的 另 一 种 说 法 是 : 两 个 装配 流 形 (Wk,7?) 是 等 价 的 , 如 果 装 配 流 形 
(W*,7”) 在 上 述 的 意义 上 等 价 于 零 ( 即 空 流 形 ), 其 中 Wk = HU WE, 而 7T"? 在 Wx 
上 重合 于 77, 在 W# 上 则 与 7? 只 在 第 一 个 向 量 上 方向 相反 . 

成 立 下 面 简单 的 定理 : 

定理 23.1， 闭 装配 流 形 (W*,7"),W* C 有 "+ 的 等 价 类 与 群 x,, ,1(57) 的 元 之 

间 存 在 自然 的 双方 一 一 的 对 应 . 

证 明 如 所 见 , 在 点 so 处 正则 的 上 映射 f : S™t* -、S" 定义 了 一 个 闭 装配 流 形 
(W*, 77), 而 两 个 这 样 的 映射 之 间 的 一 个 同 伦 F : S"+e x 了 一 S" 则 生成 装配 流 形 的 
一 个 等 价 类 . 反之 , 一 个 闭 装 配 流 形 (Wr*,7"),W* C Rn+ 确定 了 一 个 Sn+k -Sn 
的 映射 : 事实 上 , 流 形 W* 的 。 邻 域 W 在 充分 小 的 。 > 0 时 , 像 前 面 指出 的 那样 ， 
其 形状 为 (精确 地 说 , 微分 同 胚 于 ) 直 积 


W. Wer*x Bs 


射影 W* x Dr 一 Dr 自然 地 延 拓 成 一 个 映射 f : Sm+* -、S", 如 果 我 们 假定 球 Dr 
的 整个 边界 在 映射 之 下 映射 为 一 点 : S" = DrU (一 点 ). 邻 域 W 在 球面 Sm"+k 中 
的 整个 补 也 映射 为 这 个 点 . 

类 似 地 可 构造 映射 FF: Sm+* x 了 一 S", 如 果 已 给 定 带 边界 装配 流 形 (V*+1, rz) C 
Sn"+k x 了 . 定理 得 证 . 口 
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实际 上 , 在 813.3 中 计算 群 r.(S") ~ 了 时 , 我 们 已 经 用 到 了 装配 流 形 的 特殊 情 
形 (k = 0). 

注 同 伦 群 rm+rk(S") 中 的 加 法 可 以 解释 为 在 RR*+* 中 取 两 个 不 相交 (彼此 分 
离 ) 的 装配 流 形 的 并 ( 试 证 之 !) 

现在 我 们 证 明 闭 装配 流 形 的 等 价 类 的 一 个 一 般 性 质 . 

定理 23.2. 对 任意 的 ”> 1,k > 1, 在 每 个 等 价 类 中 都 存在 连通 的 闭 装配 流 形 

(当天 = 0 时 并 不 成 立 ). 

证 明 考察 不 连通 的 装配 流 形 (Wr*,7") = (Wk,7T?)U (WE,T7),W* C R?+tk C 
Smt+k. 我 们 证 明 这 个 装配 流 形 等 价 于 一 个 连通 的 装配 流 形 . 考察 一 条 自身 不 相交 的 
光滑 路 径 (一 维 子 流 形 ) y(7),0 < T+ < 1, 它 连接 点 zo e WE 和 扣 zl € WE. 我 们 要 
求 路 径 ?7 沿 着 相应 的 标 架 场 7? = (mi;… ,mnj),j = 1,2, 中 的 第 一 个 同 量 m1; 的 
方向 当 r = 0 时 垂直 地 接近 Wr, 而 当 7 = 1 时 则 垂直 地 接近 Wk. 在 路 径 y(7) 的 每 
一 点 , 我 们 给 出 垂直 于 > 的 一 个 大 维 平面 R*(7), 它 在 边界 r = 0,1 处 与 Wk(7 = 0) 
和 W#(7 = 1) 的 维 切 平面 重合 (图 87)， 如 果 记 mn" = (ml，…… ,mn)(= 77 = 
(7n017… ,mnj) 在 Wr se 2), 我 们 就 将 标 架 场 r"-! = (m2,° ,Mn) 从 边界 
7(0),7(1) 延 拓 至 整 条 曲线 y(t) 上 使 得 垂直 于 这 些 k 维 平面 R*(7). 考察 曲线 y(7) 
沿 R*(7) 的 方向 的 一 个 小 的 “% 维 加 厚 ”Uk+! ( 见 图 87). 在 边界 + = 0,1 处 , 这 个 加 
厚 则 是 沿 着 Wk, Wx 的 切 平面 进行 的 . 此 外 , 我 们 也 对 Wk 和 WE 沿 标 架 7" (= 77， 
在 Wk 上 ,= 光 , 在 Wk 上) 的 第 一 个 向 量 mi ( 即 在 Wk 上 沿 ri 在 W# 上 沿 m12) 
加 厚 成 全 + V2+! ( 见 图 87). 并 V*tl = VET UUkt1U V2+? 是 一 个 (k 十 1) 维 流 
形 , 边界 为 

OVEtl = WE U WE U WK, 


其 中 Wt 是 连通 的 . 加 厚 可 以 这 样 进行 使 得 流 形 V*+1 是 光滑 的 (没有 尖 角 后 ), 即 
流 形 W* 是 光滑 的 . 
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标 架 场 mr-1 二 (mz,… ,mn), 它 正 交 于 Wr 和 y, 可 以 延 拓 至 yt+l 上 成 为 
yt+l 在 R"+* 中 的 法 标 架 场 ， 于 是 , 我 们 面临 下 面 的 这 种 局 面 :已 给 定 一 个 具 边 
界 流 形 V*+1 C R"*+* 和 它 在 R"*+* 中 的 一 个 法 标 架 场 r"-!， 在 边界 上 还 有 标识 
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= (mi,7"*-1), 其 中 向 量 ml 是 边界 8V*+! 的 内 法 向 量 , 与 Vt+1 相 切 . 于 是 , 边 
界 (OV*+1,7") 是 R*+* 中 的 一 个 装配 流 形 . 

为 完成 证 明 我 们 需要 下 面 的 

引 理 23.1. 在 上 述 条 件 下 , 装配 流 形 (8V*+1, 7") 等 价 于 零 . 

证 明 考察 Vkt!1 上 的 数值 函数 ttz), 其 中 在 边界 9V*+1 上 , t(z) =0; 在 V*+! 
内 部 ,1 > t(z) > 0. 我 们 这 样 来 构造 这 个 函数 使 得 函数 tz) 在 积 V*tixJc Ss"*t*xI 
中 的 图 (z,t(z)) 是 一 个 光滑 流 形 Yk+l C Vk+1 x 了 它 在 t = 0 时 垂直 地 接近 边界 

OV*+t1 (图 88)， 我 们 来 构造 在 Sm+* x 7 中 垂直 于 Vt+1 的 标 架 场 **， 先 平凡 地 
将 标 架 场 r"-! = (m2,… ,mn) 提升 到 Vr+!1 上 : 将 所 有 的 向 量 m; (1 > 2) 从 点 
rz E Vk+1 C R"+k x 0 平行 移动 到 对 应 点 YE Yk+l C Rm+tk x 了 1, 其 中 社 = (zx,t(z)). 这 
样 就 得 到 V*+1 上 的 标 架 场 各 -1 = ( 讽 。.… , 私 ，). 接着 , 我 们 在 图 Vk+1 C V+1 x 了 
上 构造 向 量 场 元 1. 流 形 V*+t1 = V*+1 x 了 和 V*+1 一 起 界定 一 个 区 域 UC VE+1x 工 
我 们 作 一 个 在 V*+! x 了 中 垂直 于 V*+1 且 指 向 区 域 V 的 内 部 的 单位 向 量 场 遍 ; 使 
得 在 t = 0 时 在 9V*+1 = 8V*+1 x 0 = OV*+1 的 点 上 这 个 向 量 场 与 V*+! 沿边 界 
OV*+1 的 单位 内 法 向 量 mi 重合 . 于 是 , 这 样 所 构造 的 带 边界 装配 流 形 (V*+1, 加) 有 
边界 (8V*+1, 7") = (9Vk+l,rn) C 有 n+ 这 个 边界 (9vk+l,rn) 本 身 作 为 装配 流 形 
等 价 于 零 , 因为 整个 带 边 界 装 配 流 形 (V*+1,") 在 积 空间 R*+* x 7 中 与 底 上 = 1 不 
相交 . 引 理 证 毕 . 

由 引 理 23.1 可 推出 定理 , 因为 9V*+1 = (Wk U Wk)U Wr 且 具 有 对 应 的 装配 ， 
其 中 W* 是 连通 的 . 定理 得 证 . 口 


2. 纬 垂 映射 


在 下 面 的 内 容 中 , 我 们 要 使 用 有 关 正 交 群 的 同 伦 群 的 下 列 结果 : 

1) ri(SO(2)) ZZ, 因为 SO(2) 兰 51 

2) ri1(SO(3)) ~ Zz, 因为 SO(3) 兰 及 P3 ( 见 82.2); 

3) rT1(SO(n)) 之 Zz,n 之 3 ( 见 第 6 章 824.4); 

4) 当 i<n 一 1 时 ,包含 同 态 ri(SO(n)) 一 zi(SO(n 十 1)) 是 同 构 . 更 一 般 地 , 如 
果 M 是 ( 复 ) 维 数 i 的 任意 流 形 , 则 当 i < n 一 1 时, 由 SO(n) 一 SO 十 1) 诱导 
的 映射 [M, SO(n)] 一 [M, SO(n +1)] 是 一 个 双方 一 一 对 应 . 当 i = n -1 时 , 包含 同 
态 zi(SO(n)) 一 mi(SO(n 十 1)) 和 映射 [M, SO(n)] 一 [M, SO(n + 1)] 是 满 同 态 (“到 
上 ”的 映射 ) , 其 中 核 Ker(i,) 当 n 为 偶数 时 是 无 限 阶 的 循环 群 . 当 n = 2 时 这 个 事 
实 是 显然 的 , 一 般 情 形 将 在 第 6 章 中 证 明 . 

我 们 已 经 知道 ,k 维 的 紧 光 滑 流 形 M 到 R2k+4 中 的 艇 入 是 “不 打 结 的 ”, 其 中 
4 > 2. 这 意味 着 , 对 于 任何 两 个 光滑 嵌入 了 : M 一 R2*ta,g : M 一 R2kt9,g > 2， 
存在 一 族 嵌 入 〈“ 同 痕 ”) 户 : M 一 R2*+9,0 和 t 芝 1 其 中 力 = 了 有 廊 =9. 这 一 族 嵌 
入 可 以 视 为 一 个 柱 体 的 光滑 嵌入  : M x 了 一 下 2#k+e x 了 (“ 同 痕 过 程 "), 它 由 公式 
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F(z = (Ai(z),z) 定义 . 因为 M x 了 可 收缩 为 M x 0, 我 们 得 到 任何 一 个 装配 , 即 一 
个 在 R2k+s 中 垂直 于 M 的 标 架 场 rt+9, 总 可 延 拓 成 在 R*+4 x 了 中 垂直 于 M x7 
的 标 架 场 +9. 因此 , 当 v > 2 时 , 嵌入 M C R2+s 的 方式 不 是 重要 的 : 所 有 的 丹 
入 都 可 借助 于 同 痕 彼 此 转换 . 

因此 , 装配 流 形 (1M,77), M C Rn"+k (精确 到 等 价 性 范围 ) 的 分 类 问题 归结 为 问 
题 : 对 给 定 的 杠 入 Mc R"+* 存在 多 少 个 装配 ? 如 果 存 在 一 个 垂直 的 标 架 场 r", 则 任 
何 具 同一 个 定向 的 垂直 标 架 场 可 以 通过 在 每 一 点 的 一 个 旋转 由 +" 得 出 . 于 是 , 装配 
的 集 由 M 一 SO(n) 的 映射 来 刻画 . 这 种 对 应 并 不 是 双方 一 一 的 , 因为 M 一 SO(n) 
的 同 伦 的 映射 显然 对 应 于 等 价 的 装配 . 

这 一 切 容许 我 们 说 : 当 ”> & +2 时 , 无 论 是 嵌入 M C R"+* 还 是 装配 的 同 伦 
类 M 一 SO(n) 都 与 ”无 关 . 为 了 给 这 个 说 法 以 精确 的 意义 , 我 们 定义 所 谓 的 纬 重 
同 态 已 : Annik(S7) 一 mntk+li(S"+1). 纬 垂 同 态 的 构造 如 下 . 假定 在 R*+* 中 已 给 定 
k 维 装配 流 形 (AM rm), 考察 嵌入 M C Rn"+A C RR*+k+1; 我 们 对 标 架 场 r 再 添加 一 
个 在 了 "+k+l 中 垂直 于 R"+* 的 向 量 mo 并 令 EB(M,77) = (M, (mo,7")). 鉴于 在 定 
理 23.1 揭示 的 自然 的 双方 一 一 对 应 , 这 个 过 程 事 实 上 给 出 一 个 映射 :ntk(57) 一 
7Tn+k+i(S?+1l). 对 带 边界 装配 流 形 可 类 似 地 定义 EE. 由 上 面 所 述 可 推出 , 当 n > 上 十 2 
时 , 这 个 同 态 是 同 构 : 


bE: Tnt+k(S”) = 元 ES 1 之 天 十 2. 


当 n = 二 kk 十 1 时 , 我 们 有 

a) 任何 大 维 闭 流 形 M 可 以 嵌入 到 R2*+! 中 ( 惠 特 尼 定理 , 见 $811.1); 

b) 嵌入 M c R2*+1 的 装配 的 同 伦 类 的 个 数 不 少 于 嵌入 M C R*+1+4,g > 0, 的 
装配 同 伦 类 的 个 数 ( 试 证 之 1). 

由 此 导出 , 纬 垂 同 态 


bE: Nok41(S*+!) 一 这 nok+2(S*+2) 


是 满 同 态 . 

按照 普通 的 说 法 , 纬 垂 映 射 刀 可 以 这 样 来 定义 : 设 S"1* 是 5"+*+1 中 的 赤道 ， 
S" 则 是 S"+1 中 的 赤道 ; 我 们 将 赤道 之 间 的 映射 f : S"+kx 一 S" 以 自然 简单 的 方式 
沿 上 、 下 半球 面 上 的 经 线 延 拓 成 映射 Ef : S"+k+1 一 S"+1; 北极 映射 为 北极 , 而 南 
极 则 映射 为 南极 . | 


3. 群 Tn+1(S") 的 计算 


我 们 将 利用 定理 23.1 和 23.2 来 计算 群 ,1(S")， 根据 这 些 定理 , 每 一 个 元 
a € 7n+li(S") 可 以 用 R"+1 中 一 个 连通 的 一 维 装配 流 形 , 即 一 个 带 有 某 个 法 标 架 场 
7? 的 圆周 S1 C R"+1 来 代表 . 
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A. n > 2 的 情形 . 当 n > 2 时 , 所 有 的 嵌入 S1 C R"*+1 是 同 痕 的 , 因而 我 们 可 
以 假定 5S1 实际 上 落 在 平面 R? = (zl z2) 中 并 由 方程 (z1)? + (z2)2 = 1 给 出 . 在 圆 
周 51 cc R? CRn+l 中 , 我 们 有 “平凡 的 ”装配 冻 = (mes,ed ,Ent+1), 其 中 mn 
是 51 在 R? 中 的 外 法 同 量 , ej 是 R"*+! 中 的 基 辐 量 . 个 (8S1 浆 ) 给 出 了 和 群 x 41(S") 
的 零 元 ， 这 个 圆周 的 任何 别 的 装配 可 以 通过 标 架 的 旋转 一 A(7)T? 得 到 ,其 中 
ZESl,4(z) e SO(n). 于 是 , 我 们 有 了 映射 z 一 4(z) (可 以 假定 它 是 光滑 的 )， 


A:S! -> SO(n), 


它 代表 了 一 个 元 [4] € Xi(SO(n)). 当 n > 2 时 , 我 们 有 zi(SO(n)) ~ Z2， 由 此 导出 
圆周 S$! 上 共有 两 个 同 伦 装配 类 . 因此 , 当 n > 2 时 , 群 rw+li(S") 包含 的 元 的 个 数 
不 大 于 2. 事实 上 , S51 上 装配 的 等 价 类 与 基本 群 mj(SO(n)) 的 元 之 间 的 对 应 是 双方 

习题 23.1. 证 明 : 具有 非 平 凡 装 配 zr? 的 装配 圆周 (S1,77) 不 等 价 于 具 平 凡 装 
配 的 圆周 S$1. 

由 这 个 习题 和 上 面 所 做 的 论证 可 以 推出 结论 : zn,41 (S57) ~ Zo. 

B. n = 2 的 情形 . 此 时 艇 入 S1 c R3 的 方式 似乎 有 着 先天 的 重要 性 , 因为 存在 
各 种 结 . 我 们 只 考察 嵌入 51 C R? C R3, 并 像 上 面 一 样 , 具有 平凡 装配 闻 . 实际 上 ， 
可 以 证 明 所 有 的 装配 圆周 都 等 价 于 不 打 结 的 装配 圆周 . 我 们 不 去 证 明 这 个 事实 而 简 
单 地 限于 考察 标准 典 入 S! CcC R? c R3. 在 上 面 精确 定义 的 平凡 装配 给 出 群 xs(32) 
中 的 零 元 . 别 的 装配 7? 由 在 每 一 点 x e 51 的 标 架 好 经 旋转 4 而 得 : 


A:S' 一 SO0(2) 兰 91. 


因为 m1(SO(2)) = 2 我们 有 无 限 多 个 装配 类 [4] e mu(SO(2)), 用 整数 编号 为 7 
m € Z. 像 上 面 一 样 , 可 以 证 明 所 有 的 装配 流 形 (51, 72,,)) 彼此 不 等 价 . ra(52) 中 的 加 
法 运算 在 这 些 数 上 成 立 

(3 ， Tim)) + (3 ， Ttg)) 等 价 于 (3 ， Tom+g) 


于 是 , 群 ra(3?) 是 无 限 群 (第 6 章 中 将 略为 不 同 地 证 明 ra(S2) ~ 2). 

光滑 映射 f : 5S3 -、S? 的 堆 普 夫 不 变量 五 (f) 定义 如 下 : 如 果 wo,wy € 32 是 正 
则 氮 且 M = 了 1(yo), Mi = f(y), 则 五 (f) = {Mo, M1} 是 一 个 整数 ( 即 815.4 中 
定义 的 原 像 的 环绕 系数 ). 试 证 : H(i 

习题 

23.2. 证 明 : 五 (f) 是 同 伦 不 变量 ; 对 塞 尔 纤维 化 f : 53 一 52 求 也 (f); 并 证 明 
五 ([a,a]) 是 偶数 ( 见 822.5). 

23.3。 对 an_1(S27) 中 的 元 定义 类 似 的 霍 普 夫 不 变量 并 构造 这 些 群 的 具有 非 
平凡 不 变量 的 元 . 


. 160 . 第 五 章 同 伦 群 


23.4. 设 w 是 球面 52 的 满足 Js: w = 1 的 体积 元 , 并 设 f : 53 一 5? 是 光滑 映 
射 . 则 球面 53 上 的 形式 f*(w) 是 正 合 的 , 即 存在 1- 形式 wi 使 得 f*(w) = dwi ( 试 
证 之 !). 证 明 数 [,, f*(w) 人 wi 是 整数 且 等 于 霍 普 夫 不 变量 H(f). 


人 群 Tm 2(97) 


在 第 6 章 中 将 证 明 x4(5?) ~ ra4(S3) ~ 2Z2, 实际 上 xs(53) 也 同 构 于 Zz. 我 们 这 
里 讲述 对 “稳定 的 ”情形 n > 3 计算 群 rs+2(S") 的 方法 . 

由 于 定理 23.2, 元 a e rn+2(S") 可 以 用 连通 的 装配 曲面 (M,r") C R"+? 代表 ， 
这 里 n 十 2 > 6. 因此 , 嵌入 M C R"+? 是 不 打 结 的 . 众所周知 , 定向 曲面 M 就 是 具 9 
个 柄 的 球面 ( 见 [1]). 因此 , 不 论 选取 怎样 的 柑 入 , 我 们 总 可 假定 M C R3 C R"+?, 这 
里 在 根 3 上 zZ4 一 .…. 一 Zn+2 一 0. 存在 平凡 装配 70 = (m1, e4,: , En+2), 其 中 m1 是 
MM € R3 的 单位 法 向 量 , e; 是 有 "+2 中 坐标 轴 的 单位 基 同 量 . 由 引 理 23.1, 偶 (M, 鸡 ) 
代表 了 和 群 rn+z(S") 中 的 零 元 , 因为 场 (e4,:… ,en+2) = 7 可 以 延 拓 到 R3 中 一 个 
由 曲面 M Cc R3 界定 的 区 域 VY 上. 

设 给 定 曲面 M C R3 C R"+? 的 一 个 非 平凡 装配 7". 关于 基 又, 这 个 装配 形 如 


1" = A(z)re, 


A:M — SO(n). 


我 们 考察 群 ri (MM). 设 元 a e mx1(M) 由 一 个 光滑 嵌入 的 (自身 不 相交 的 ) 定 问 
圆周 S! C M 代表 , ni 是 51 在 M 中 法 向 量 场 使 得 速度 同 量 7 与 nl 一 起 给 出 MM 
中 的 定 同 标 架 (7,n1). 

对 于 代表 元 a € xi(M) 的 这 个 艇 入 圆周 S! Cc MM, 我 们 如 下 定义 一 个 函数 
$8(a) EZo, 称 为 阿尔 夫 函 数 : 将 装配 7" 限制 于 Sic M 上 并 考察 装配 流 形 (S1,r?+-)C 
Rn+2, 这 里 77?+1 = (ni,7"7), 场 nj 如 上 定义 . 装配 流 形 (S1,7?+1) 由 定理 23.1 唯一 地 
对 应 于 rn+2(S"+1) 中 一 个 元 . 我 们 定义 8B(a) € Z2 为 这 个 元 在 同 构 rn+2(S"+1) ~ 
Z2 之 下 的 像 . 


习题 
23.5.。 考察 a, 8 e xi (2M2). 设 积 wbg e ri(M?) 由 圆周 S1 Cc M2 代表 . 于 是 , 成 
立 公式 
5(a6) = Bla) + B(B) +ao8 ( 模 2), 
其 中 ao 8 代表 a 和 6 的 圆周 的 相交 指数 ( 见 815.1). 


23.6， 设 al,… ,Qo,B1,… ,Bo 是 ( 具 9 个 柄 的 球面 ) M2 上 的 一 族 圆周 , 它们 
代表 群 mm(M2) 的 生成 元 , 满足 关系 aablail "Bi aoboay 1607 1 = 1. (我 们 注意 , 相 


交 指 数 形 如 aio PB; = baioaj = 0bio6i = 0.) 证 明 : 和 5(My,r) = 一 (ai) B(Bi) 
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不 依赖 于 曲面 Ms 上 圆周 o;, 68; 的 选取 证明: 等 式 $M, 7) = 0 是 存在 圆周 
oa ao 0 ,Bg 满足 5(al) = $(02) =… = 5(ao)=0 的 充 要 条 件 . 

如 果 a 是 ri(M) 中 满足 5(a) = 0 的 非 平凡 元 , 则 莫 尔 斯 割 补 术 可 以 将 曲面 
M = M2 改变 成 减少 1 个 柄 的 曲面 ( 即 存 在 等 价 的 亏 格 较 小 的 装配 曲面 ). 割 补 是 沿 
着 圆周 a C M 进行 的 ; 为 了 在 割 补 中 存在 亏 格 为 g 一 1 的 其 装配 zr 且 等 价 于 原来 
的 装配 曲面 的 曲面 M,, 条 件 8(a) = 0 是 必要 和 和 充分 的 . 实际 上 , 我 们 考察 “加 厚 ” 
圆周 的 映射 p : 51 x (-e,e) 一 M, 其 中 pgp(8D? x 0) = ae M, 而 线段 z x (-e,e) 的 
像 则 是 在 M 中 a 的 长 度 为 2s 的 法 向 测 地 线段 . 

考察 三 维 光 滑 带 边 界 流 形 


W = (M x DI J(D?(-e,e)), 
Pp 


这 里 两 片 的 粘 合 由 映射 p 实现 : 
p:O0D?x(-e,e)-* Mxl1. 


显然 , 69W = (M x 0)U M, 且 曲 面 M, 的 亏 格 等 于 9 - 1 

现在 将 W 嵌入 到 R"+2 x [0,1] 使 得 W 正 交 地 接近 边界 有 "+2 x 0 和 及 "+2 x 1 
此 外 , Wn (Rn"+2 x0) = M,WN(R"t? x1) = M. 于 是 , 原来 的 装配 曲面 (M, r”) 与 
具 茶 个 装配 的 M, 的 等 价 性 的 证 明 化 为 下 面 的 习题 . 

习题 23.7。 MC 及 "+2 上 的 装配 7* 能 延 拓 到 W C R"+2 x [0,1] 上 当 且 仅 当 
$(a) = 0. 


最 后 , 我 们 注意 到 , 对 于 球面 52 c R"+2, 任何 装配 都 给 出 群 ,2(5"7) 的 零 元 ， 
因为 ra(SO(n)) = 0 ( 见 824.4). 于 是 , 任何 装配 都 同 伦 于 平凡 装配 芍 . 

如 果 曲 面 的 亏 格 g > 2, 则 满足 5(a) =0 的 a 必定 存在 (这 来 自 于 习题 23.5 所 
述 的 结果 ). 因此 , 作为 割 补 的 结果 , 我 们 或 者 得 到 给 出 零 元 的 装配 球面 (5?, 77?), 或 者 
得 到 具 非 平凡 装配 r” 的 装配 环 面 72 C R3 C Rn"+2 (因为 对 于 基 元 o,f e ri(72) = 
2 省 QZ 我 们 将 有 5(a) = 6(8) = lao6 = 1). 可 以 证 明 具 这 种 装配 的 环 面 实际 上 存 
在 , 但 我 们 不 去 构造 它 . 

于 是 , rn+2(S") ~ Zo. 3 维和 4 维 流 形 理论 的 进一步 发 展 提供 了 使 用 这 种 方法 
计算 群 rs(S") 的 可 能 性 . 

我 们 再 指出 某 些 由 复杂 的 代数 方法 得 到 的 事实 . 

a) 所 有 的 群 rn+k(S") 是 具有 有 限 多 个 生成 元 的 交换 群 ; 所 有 的 群 r,;k(S"), 除 
了 k==0 和 n= 21,k = 2l 一 1 的 情形 , 都 是 有 限 群 ; 群 x41_1(S>!) 同 构 于 群 2 和 有 限 
群 的 和 . 
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b) 下 表 列 出 当 k < 15 时 的 “稳定 ” 群 DD = mtk(S"),m > k+l 


0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
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1. 光滑 纤维 从 的 概念 
一 个 光滑 纤维 从 是 一 个 复合 对 象 , 包括 : 


a) 从 空间 光滑 流 形 五 ; 
b) 底 空 间 光滑 流 形 M; 
c) 射影 光滑 映射 p :五 一 AM, 它 的 微分 在 每 一 点 都 有 极 大 秩 ”= dim AM; 


d) 纤维 一 一 光滑 流 形 FF; 

e) 结构 群 一 纤维 下 上 的 光滑 变换 群 G; 

f) 纤维 从 的 结构 : 底 空间 M 被 一 组 区 域 Us C M 覆盖 , 在 U。 的 完全 原 像 中 由 
满足 ppa(y,7) = 7z,z € Ua,y EF 的 微分 同 胚 pu : Fx Us 一 p-1(Us) 引入 直 积 的 坐 
标 . (区 域 Us 称 为 纤维 从 的 坐标 邻 域 .) 变换 和 ,gp = pa Pa :xUag 一 了 xUog, 其 中 
Uwg = Uw Ug, 称 为 纤维 从 的 转移 函数 ( 粘 合 函数 ). 转移 函数 可 以 记 成 Xea(y,z) = 
(T%8(z)y,7). 并 要 求 : 对 任意 的 a, 8 和 zx, 变换 Testz) : F 一 了 由 群 G 中 元 完成 . 
于 是 , 转移 函数 和 .a 决定 了 一 个 从 Ua 到 群 G 的 光滑 映射 : 


TP .Ura mG, To T(r). 
由 T%(x) 的 定义 , 我 们 得 到 
了 (1) 


(后 面 的 等 式 在 3 个 区 域 的 交 Us nN Us Nn Uy = aey 上 成 立 ). 所 有 这 一 切 一 起 刻画 了 
光滑 纤维 从 的 结构 . 
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最 简单 的 纤维 从 例子 是 两 个 流 形 的 直 积 到 第 一 个 因子 的 射影 且 结 构 群 为 平凡 群 . 
这 种 纤维 从 称 为 平凡 从 . 

在 纤维 从 中 特别 重要 的 是 主 从 和 向 量 从 . 

主 丛 是 这 样 定义 的 : 纤维 F 重合 于 结构 群 G, 群 G 在 纤维 F = G 上 的 作用 即 
右 平 移 R, : G 一 G, Ru(z) = xg. 成立 下 面 的 

定理 24.1。 主 从 可 通过 群 G 在 流 形 EE 上 的 光滑 自由 左 作 用 得 到 , 其 中 群 G 的 

轨道 与 底 空间 M 的 点 成 自然 的 双方 一 一 的 对 应 . 

注 回想 一 下 , 光滑 地 依赖 于 两 个 变 元 (9,y) 的 作用 (9g,y) 一 g(y) (y € E,g€ G) 
称 为 G 在 E 上 的 光滑 左 作 用 . 此 时 还 要 求 : 1) 轨道 是 彼此 一 致 邻近 的 ; 2) 在 每 一 点 
yo EE 存在 充分 小 的 光滑 的 n 维 (n = dim 1M) 圆 盘 D", 它 与 G 的 轨道 不 相 切 并 与 
所 有 邻近 的 轨道 相交 且 每 一 条 只 交 于 一 个 点 (图 89). 作用 称 为 自由 的 , 如 果 对 每 个 
y EB 成 立 g(y) =y, 则 g=1. 


pd 
G=R 圆 盘 与 邻近 的 轨 轨道 不 是 彼此 
道 交 于 不 止 一 点 一 致 邻近 的 
a) b) c) 
图 89 


以 前 ( 见 第 4 章 ) 我 们 只 考察 过 这 种 情形 : 群 G 是 离散 群 , EB 和 M 是 同 为 n 维 
的 流 形 , 而 群 G 的 轨道 是 离散 点 集 . 显然 , 前 面 的 补充 条 件 在 这 里 是 成 立 的 , 因为 每 
个 点 yo e E 存在 邻 域 D", 它 不 包含 同一 个 轨道 上 别 的 点 并 且 在 每 一 条 充分 邻近 的 
轨道 上 只 取出 一 个 点 . 

定理 24.1 的 证 明 ”我 们 利用 这 个 事实 : 右 作用 与 左 作 用 可 交换 : Ro, L(y) = 
Lo, Ro (9) = g2yg1. 对 每 一 个 坐标 邻 域 Uz, 我 们 用 公式 


Lo (9， Z) 人 (919， Z) 


定义 G 在 G x U, 上 的 ( 左 ) 作用 . 微分 同 胚 yg。 : G x Da 一 p-!+(Ua) ( 见 纤 维 丛 结 
构 的 定义 ) 将 这 个 作用 带 到 区 域 p-1(U6) 中 . 我 们 在 交 Fe = Ua Nn Vs 上 来 验证 这 
个 定义 的 合理 性 . 严格 地 说 , 在 区 域 o-!(Vas) 上 我 们 有 左 移动 的 两 个 定义 : 


= 站 ee 
pl (Uag) “> Gx Uag SG x Uag 人 ep (Uap), 
a 
必须 证 明 对 任何 点 y € p-1(U6g)， 


PaLg pa (9) = paLo, pa (9). 
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两 边 同时 作用 p31, 我 们 将 它 变换 成 
Mma Lg p> (9) 3 Ly, pa | (9). 


但 是 后 面 这 个 等 式 可 从 右 平移 与 左 平移 的 可 交换 性 推出 : Ly, 和 as = MasLo， 和 
Na 和 于 是 , 在 每 个 区 域 p-1(U。) 中 定义 了 G 的 左 作 用 ,它们 是 相 容 
的 . 显然 , 这 个 作用 是 自由 的 . 定理 得 证 . 口 

于 是 , 所 有 的 主 丛 可 由 群 G 在 流 形 EE 上 的 自由 作用 得 到 . 

具 任 意 纤维 F 的 纤维 从 结构 本 质 上 只 由 “转移 函数 ”Xu。o, 或 者 说 , 由 满足 简单 
条 件 (1) 的 映射 T% : Das 一 G 决定 . 于 是 , 纤维 并 不 重要 : 如 果 给 定 群 G 作为 别 
的 纤维 Fr" 的 光滑 变换 群 的 表示 , 那么 就 可 以 由 任何 的 具 结构 群 G 和 纤维 F 的 纤维 
从 构造 出 纤维 为 F' 的 纤维 从 , 只 要 仍 取 相同 的 转移 函数 To6 : Us 一 G, 不 过 这 时 
G 表示 为 F' 的 变换 . 这 样 所 得 的 纤维 从 称 为 原 纤维 从 的 伴随 丛 . 特别 , 总 可 将 转移 
函数 表示 为 群 G 本 身 的 右 平移 并 构造 一 个 原 纤维 从 的 伴随 主 丛 . 我 们 得 到 结论 : 

任何 纤维 从 总 可 作为 某 个 主 从 的 伴随 从 得 到 .因此 , 纤维 从 的 分 类 问题 归结 为 
主 从 的 分 类 问题 . 

重要 的 若干 类 例子 . 

(1) 履 登 (空间 ) 这 里 纤维 FF 是 离散 的 (点 集 ), 群 G 是 覆 释 的 单 值 群 . 在 覆 替 
情形 下 的 主 从 称 为 正则 履 登 ; 它们 由 离散 群 G = c(ri(M)) 在 从 空间 上 的 作用 决定 . 
覆 登 的 例子 见 第 4 章 818 和 819. 

(2) 向 量 从 ( 见 87.1) 同 量 从 是 一 类 重要 的 纤维 从 , 它 的 纤维 已 是 R", 群 G 作 
为 群 GL(n, 习 ) 的 子 群 作用 在 F 上 . 自然 地 可 区 分 出 : 正 交 向 量 从 (G c O(n)), 复 向 
量 从 (r= CnGC GL(n,C)), 特别 有 西向 量 从 (G C Ul(n)). 

(3) 与 切 丛 有 关 的 纤维 从 ”如果 M 是 光滑 的 n 维 流 形 , 则 自然 地 可 定义 n 标 架 
从 p :五 一 M, 其 中 流 形 五 的 点 是 由 点 ze M 和 点 xz 处 的 非 退 化 的 切 标 架 r 组 
成 的 偶 (z, 7"). 这 里 纤维 F 及 结构 群 G 重合 (从 而 是 一 个 主 从 ), 且 G = GL(n,R). 
群 GL(n, 民 ) 的 作用 以 自然 的 方式 确定 : 如 果 A € GL(n, RR), (z,7")e€ 五 , 则 


A(BT em Ar 


如 果 在 流 形 上 已 给 定 黎 曼 度量 (g;;), 则 可 区 分 出 正 交 标 架 类 ; 从 而 自然 有 结构 群 为 
O(n) 的 主 从 Eo 一 M. 如 果 流 形 是 可 定向 的 , 则 可 以 引入 定向 标 架 类 . 从 而 有 结构 
群 为 SO(n) 的 主 标 架 丛 Eso 一 M. 如 果 M 是 复 n 维 流 形 , 则 可 定义 复 标 架 和 结 
构 群 为 GL(n,C) 的 纤维 从 Ec -，M, 而 如 果 M 上 已 给 定 埃 尔 米 特 度量 , 则 可 定义 
结构 群 为 U(n) 的 纤维 从 Er 一 M. 所 有 这 些 纤维 从 都 是 不 同类 型 的 切 从 的 主 从 . 

在 第 1 章 87.1 中 描述 的 其 他 的 与 切 从 有关 的 流 形 也 是 纤维 从 , 它们 是 上 面 列举 
的 主 从 的 伴随 从 . 其 中 熟知 的 具有 下 列 的 纤维 : 

3 rs RK"™: 
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b) FP = S"-!1 (单位 向 量 或 射线 ); 

c) FF = RRP"*-1 (直线 或 方向 ); 

d) 五 = Vx (R" 中 的 正 交 上 标 架 ); 

e) 下 = A*(R")* ( 反 称 形式 ); 

f) F = R" ®...®R" ® (R") © .© (R") ( 张 量 ). 

(4) 齐 性 空间 ”对 于 李 群 G 和 它 的 一 个 子 群 H 可 以 定义 ( 见 85) 右 陪 集 类 组 成 
的 齐 性 空间 

M=G/H. 


我 们 有 射影 p : G 一 M 及 纤维 及 Cc G, 其 中 子 群 矿 自由 地 左 作 用 在 群 G 上 
gm hg (gE€EG,heH). 


群 玉 的 轨道 是 右 陪 集 也 就 是 底 空间 的 点 . 于 是 , 齐 性 空间 是 主 从 的 底 空间 . 在 第 4 
章 中 我 们 已 经 考察 过 一 系列 齐 性 空间 的 例子 . 

(5) 子 流 形 的 法 从 ” 设 n 维 流 形 M 光滑 嵌入 于 一 个 有 具 黎 曼 度量 的 (n+) 维 流 
形 (例如 欧 几 里 得 空间 ). 法 (向 量 ) 丛 的 点 是 由 ze M 和 M 在 点 zx 处 的 法 向 量 7 
组 成 的 偶 (zx,7). 群 G 是 O(k), 纤维 FF 则 是 R*. 

在 某 些 情形 中 , 纤维 为 FF 的 光滑 纤维 从 p :一 一 M 的 结构 群 不 起 实质 性 作用 . 
在 这 种 情形 , “转移 了 沙 数 ”A。s 可 以 取 为 任意 的 一 的 微分 同 胚 ， 此 时 我 们 说 纤 
维 从 的 结构 群 是 纤维 玉 到 自身 的 所 有 光滑 变换 (微分 同 胚 ) 组 成 的 群 . 这 个 群 记 为 
diff FF. 它 有 一 个 保持 定 同 的 微分 同 胚 组 成 的 子 群 dift+ 下 . 

可 以 自然 地 定义 一 个 纤维 从 到 另 一 个 纤维 从 的 映射 . 设 (已 , M,p: EM,F,G) 
和 (EB',M',p' : E' 一 M', 了,G) 是 两 个 具有 同一 个 结构 群 G 和 同一 个 纤维 FF 的 纤 
维 从 . 

定义 24.1， 从 空间 的 映射 f :一 E' 称 为 一 个 (纤维 ) 从 映射 , 如 果 它 保持 纤 

维 从 的 结构 , 即 如 果 : 

a) 映射 了 保持 纤维 , 即 p'f = fp, 其 中 f : M 一 M' 是 底 空 间 之 间 的 某 个 
”映射 (映射 f 由 这 个 要 求 唯一 决定 ); 

确 地 说 , 其 意义 如 下 : 在 坐标 邻 域 CC M 上 已 给 定 微分 同 胚 po : F x 太一 

p-I(Ua) C E, 而 在 坐标 邻 域 05, Cc _M' 上 已 给 定 微分 同 胚 wp : F x U5 一 

p“1(U%,). 因此 , 在 区 域 Wap: = Ua 阁 f~1(U4,) 上 我 们 有 映射 

F x Wag 2 p11(U,) 了 D' (Us,) 要 F x Ug,, 
它 对 每 个 点 ze Wap 按 规则 : (y,z) 忆 ( 廿 , f(z)) 作用 , 其 中 工 = 是 纤维 下 
的 某 个 变换 . 条 件 b) 则 断定 这 个 变换 人 (在 前 面 记 为 fs) 应 属于 结构 群 G. 
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定义 24.2. 两 个 具有 公共 底 空间 M' = MM 的 纤维 从 之 间 的 一 个 映射 称 为 一 个 

等 价 的 (纤维 ) 从 映射 , 如 果 所 诱导 的 底 空间 的 映射 是 恒 等 映射 . 

在 后 面 , 我 们 将 考察 纤维 从 关于 这 个 等 价 性 关系 的 分 类 问题 , 特别 是 某 些 特殊 
情形 (例如 , 底 空间 是 球面 ). 我 们 将 证 明 所 有 的 底 空间 为 圆 盘 D" (或 R") 的 纤维 从 
都 是 等 价 于 平凡 从 的 直 积 . 


2. 联络 

我 们 现在 引入 纤维 从 的 联络 的 概念 ， 设 从 空间 为 5, 底 空间 为 M, 射影 为 p : 
已 M, 纤维 为 以 及 结构 群 为 G. 我 们 首先 弃 用 结构 群 (这 等 价 于 我 们 将 假定 纤 
维 从 的 结构 群 是 纤维 F 的 所 有 微分 同 胚 所 成 的 群 而 不 是 G) 

直观 上 , 具 联络 的 纤维 从 可 以 这 样 来 表示 : 给 定 一 族 空间 {下 ,}, 它们 依赖 于 其 
值 取 遍 底 空间 M 中 点 的 参数 x; 所 有 的 纤维 的 并 = LE 代表 “从 空间 ”本 身 . 底 
空间 M 中 的 每 一 条 路 径 y(t),a < t < b, 给 出 纤维 下 沿 从 始点 到 终点 的 “平行 移 
动 ”, 即 映射 (微分 同 有 ) 


py : Fr ee FR ZX0 二 ?7(a), Zl1 7Y(b). 


自然 地 要 求 : 
1) py 连续 依赖 于 路 径 y; 
2) Orz = pnpr; Pry! 二 (py)-1; 如 果 路 径 7 是 常 路 径 , 则 映射 py 是 恒 等 映 
射 ; 
3) pa 与 路 径 的 参数 化 无 关 . 
我 们 现在 叙述 给 出 这 族 变换 (联络 ) 的 方法 . 
定义 24.3. 如 下 的 一 个 分 布 称 为 (无 群 G 的 ) 一 般 型 联络 : 这 个 分 布 在 空间 E 
的 每 一 点 y 处 指定 一 个 光滑 依赖 于 点 y € EE 的 且 与 过 点 y 的 纤维 横 截 的 ” 维 
(n = dim M) 切 方向 ( 即 在 射影 p : 已 -JM 诱导 的 切 空 间 映 射 之 下 , 该 切 方向 
在 底 空 间 M 上 的 射影 非 退 化 ). 这 个 切 方向 称 为 联络 的 水 平方 向 .5 中 的 一 条 光 
滑 曲 线 了 = 3(t) 称 为 水 平 曲线 , 如 果 它 的 切 向 量 对 一 切 t 都 属于 点 yt) 处 的 水 
平方 同 . 
引 理 24.1.， 任何 光滑 纤维 从 都 具有 一 般 型 联络 . 
证 明 我 们 假设 在 空间 E 上 给 定 黎 曼 度 量 (g;;), 由 于 第 2 章 的 定理 它 总 是 存在 
的 . 在 每 个 点 y € 5 处 与 纤维 正 交 的 ” 维 方向 就 构成 联络 . 引 理 得 证 . 口 
引 理 24.2. 如 果 在 具 紧 纤维 F 的 纤维 从 (五 , M,p, 下 ) 中 给 定 一 个 一 般 型 联络 ， 
则 对 底 空间 M 中 任何 一 条 光滑 曲线 段 y(t),0 < t < 1 和 满足 p(yo) = Y(0) 的 
任意 一 所 yo e 如, 只 存在 一 条 EE 中 的 水 平 曲线 F(t) 履 三 y(t), 即使 得 py(t) = 
Y(t), Y(0) = yo. 


.168 . 六 章 ”光滑 纤维 从 


证 阴 我 们 考察 曲线 y(t) 的 一 段 短 的 可 以 假定 其 自身 不 相交 的 光滑 曲线 段 4. 
在 曲线 段 5 上 , 完全 原 像 p-1(6) 本 身 可 代表 一 个 光滑 纤维 从 , 纤维 为 FF, 底 空间 为 
6, 从 空间 为 Bs = p-1(6). 纤维 从 中 联络 的 水 平方 同 在 5 上 的 纤维 从 Es 中 生成 
(或 者 区 分 出 ) 一 个 一 维 的 水 平方 向 . 考察 这 个 水 平方 向 在 空间 Es = p-1(6) 中 的 积 
分 曲线 . 所 有 的 这 些 积 分 曲线 都 是 水 平 曲线 . 引 理 的 结论 可 从 给 定 初始 点 的 积分 曲线 
的 存在 性 和 唯一 性 推出 ; 剩 下 要 做 的 只 是 将 上 面 的 论证 逐个 地 (有 限 次 ) 应 用 到 窗 盖 
曲线 y 的 曲线 段 (在 这 里 纤维 的 紧 性 是 本 质 的 , 因为 否则 有 可 能 积分 曲线 会 无 限 次 
游 飞 ). 

注 对 于 非 紧 的 纤维 , 引 理 24.2 可 以 是 不 对 的 . 在 构造 一 般 型 联络 时 必须 十 分 
当心 才能 使 水 平 曲线 不 会 无 限 次 游 尺 . 对 于 将 结构 群 G 考虑 进去 的 微分 几何 的 联络 
( 见 下 面 825.1), 这 个 引 理 是 成 立 的 . 

于 是 , 设 给 定 一 个 具 一 般 型 联络 和 紧 纤 维 的 光滑 纤维 从 (或 者 虽然 纤维 下 非 紧 ， 
但 满足 条 件 , 使 得 对 于 这 个 联络 引 理 24.2 对 底 流 形 M 中 任何 分 段 光滑 曲线 y(t) 
成 立 ), 则 由 于 引 理 24.2, 对 于 任意 分 段 光 滑 路 径 y(t),a < t < 可 定义 一 个 从 操 
zo = Y(a) 上 的 纤维 到 点 zl = Y(b) 上 的 纤维 的 映射 : 


py : Fro — Fy, 


(因为 水 平 曲线 光滑 依赖 于 起 点 ; 见 引 理 24.2 的 证 明 ; 对 每 一 点 yo € Fzo,py(yo) = 
3(b) 是 一 个 光滑 映射 ). 显然 , 映射 p, 与 路 径 7 的 参数 无 关 且 


= 
Pyiy2 = Ti， Py-1 二 (py) . 


这 个 映射 称 为 联络 生成 的 纤维 的 平行 移动 . 相 比 较 而 言 , 对 应 于 每 一 条 路 径 y 指定 
一 个 纤维 到 纤维 的 满足 上 面 所 列 性 质 的 变换 gp 则 称 为 一 个 抽象 联络 . 特别 有 , 每 
一 条 始点 和 终点 为 同一 点 zo 的 路 径 7 就 定义 了 万 空间 f(zo, M) ( 见 822.4) 到 群 
G = di F 的 一 个 同 态 : 


op :NrTo, M)— G= diff F, 
YP oy: 一 了 


群 G 中 的 像 2(2) 称 为 所 给 联络 的 完整 群 (又 称 和 乐 群 ), 它 是 单 值 群 概念 的 推广 . 
定义 24.4， 对 具 结 构 群 G 的 纤维 从 , 如 果 从 空间 EE 中 的 一 族 水 平方 问 使 得 所 
有 的 平行 移动 p, 都 属于 结构 群 G, 则 这 族 水 平方 向 称 为 G 联络 (或 与 群 G 相 
容 的 联络 ). 
(纤维 从 的 G 联络 的 存在 性 将 在 本 章 825 中 证 明 , 见 引 理 25.2.) 
在 实践 中 , 具 联 络 的 纤维 从 的 结构 群 通常 就 是 它 的 完整 群 . 下 一 节 中 将 给 出 G 
联络 的 整体 构造 和 微分 几何 学 的 刻画 . 
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3. 借助 于 纤维 从 计算 同 伦 群 


定理 24.2. 任何 具 紧 纤维 的 光滑 纤维 从 关于 任意 流 形 天 及 天 到 底 流 形 M 和 

从 空间 互 的 分 段 光 滑 映 射 和 同 伦 具有 禾 生 同 伦 性 质 . 

证 明 设 分 段 光滑 同 伦 政 :K xI 一 M 在 t=0 时 被 映射 有 :Kx0 一 马 覆 符 ， 
即 pfo = Flkxo = 有 . 由 引 理 24.1, 可 以 在 纤维 从 中 给 定 一 个 一 般 型 联络 . 根据 引 理 
24.2, 这 个 联络 对 每 一 条 (由 点 在 底 流 形 M 的 运动 产生 的 ) 分 段 光滑 路 径 y 可 通过 
确定 的 方式 用 E 中 的 道路 覆 和 登 , 而 履 秋 道路 连续 地 依赖 于 路 径 y 和 禾 亚 的 起 点 . 由 
此 , 定理 从 引 理 24.1 和 24.2 推 得 . 口 


推论 1 同 伦 群 zj(E, yo) 与 (ad,zo) 是 同 构 的 , 其 中 zo = pz(yo), 且 序 列 


mF) Sm(E) Dn(E,F) on-1(F) — 
Du | 
nj(M ) 


是 正 合 的 . 

由 822 中 命题 , 推论 可 从 定理 24.2 推出 . 

注 我 们 给 出 同 态 9 : m(M) 一 rw_1() 的 另 一 种 不 使 用 相对 同 伦 群 的 构造 方 
法 . 设 1 : Dr 一 M 是 将 圆 盘 D" 的 边界 S"-1 映射 为 一 点 zo 的 映射, 它 代表 一 个 元 
a E mn(M, zo0). 我 们 将 圆 盘 边界 上 一 固定 点 ao 和 边界 S"-1 的 另 一 个 任意 点 a 用 弦 
[ao,a] 连接 起 来 . 于 是 flao,a] 是 M 中 起 点 与 终点 均 为 点 zo 的 一 条 闭 道 . 我 们 将 这 
条 闭 道 提 升 到 从 空间 中 使 得 它 以 点 yo 为 起 点 , 这 里 p(yo) = zo. 这 条 提升 道路 的 终 
点 将 是 纤维 下 = pr~1(zo) 中 的 某 个 点 5. 令 f(a) = b, 我 们 得 到 映射 及: 5"-1 一 下 

习题 24.1. 证 明 : 所 构造 的 映射 f: S"-1 -的 同 伦 类 重合 于 Ba, 其 中 8 是 
前 面 在 纤维 从 正 合 序列 中 定义 的 边缘 同 态 . 

特别 从 边缘 同 态 的 定义 中 导出 : 对 于 平凡 从 , 同 态 9 是 零 同 态 ( 试 证 之 !). 

现在 我 们 应 用 纤维 从 正 合 序列 来 计算 某 些 同 伦 群 ， 我们 记得 在 第 5 章 中 ( 见 
822), 已 从 这 种 正 合 序列 中 提取 了 关于 履 伙 空间 和 闭路 空间 的 同 伦 群 的 一 些 信息 . 

例 24.1. 考察 简单 的 主 从 : 

a) RP 兰 SO(3) 二 5? (纤维 SO(2) 兰 51); 

b) $3 守 SU(2) 一 52? (纤维 51). 

主 从 a) 本 身 是 球面 5S? 上 的 单位 切 从 ; 它 也 可 解释 为 具 齐 性 底 流 形 的 主 从 SO(3) 
一 SO(3)/5O(2) 兰 5? (见习 题 24.1). 类 似 地 , 纤维 从 b) 可 描述 为 纤维 从 SU(2) 一 
SU(2)/U(1) 兰 52, 其 中 U(1) 在 SU(2) 中 等 同 于 对 角 阵子 群 . 纤维 从 b) 称 为 埠 普 夫 
纤维 化 (或 霍 普 夫 从 ). 回想 一 下 ( 见 822), 当 了 > 1 时 xj(RP3) 和 xj;(53) 是 同一 个 
群 , 结果 , 从 同 伦 群 的 角度 看 , 纤维 从 a) 和 b) 给 出 的 信息 是 相同 的 . 考察 纤维 从 b)， 


170 ， 第 六 章 ”光滑 纤维 从 


并 考虑 到 等 式 ( 见 821): 
Tn(S") ZT, 当 n>1, 
ni(S1) = 0, 当 7>1. 
我 们 写 出 纤维 从 b) 的 正 合 同 伦 序列 : 
NS!) Sn(S) S ny(S) Sj_1(5!) SS. 
因为 当 7 > 2 时 , rij(S1) = 7j_1(S1) = 0, 所 以 有 正 合 序列 
0 一 好 (5 Ss) 一 0 (> 2)， 

和 zj(S3) 之 zj(S?), 对 一 切 的 ; > 2. 特别 有 ra(53) 全 也 ~ ras(S2). 

例 24.2， 广义 霍 普 夫 从 

Dp: S2nf+1 一 CPn (纤维 FF S51), 
它 的 定义 如 下 : 我 们 用 复方 程 一 zj = 1 在 RR2*+? (= Cn+l) 中 给 出 球面 S2n+1. 
群 51 在 这 个 球面 上 的 作用 形式 为 
2 Petez (2 一 (20 2) ES2+ ei? € 91). 
根据 CP" 的 定义 , 这 个 作用 的 轨道 组 成 CP". 如 我 们 所 知 ， 
Ti(S1) ~ nanti1(S +!) ~ 2, 
Xj(91) 二 0, 当 ] > 1， 以 及 re(S2f1) =0, 当 g <2n+1. 
从 纤维 从 正 合 序列 可 得 
ma(CPn") TZ, NCP) ~ Tri(S2n2+1)， 当 了 > 2. 

特别 有 ran+l(CP") ~ 也 ( 试 证 之 !). 

例 24.3. nn 维 球面 S” 的 切 "- 标 架 丛 . 这 是 一 个 主 从 

a) SO(n+1) 一 SO(n 十 1)/SO(n) 兰 S” (纤维 为 SO(n)), 底 流 形 是 齐 性 空间 ). 

我 们 还 考虑 相伴 的 一 标 架 从 . 

b) Vnt1k+1 — SO (纤维 为 Vn,k)- 
, 回想 一 下 ,Vn 是 n 维 空间 中 的 正 交 一 标 架 组 成 的 流 形 , Vig41 兰 SO(n 十 

1)/SO(n 一 k 十 1). 当 k= 1 时 , 我 们 得 到 纤维 从 VW,,2 一 S", 它 的 纤维 为 Vi,1 宕 5S"-1， 


是 一 个 单位 切 向 量 从 . 
我 们 先 考 察 纤维 从 a) 的 同 伦 序列 : 


Nt1(9") Sj(SO(n)) SB rj(SOn +1)) Sr;(5") 一 
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当 7 < n 一 1 时 , (利用 xi(S™m) = 0, 当 ii < m, 见 821.1.) 我 们 得 到 xj(SO(n)) 和 > 
Tj(SO(n 十 1)). 
另 一 方面 , 当 7 = n 一 1 时 成 立 


mm(S") S An_1(SO(n)) S rai(SO(n+1)) Bra_1(s"). 
| | 
Z 0 


由 此 可 得 , 当 ; = n 一 1 时 同 态 ? 是 满 同 态 ( 即 “ 到 上 的 ”上 映射 )， 并 有 循环 核 
p(rn(35")) 如 果 球 面 5S" 的 切 从 是 平凡 从 , 例如 当 n = 3 时 就 是 这 种 情形 ( 因 
为 S3 可 以 赋予 群 结构 而 成 为 一 个 李 群 )， 则 同 态 8 也 是 平凡 的 ， 因 此, 拓扑 上 
SO(4) = SO(3) x 53 且 xj(SO(4)) ~ x;(S53) @ 7;(SO(3)). 
我 们 将 使 用 定理 24.2 来 证 明 下 面 的 命题 , 在 823 中 曾 用 到 过 这 个 命 顾 . 
命题 24.1. 设 M 是 维 数 g 的 流 形 . 如 果 9 < n, 则 每 一 个 M -SO(n+1) 的 
映射 都 同 伦 于 一 个 M 一 SO(n) C SO(n 填 1) 的 映射 ; 如 果 g < n 一 1, 则 包含 映 
射 SO(n) 一 SO(n 十 1) 决定 了 一 个 双方 一 一 的 对 应 . 


[MY, SO(n)] © [MY, SO(n + 1)]. 


证 阴 设 g <n. 考察 映射 f: M 一 SO(n +1). 于 是 , 射影 上 = pr : M 一 Sn 
可 收缩 为 一 点 , 也 即 存在 同 伦 F = {f} (fo = 有 ) 将 映射 了 形变 为 映射 及 :MM 一 
SO(n) = p-1(so). 命题 的 第 一 部 分 得 证 . 

设 g <n 一 1, 并 设 fo, 及:M 一 SO(n) 是 两 个 在 SO(n +1) 中 同 伦 的 映射 , 其 同 
伦 为 F:M xI— SO(n+1). 射影 =pF:M xI- 5S" 将 边界 (M x 0)U(M x 1) 
映射 为 一 点 so <e 5". 考察 映射 pF = FF = oo 在 底 流 形 S* 中 到 常 值 为 so 的 映射 的 
一 个 同 伦 B,, 且 在 这 个 同 伦 过 程 中 两 个 底 柱 M x 0 和 M x 1 保持 不 动 ( 即 都 映射 为 
点 50). 这 样 的 同 伦 是 存在 的 , 因为 M x 了 的 维 数 g +1<n.sO(n + ID) 中 的 覆 香 同 
伦 多 当 t= 1 时 给 出 fo 和 记 在 纤维 SO(n) = p-1(so) 中 的 同 伦 . 由 此 及 命题 的 第 
一 部 分 就 可 导出 所 寻求 的 双方 一 一 对 应 . 命题 得 证 . 口 

现在 我 们 考察 纤维 为 V, 的 纤维 从 b), 先 研究 上 = 1 的 情形 : 


p: Wt12 一 S" (纤维 V1 全 S71+1). 
纤维 从 b) 的 正 合 序 列 形 如 
SS™) Sn) on 1(Vit2) 一 Ti1(S") 一 …… 
因为 当 7 <n 一 1 时 xj_1(S"!1) = 0 = xj_1(S"), 我 们 得 到 


Tj(Vnt12) =0, 当 7<nl, 
mn-1(WV+1,2) 是 循环 群 . 
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如 果 了 =n, 则 mi(S") 之 rj-1(S7?-1) 之 Z,7;-1(S") = 0, 且 我 们 有 正 合 序列 


mp(Sn) 号 Tri1(Sn 1) 一 Tri( 隐 412) 一 0 
| | 
pY 色 


我 们 来 找 同 态 6. 为 此 , 考察 球面 5S" 上 的 一 个 恰 有 一 个 奇 点 so 的 切 癌 量 场 上 ( 根 
据 815 的 结果 , 这 个 奇 点 的 指标 当 n 为 偶数 时 等 于 2, 而 当 n 为 奇数 时 等 于 零 ). 这 


个 向 量 场 定义 了 一 个 映射 站: S"\{s0} 兰 Dn 一 Wht1,2, 它 由 公式 f(7) = (7, 让 给 


定 , 其 中 > 是 R*+1! 中 的 单位 向 量 . 显然 , 映射 pf = f : Dn 一 Sn” 的 度 等 于 +1, 且 
f(9D") = so. 请 读者 证 明 : f 的 闭 包 在 边界 上 的 限制 映射 f :0D" 一 帮 1 宕 9S"1 的 
度 等 于 向 量 场 在 奇 点 处 的 指标 . 由 同 态 8 的 上 述 直接 的 构造 , 我 们 得 到 同 态 9 是 
恒 等 同 态 乘 上 一 个 整数 , 这 个 整数 等 于 向 量 场 & 在 点 so 处 的 指标 . 由 此 导出 : 


| ny 2, 如 果 nN 是 奇数 ， 
Tn-_1(S )/Omn(S ) 一 ia 如 果 是 偶数 . 
最 后 就 成 立 
ge Z， 如 果 n 是 奇数 ， 
We Z2， 如 果 n 是 偶数 : 
Ni(Vint+1,2) 一 0 当 <n= 1. 
相继 地 考察 纤维 从 
Pp: WntLkt1 一 S” (纤维 为 Vi,,4)， 
由 正 合 序列 可 得 


nj(Vntlktl)=0 当 j<n—k, 
An_k(Vn+1k+1) 是 循环 群 ( 试 证 之 !). 


类 似 地 对 丁 群 和 辛 群 考察 球面 上 的 纤维 从 : 


U(n) 一 S2"- 1 (纤维 为 U(n 一 1))， 
Sp(n) 一 S47-1 (纤维 为 Sp(n 一 1)). 


(这 里 如 85.2 中 注意 到 的 那样 , 球面 52*-1 可 以 实现 为 齐 性 空间 U(n)/U(n 一 1).) 由 
第 一 个 纤维 从 容易 推 得 


nj(U(n)) Ai(Un 1) I<2n—2, 
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而 由 第 二 个 纤维 从 的 正 合 序列 则 可 得 
nj(Sp(n)) Aj(Sp(n —1)) 当 7< 4 一 2. 


因此 , 群 xj(SO(n)), 当 j <n 一 1 时 , 群 zj(U(n)), 当 7 < 2 一 2 时 以 及 群 六 (3Sp(m))， 
当 7 < 4n 一 2 时 均 与 n 无 关 ; 它们 分 别 记 为 rj(SO), zj(U) 以 及 xtj(Sp) 并 称 为 稳定 
例 24.4. 现在 考察 具 9 个 柄 的 可 定向 曲面 上 的 单位 切 丛 : 
D : 巨 一 My (纤维 为 51). 


流 形 EE 的 点 可 表示 为 (x,7), 其 中 z € M2, 7 是 点 z 处 的 单位 切 向 量 . 当 9 = 0 时 ， 
我 们 知道 已 ~ SO(3). 当 9= 1 时 , 我 位 有 已 兰 S1 x M2 = 51 x 7T2 = 7T3. 因此 ,我 
们 考察 非 平凡 的 g > 2 的 情形 . 此 时 我 们 的 纤维 从 的 正 合 序列 形 如 


Ni(S!l) S mi(E) Sn(M2) 二 mi-1(S0 — 


如 采 i> 1 则 xi(51) = mi(M9) = 0, 这 是 因为 5! 和 M2 的 万 有 履 伦 是 可 缩 空间 . 
此 , 当 z > 1 时 , xi() =0. 当 i=1 时 有 正 合 序列 


0 一 mi(S1 Sm(B) Sm(M2) — 0. 
(2) 
Z 


我 们 用 r 表示 群 mi(S1) 的 自然 生成 元 , 而 用 a1,… ,ao,b1,.… ,bo 表示 群 1(M2) 
的 典范 生成 元 ; 后 者 满足 关系 


一 上 一 1 一 1 一] 


路 径 aj,b; 形成 曲面 M2 的 “典范 切割 ?; 这 种 切割 的 结果 将 曲 

面 转化 为 一 个 4g 边 形 @4y (图 90, 参见 图 61,76). 令 i,(7) = Fe 
xi( 忆 ) 并 在 m1(E) 中 选取 元 而,… ,5 页 ,bo 满足 p,(a;) = 
aj,pr(b;) = b;， 因 为 序列 (2) 是 正 合 的 , 所 以 群 is(ri(S1)) 是 a 
7fl{( 五 ) 中 的 正规 除 子 . 群 ri (EE) 由 生成 元 7, 5;,5; 生成 , 它们 满 

足 关 系 : 


1 


1) 

) 5 < 本 图 90 
3) mbarlby .abald =7 

) 1 1C&1 1 9 gg g = Ts 


(我 们 下 面 证 明 a = B = 1,y = 2 一 2g.) 事实 上 , 关系 1) 和 2) 可 由 和 (ri(S0)) 是 正 
规 除 子 推 得 . 关系 3) 则 由 


| 1 了 1 一 | 
px (T1010] Db, 2 “Cobo5 6 ) | | 
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推 得 . 

现在 来 证 明 所 有 的 a; 和 6; 都 等 于 1, 事实 上 , 由 817.2, 内 自 同 构 直 瞩 6) a8， 
是 通过 (代表 x1(E) 中 元 地 的 ) 纤维 5S1 沿路 径 oj = p(a;) 在 底 空间 M2 中 的 平移 
来 实现 的 . 由 于 曲面 M2 的 可 定向 性 , 我 们 这 样 得 到 的 纤维 5S1 到 自身 上 的 微分 同 胚 
是 保持 定向 的 , 因此 所 有 的 a; 都 等 于 1, 类 似 地 , 所 有 的 6; 也 等 于 1. 

再 来 证 明 y = 2 一 2g. (在 M2 上 ) 我 们 给 定 一 个 只 有 一 个 零点 zo 的 同 量 场 &, zo 


不 位 于 任何 路 径 a; 和 b; 上 . 令 n(z) = 当 z 六 zo. 在 曲面 M2 上 挖 去 一 个 中 


心 为 zo 的 小 圆 盘 D (图 90). 向 量 场 n 定义 了 一 个 映射 K = Qi。-D SixI— 
已,z 一 (z,n(Z)), 这 个 映射 给 出 了 积 路 径 与 圆 盘 D 的 边界 9D 的 像 之 间 的 一 个 同 伦 : 


= __17-l  _ 工 _- 1 一 1 
0010T 0 5gbo57 be ~ nlap~7. 


这 里 路 径 ,5 € nni() 由 路 径 aj,b; 通过 向 量 场 n 在 空间 已 中 的 提升 决定 . 由 此 
导出 , y 等 于 边界 9D 的 由 向 量 场 njap 给 出 的 高 斯 映射 的 度 , 它 按照 定义 (814.4) 就 
是 奇 点 zo 的 指标 . 根据 霍 普 夫 定理 , 这 个 指标 等 于 2 - 2g; 由 此 可 得 y= 2 -2g. 

例 24.5， 我 们 来 考察 一 个 特例 一 霍 普 夫 四 元 教 纤维 从 在 有 n+4 中 引入 
(n +1) 维 的 四 元 数 空间 H"+! 的 结构 , 四 元 数 坐 标 为 go,… , gn， 在 这 个 华 标 系 中 ， 
球面 Stn+3 由 方程 2 Igal? = 1 给 定 .单位 四 元 数 q,lql = 1 组 成 的 群 SU(2) = 
Sp(1) s 93 在 这 个 球面 上 的 ( 左 ) 作用 为 : 


q(qo,*** ,qn) = (940…… ,99n ). 


作为 定义 , 商 空间 S41+3/SU(2) 就 是 四 元 数 射影 空间 了 UP" (见习 题 2.6). 我 们 得 到 
群 SU(2) 的 主 从 和 射影 


Sdnt+3 S4n+3/1SU(2) 之 Pr". 


当 n = 1 时 , 我 们 有 HP! 兰 S4 ( 试 证 之 !). 而 我 们 的 纤维 从 成 为 “ 霍 普 夫 四 元 数 纤维 
从 ” 


S57 一 S4 (纤维 为 53). 
这 个 纤维 从 的 正 合 序 列 可 分 割 成 下 列 形式 的 片段 
0 一 Tri(0S7) 一 Ti(S4) Ai_1(53)— 0 


( 同 态 zi(53) 一 (5S7) 是 平凡 的 , 因为 纤维 53 到 57 中 的 媒 入 同 伦 于 常 值 映射 ). 结 
果 ， T7(94) 是 无 限 群 . 
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4. 纤维 从 的 分 类 


我 们 首先 考察 格拉 斯 曼 流 形 Guk 及 其 类 似 流 形 上 的 主 从 ( 见 85.2): 
a) Vk 一 Gnk (纤维 为 O(k)), 这 里 Gi 是 R"* 中 过 原点 的 大 维 平面 所 成 的 流 
形 , 射影 是 通过 将 Vi 和 Gx 分 别 实现 为 齐 性 空间 O(n)/O(n 一 k) 和 O(n)/(O(k) x 
O(n 一 k)) 来 给 出 的 ; 
b) Vk 一 Gn (纤维 为 SO(K)), 这 里 Gk 是 R* 中 过 坐标 原点 的 维 定向 平 
面 所 成 的 流 形 ( 流 形 Gi 是 Gu 的 二 重 覆 又 ); 
c) VC 一 GS (纤维 为 U(k)), 这 里 GC; 是 Cr 中 过 坐标 原点 的 有 维 平面 所 成 
的 流 形 , VC 是 C" 中 的 西 标 架 所 成 的 流 形 ; 
d) VA 一 GH (纤维 为 Sp(n)), 这 里 GH 是 HU* 中 过 坐标 原点 的 维 四 元 数 
平面 所 成 的 流 形 , VBE， 是 四 元 数 正 交 上 标 架 所 成 的 流 形 . 
由 例 24.3 的 结果 , 我 们 有 
nT(WVwk)=0 当 j<n—k, 
nj(VE) =0 当 j<2(n—&k), (3) 
nj(Vik)=0 当 j<4n— kk). 
设 k 固定 而 ”一 co (空间 变 成 无 穷 维 ). 如 果 n = oo, 则 由 (3) 导出 对 于 Voo,p, VS 
和 VE ,所 有 的 同 伦 群 等 于 零 ( 试 证 明 这 些 空间 是 可 缩 的 ). 
定义 24.5， 具 结构 群 G 的 主 从 已 一 Bc (这 里 容许 “无 穷 维 流 形 ”) 称 为 群 G 
的 万 有 从, 如 果 巨 是 可 缩 的 (或 等 价 地 , 所 有 的 群 xj(E) 等 于 零 ).( 可 以 证 明 群 G 
的 万 有 从 总 存在 , 它 的 底 流 形 除 一 个 同 伦 等 价 外 是 唯一 决定 的 .) 如 果 x;(E) = 0， 
当 7 < n 十 1, 则 此 纤维 从 称 为 G 的 n 万 有 从 . 
这 个 概念 的 重要 性 由 分 类 定理 确立 (我 们 将 介绍 这 个 定理 而 不 加 证 明 ): 具 给 定 
底 流 形 M 和 结构 群 G 的 纤维 从 的 等 价 类 集合 重合 于 底 流 形 M 到 G 的 万 有 从 的 底 
流 形 Ba 的 映射 同 伦 等 价 类 集合 [M, Ba]. (如 果 dim M <n, 则 可 用 G 的 n 方 有 从 
的 底 流 形 代 替 Bc.) 
事实 上 , 具 结 构 群 G 和 底 M 的 每 一 个 主 从 可 通过 一 个 映射  : M 一 Be 作 
为 诱导 从 而 得 到 ， 我 们 来 定义 这 个 重要 的 概念 . 设 给 定 纤维 为 玉 和 结构 群 为 G 
的 纤维 从 p :五 一 M 以 及 映射 f : M' 一 M， 我 们 来 构造 一 个 具 同 样 纤维 所 
和 结构 群 G 的 纤维 从 p' : E' 一 M'， 它 称 为 纤维 从 p : 瑟 ” M 对 应 于 映射 / 
的 诱导 从， 我们 假定 纤维 从 p : EE 一 M 的 结构 由 覆盖 M = (JU。 和 转移 函数 
Aap :xUag 一 下 x Uop;,Uag = VanvUg, 给 出 . (对 应 于 映射 f: M’—»M 的 ) 具 纤 维 
F 和 结构 群 G 的 诱导 从 如 下 定义 :U4 = 广 !(Ua); 转移 函数 Xe :FxUs 一 下 x 2 
由 公式 
Maly, 1) = (THz)y, 2), y ER, 
To (sy = TA(f()) 


. 176 . 第 六 章 ”光滑 纤维 从 


定义 ( 即 区 域 Vc M' 和 函数 Xe 被 定义 为 纤维 从 p : 一 M 的 结构 中 对 应 部 分 
的 完全 原 像 ). 这 个 新 的 纤维 从 m : E' 一 M' 和 它 到 原 有 纤维 从 的 映射 五 ' 一 忆 履 余 
底 流 形 上 所 给 定 的 映射 f : M’ 一 M. 

现在 转向 分 类 定理 . 球面 5+ 上 ( 具 结 构 群 G) 的 纤维 从 的 分 类 问题 归结 为 决定 
集 [Se, Ba] (这 里 Bo 是 G 的 万 有 从 的 底 流 形 ) 或 者 说 归结 为 决定 同 伦 群 ra (Be); 
对 于 G = O(k), SO(k),U(k), Sp(k), 我 们 有 Be = Gook, Goo,k, GS ,GE 且 


Nj(Goo,k) 2 Tj (Gnk) 当 六 忆 亿 一 k, 
Nj(Gook) Nj(Gnk) 当 j<n—kh, 
Nj(GEk) Tj(GHk) BI <2(n o£), 
zj(G& FE) Aj(Gng) I<4(n—&k). 
习题 24.2， 利用 万 有 丛 的 正 合 序列 证 明 : 一 般 地 有 同 构 xj(G) ~ mi+i(Bc), 特 
别 有 : 
rj(SO(k)) = mjH1(Gh)， 
nj(U(k)) ~ TH1(GS 有 )， 
ni(Sp(k)) THI(Goo 
最 后 , 我 们 考察 一 些 简单 的 例子 . 
例 24.6. G = 0(1) ~ 22; 
Ba = lim (S"/Zo) = lim RP" 一 及 Po 
我 们 有 ri(RP”) ~ Za 以 及 7j(RP%)=0, 当 7>1. 
例 24.7.， G = Zm (m 阶 的 循环 群 ); 


Ba = lim S™+/Zm = lim Lm) = Lm) 
nn 
这 里 S2n+1 在 Cn+1 中 由 方程 六 |z6j? = 1 给 定 ; 生成 元 ee Zn 按 公式 
Qa=0 


a(z0, > , Zn) 2 (em .，, ns) (a™ > 1) 


作用 在 S2*+1 上 . ( 商 空 间 Lomt = S2n+1/Z。， 称 为 透镜 空间 .) 一 般 地 , 对 于 离散 群 
G, 由 覆 和 又 空间 理论 可 知 , 当 ; > 1 时 , 同 伦 群 rr(Bc) 是 平凡 群 . 
例 24.8. G=U(1)~ 50(2) 31; 


Bo = lim S2+115S1 = lim CP" = CP™. 
入 一 CD 入 -一 CO 
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这 里 球面 由 方程 、 |z。|? = 1 给 定 , 而 圆周 51 的 作用 如 下 : 
Qa=0 
(2z0， es i 全 (ez2z0， .…， ,et2zn)， 
因为 ri(S0 二 2Z,rj(S1) = 0, 当 了 > 1 所 以 有 


Trij(CP™)=A(Be)=0 当 i>t=2, 
Tr2(CP™) ZZ 


( 见 前 例 24.2). 
例 24.9，G = SU(2) ~ Sp(1) 兰 53. 


Be = lim S4n+3/8S3 = lim HP" = HP™. 
在 这 个 情形 , 球面 $4"+3 在 四 元 数 空间 HH"*+! 中 实现 . 群 53 > Sp(1) 的 作用 形 如 
(go， ww , (ggo, 2 , 9dgn )， 


其 中 g 是 单位 四 元 数 . 这 个 纤维 从 的 万 有 性 质 可 从 当 ;i < 4 二 3 时 同 伦 群 ri(S4n+3) 
是 平凡 群 推出 . 

球面 5?” 上 的 G 从 的 分 类 可 以 不 使 用 万 有 从 而 得 到 . 然而 , 如 果 上 面 介 绍 的 分 
类 过 程 对 于 更 一 般 的 纤维 从 (已 , M,FF 为 拓扑 空间 , G 为 拓扑 群 ) 也 适用 的 话 , 我 们 
现在 就 可 以 假定 G 是 纤维 FF 的 一 个 李 变 换 群 . 对 主 从 分 类 就 足以 对 所 有 具 别 的 纤 
维 的 伴随 从 进行 分 类 . 我 们 先 来 描述 圆 盘 上 的 主 G 从 . 

引 理 24.3， 圆 盘 D* 上 的 任何 具 李 结构 群 的 主 从 是 平凡 从 . 

证 明 设 p :五 一 Dn 是 主 G 从 . 在 这 个 纤维 中 , 我 们 固定 一 个 G 联络 , 即 
对 每 一 条 从 点 TO 到 点 TX1 (Zo, Zi € D") 的 路 径 7Y， 我 们 给 定 一 个 纤维 间 的 变换 
py ;Fz 一 ,Fz 宇 忆 , 兰 G. 所 有 变换 ov 都 属于 结构 群 G. (结构 群 为 李 群 时 这 
种 联络 的 存在 性 将 在 后 面 一 节 中 证 明 .) 

在 圆 盘 中 , 中 心 zo se D" 和 任意 点 ze D" 之 间 存 在 唯一 的 一 条 线段 ys = [zo,z]. 
令 

BT,Y) = py (Y), 


我 们 就 构造 了 一 个 映射 5 : Dn x 所 ,一 E. 按照 结构 群 的 作用 , 这 个 映射 在 EE 中 就 
引入 了 直 积 = D" x G 的 坐标 . 引 理 得 证 . 口 

考察 球面 5S* 上 的 主 G 丛 , 射影 为 p :一 S". 球面 S"” 是 两 个 圆 盘 D* 和 D" 
的 并 , 它们 的 交 是 赤道 : D? Nn Dr = 5"-1. 分 别 在 D* 和 D* 上 引入 直 积 坐标 , 我 们 
就 得 到 具 两 个 坐标 区 域 mi = D? 和 Us = Dz2 的 “纤维 从 结构 ”(p-1(D?),p-1(D?") 


. 178 . 第 六 章 ”光滑 纤维 从 


是 相应 的 纤维 从 空间 ), 此 外 Ui2 = CinDa = S"-1. 转移 函数 和 12 定义 在 [ia = 5"! 
上 上 且 它 本 身 代表 一 个 映射 


了 
M2(y, 7) = (T(z)y, zzerUo ye 


成 立 下 面 的 
引 理 24.4. 如 果 用 同 伦 的 映射 替换 映射 712 : S"-:1 一 G, 则 纤维 从 的 等 价 类 不 
变 . 
证 明 我 们 将 这 个 同 伦 视 为 映射 


全 : S" 1 x [--e)e] 一 G， 


且 了 在 5"-!1x{-e} 上 的 限制 等 于 722. 我 们 如 下 构造 3 个 G 从 : 将 半球 面 , 即 圆 盘 
Dr 和 D" 分 别 在 赤道 的 上 方 和 下 方 延 拓 距 离 < 成 为 圆 盘 Dz_ > D? 和 Dr? ,> D?. 
交 Dr ,Nn D?_ 恰 是 柱 S" -1 x [~e,e]. 如 果 选 取 D* ,和 D2_ 作为 坐标 邻 域 , 以 及 
映射 了 作为 转移 函数 , 则 我 们 就 构造 了 一 个 新 的 纤维 从 (其 射影 与 原来 的 两 个 的 射 
影 相同 ). 这 个 纤维 丛 与 原来 的 两 个 是 等 价 的 . 引 理 得 证 . 口 

于 是 , S* 上 的 G 从 由 群 rr-1(G) 的 元 决定 ,我 们 列 出 当 G = SO(k),U(k) 和 
n = 1,2,3,4 时 这 些 群 的 值 . 


> 二 
mi(CGD) = ma(SO(2) < on 

Z2 当 i=1， 

Ti(SO(3)) ~ 40 当 % 二 92， 

Z 当 i 二 3; 

2 当 i= 1， 

Ani(SO(4)) Tm(SO(3)) @mi(S3) ~ 0 当 ; = 2， 
也 和 Z 当 i=3; 


2 当 2 二 1, 
Ni(SO(g) ~ 40 当 i=2，(g 之 5) 
也 当 j= 3; 
由 于 拓扑 上 (9g) 兰 8 x SU(9)， 
mi(U(qg)) 一 Ta(S ) @ mi(SU(q)); 
0， = 1， 


mi(SU(q)) TT 0 i=2, (gq>2) 
2, i=3. 
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这 张 列 表 中 的 某 些 同 构 曾 在 前 面 证 明 过 , 其 余 的 则 只 引用 而 不 加 证 明 . 这 张 列表 使 
我 们 能 对 维 数 n < 4 的 球面 S"” 上 的 纤维 从 进行 分 类 . 


5. 向 量 丛 和 向 量 从 的 运算 


我 们 将 详细 地 研究 向 量 从 , 即 纤维 为 实 或 复 向 量 空间 , 而 结构 群 为 线性 群 , 正 交 
群 或 西 群 的 纤维 从 . 纤维 从 p :一 M 的 结构 本 质 上 是 由 交 Fe = Us Us 上 的 转 
移 函 数 Xue 所 决定 的 , 即 由 映射 Ta : Usp 一 G 所 决定 , 它们 要 满足 T%5 = (T6809)-1 
且 在 交 Usgy = Uo 门 Us 门 Uw 上 T%8T8YTYQ = 1 (公式 (1))， 因 此 , 对 纤维 从 可 以 
实施 的 运算 应 该 保持 这 些 关 系 . 例如 , 取 结 构 群 G 的 一 个 实 的 或 复 的 表示 p : G 一 
GL(n, 展 ) 或 GL(n,C) (可 能 是 正 交 表示 或 西 表示 ), 更 一 般 可 取 结 构 群 G 的 一 个 任 
意 同 态 p : G 一 G', 并 用 转移 函数 p(Te2) = poT9%8 替换 转移 函数 Te6, 就 是 这 样 
的 一 种 运算 . 其 结果 是 我 们 得 到 一 个 新 的 纤维 从 , 称 为 原来 的 纤维 从 的 p 表示 . 如 果 
原来 的 纤维 从 记 为 字母 mn, 则 这 个 新 的 纤维 从 记 为 p(n). 另 一 个 例子 是 : 对 两 个 纤维 
分 别 为 Rw 和 恨 * 的 纤维 从 ( 设 为 m1,m2) 可 以 组 成 它们 的 直 和 7 = 9 1, 它 的 群 
为 Gi x G2, 纤维 为 及 m+m = R™ @ R", 还 可 以 组 成 张 量 积 n= B® mo, 它 的 纤维 为 
Rn = 及 m @ RR", 群 仍 为 G1 x Gz (在 复 向 量 从 的 情形 也 有 类 似 的 运算 ). 

一 般 来 说 , 对 应 于 线性 空间 可 以 实施 的 运算 , 纤维 从 中 也 可 以 定 自然 的 运算 . 我 
们 来 提 一 下 这 些 运算 . 

(1) 实 (或 复 ) 向 量 从 7 的 行列 式 det n, 这 是 1 维 的 纤维 从 ( 即 它 的 纤维 是 1 维 
的 ), 在 区 域 Uae C M 上 , 转移 函数 为 det Ta6 : z -det (T%6(7x)). 

(2) 对 偶 丛 n*, 它 的 纤维 是 原 纤维 上 的 线性 形式 组 成 的 对 偶 空间 . 

(3) ( 复 向 量 从 的) 复 共 轿 从 ,转移 函数 为 TI” . 

(4) 实 癌 量 从 7 的 复 化 c(m) 和 复 向 量 从 mn 的 实 化 r(m1). 此 时 , 如 同 向 量 空间 
中 对 应 的 运算 一 样 , cr(m) = mn B71,rc(n) = 7@n ( 试 证 之 !). 

(5) 问 量 丛 7 的 张 量 积 7@…@ 和 它 的 外 积 A*y ( 张 量 积 的 反对 称 部 分 ), 以 及 
对 称 积 Sn ( 张 量 积 的 对 称 部 分 ) ( 见 卷 1 818.1). 

定义 24.6， 纤 维 从 p :五 一 M 的 截面 是 指 这 样 的 一 个 映射 : M 一 互 , 它 满 

足 pyp(z) = 7, 对 任意 点 ze M. 因此 , 截面 就 是 M 上 的 函数 (或 场 )y(z), 它 在 

扩 Zz € M 取 值 于 z 处 的 纤维 包 . 平凡 纤维 从 的 一 个 截面 就 是 通常 的 (“标量 ”) 

函数 , 或 者 说 底 流 形 到 纤维 的 映射 . 

设 7 是 某 个 流 形 M 的 切 从 . 于 是 , 纤维 从 + 的 一 个 截面 就 是 M 上 的 一 个 向 量 
场 ; 对 偶 从 7* 的 一 个 截面 就 是 M 上 的 一 个 余 向 量 场 ; 一 个 (k,1) 型 张 量 是 纤维 从 


TBTOT BO-..BT 
Ne re Ne ee 
上 指标 下 指标 


的 一 个 截面 . 特别 有 , 按 这 个 观点 , 一 般 的 一 个 (0,k) 型 张 量 就 是 纤维 从 @kr* 的 一 
个 截面 , 流 形 上 的 一 个 次 微分 形式 就 是 纤维 从 A*7* 的 一 个 截面 : 向 量 上 的 一 个 2 
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次 形式 , 比方 说 度量 (g;;), 就 是 纤维 从 S27* 的 一 个 截面 . 如 果 流 形 M 是 n 维 的 , 则 
纤维 从 A"7* 与 7 的 行列 式 重合 , 这 个 纤维 从 的 平凡 性 等 价 于 M 的 可 定 问 性 ( 试 证 
之 !). 

在 复 解 析 底 流 形 上 的 纤维 从 (特别 是 同 量 从 ) 中 , 特别 要 提 到 的 是 复 解析 纤维 
从 , 它 的 转移 函数 是 复 解 析 函 数 . 例 如, 复 流 形 的 切 丛 以 及 对 它 施行 上 面 介 绍 的 那 
些 自然 运算 后 所 得 的 纤维 从 都 是 复 解析 纤维 从 ， 应 该 指出 , 类 似 地 可 以 引入 复 代 数 
艇 上 , 特别 是 CP" 中 的 紧 子 簇 上 的 代数 纤维 从 . 在 CP* 上 有 重要 的 1 维 霍 普 夫 代 
数 纤维 从 n, 在 前 面 ( 例 24.2) 我 们 从 拓扑 上 研究 过 它 而 未 引进 解析 结构 , 它 的 群 为 
U(1) ~ SO(2) 兰 5S1, 纤维 为 51. 解析 上 , 我 们 应 该 将 这 个 纤维 从 7 视 为 以 非 零 复数 
关于 乘法 所 成 的 群 C* 为 结构 群 的 纤维 从 (所 有 的 1 维 复 纤 维 从 都 如 此 ). CP" 上 的 
纤维 从 7 也 可 按 CP" 的 定义 得 到 : EE = {(z0,… ,zn)} 一 CPn, 这 里 如 = Cn+lN{0]， 
纤维 FF 二 Cr*. 

一 个 复 流 形 上 的 1 维 解析 纤维 从 关于 张 量 乘法 构成 一 个 交换 群 (1 维 纤维 从 的 
等 价 类 和 集 称 为 “皮卡 群 ")， 这 个 群 (更 精确 地 , 它 的 单位 元 的 连通 分 支 ) 是 一 个 复 
环 面 . 

我 们 用 r(M) 表示 复 流 形 M 的 ( 复 问 量 ) 切 从 . 设 7 是 CP* 上 的 霍 羡 夫 纤 
维 从 . 


习题 
24.3.， 证 明 : 7(CP"*)@1 = n@…@7, 其 中 1 表示 CP* 上 的 1 维 ( 复 ) 平 
ee 


n 二 1 


凡 从 . 

24.4. 证 明 : A*7(CP") = det 7(CP") = r+1 (等 号 表示 等 价 性 ). 

对 及 Pn 上 的 1 维 实 纤维 从 rg, 结构 群 为 Z2 ~ O(1), 可 以 提 类 似 的 但 更 简单 的 
问题 . (纤维 从 空间 ng 可 以 像 复 的 情形 一 样 定义 , 它 称 为 “广义 (无 界 ) 默 比 乌 斯 带 ”; 
它 微分 同 胚 于 移 去 一 点 的 及 Pn+1.) 

24.5。 证 明 : 对 任意 的 1 维 复 纤维 从 &,&* = €-1. 


6. 亚 纯 函数 


紧 复 流 形 上 亚 纯 函数 (例如 , 射影 代数 能 M CCPs 上 的 代数 函数 ) 的 水 平 曲线 
族 构 成 一 类 有 趣 的 “有 具 奇 性 的 纤维 从 ”. 作为 定义 , 一 个 亚 纯 函数 就 是 一 个 复 解 析 映 
射 f:M 一 CPL 关 Cufoo}. 这 样 的 定义 等 价 于 通常 函数 论 中 亚 纯 函数 的 定义 , 即 定 
义 为 在 M 上 除 位 于 f-1(o0) 上 的 若干 个 点 (极点 ) 外 是 复 解析 的 函数 . 在 任意 一 个 
坐标 为 忒 ,…… ,zt 的 坐标 邻 域 Q c M 中 (这 里 n 是 M 的 复 维 数 ), 函数 w = f(z) 
可 记 成 f( 愉 ,… , 寥 ) 且 可 定义 切 空间 上 的 诱导 映射 df ( 见 81.2, 那里 df 用 f, 表示 ). 
完全 原 像 f-!1(f(zo)) 称 为 奇异 纤维 , 这 里 点 zo = ( 汇 ,,… ,z2,) 满足 df|s=zo = 0 ( 见 
$10.2). 其 余 的 纤维 Fa = {zjf(z) = a} 是 M 的 非 奇异 子 流 形 . 
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M 的 紧 性 和 /的 解析 性 隐 含 着 如 果 /不 是 常 值 函数 , 则 它 只 有 有 限 个 奇 点 , 比 
方 说 , z1,… , zm. 于 是 , 这 些 点 的 像 (假定 它们 都 是 不 相同 的 ) wi = f(z1),… ,wm = 


Us = [SCP SCU {oH\{w un 


在 平面 区 域 U: C R? 上 可 定义 纤维 为 F 兰 Ff， = 
fi(w),w € Up, 的 光 沸 纤维 从 .我 们 可 取 群 x (Uy) 
作为 结构 群 , 它 由 路 径 a1,… ,amw 生成 (图 91). 路 径 
Qj 给 出 纤维 的 非 奇 异 ( 单 值 ) 映射 CE Sn 

我 们 来 考察 (典范 的 ) 非 退 化 奇 点 2 … ,zm 的 
情形 , 即 df|。。= 0 且 二 次 型 d?f|。 是非 退化 的 . 此 时 ， 
在 点 z; 的 小 邻 域 UV; 中 纤维 的 拓扑 结构 可 用 函数 的 二 
阶 部 分 f 一 f(z;) = Af 来 刻画 . 在 点 z; 的 邻 域 中 存 
在 一 个 局 部 坐标 系 zl,.… ,xz (可 将 点 z; 取 为 坐标 原点 , 略 去 指标 力 , 在 这 个 坐标 系 
中 函数 Ay 形 如 


图 91 


Af(z) = 2 (z2)2 上 +O(z) 
Qa=1 


(二 次 型 2 了 |。， 可 借助 线性 变换 变 成 对 角 型 )}。 在 点 z; 的 充分 小 邻 域 N.(z;) = 
{zllz| < e} 中, 就 纤维 的 拓扑 而 言 , 项 O(|zj3) 可 以 忽略 ， 


二 总 (5 
Qa 二 1 


方程 9(z) = 0 给 出 奇异 纤维 (圆锥 ), 当 5 关 0 时 , 方程 9(z) = 6 给 出 原点 2 的 < 邻 
域 ( 即 取 5 为 正 数 e) 中 邻近 纤维 . 方程 g9(z) = 6 给 出 一 个 “二 次 曲面 ” 


Ks = {Sey = | N Ne(z;). 
=]1 
对 于 实 的 5 > 0, 这 个 流 形 Ks 包含 着 球面 S9 -1 C Ks， 


S8 = {Ee 0 Ha 
Qa 二 1 

如 果 5 = |sle'?, 则 在 Ks 中 球面 5S?-! 的 方程 所 取 形 式 为 加 = 0, 这 里 a = 1,…. ,n,， 

且 


ze—ip/2 20 二 Ta 十 2 
nn 
》 (2°)2 =6 = |6lety， 


Qa=1 
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在 第 三 种 新 坐标 加 中 , 二 次 曲面 Ks 由 方程 并 (2*)? = |6| 给 出 . 
因此 , 我 们 有 包含 映射 
9 C Ks, 


这 里 Ks 是 奇异 纤维 Ko 附近 的 非 奇 异 纤维 . 我 们 指出 , 所 有 的 球面 5S*-! WE 
z 二 0 的 小 邻 域 中 , 这 由 它 的 方程 可 知 . 

习题 24.6。 证 明 : Ks 微分 同 胚 于 球面 的 由 元 (s,r) 组 成 的 切 从 , 其 中 s € Sn" 一 1， 
7T 是 点 s 处 Sn"-1 的 任意 切 向 量 . 


如 果 5 趋向 于 零 , 则 非 奇 异 纤维 Ks“ 博 缩 ” 到 奇异 纤维 Ko 上 , 这 可 用 映射 
ps:Ks— Ko 


来 表达 . 在 这 个 映射 下 , 球面 S! 映射 为 一 点 (这 个 球面 “ 消 没 ”于 奇异 纤维 上 ). 
此 , 球面 S59-!， 称 为 这 个 奇 点 的 消 没 闭 链 . 

我 们 研究 单 值 性 变换 K; 一 Kj;. 当 沿 底 流 形 中 一 条 路 径 yj(t) = beit,0 < t < 27， 
绕 行 奇 异 纤维 时 , 纤维 Ksoi: 在 0 < t < 2r 中 形变 . 当 t = 2r 时 我 们 就 得 到 “ 单 值 
性 映射 ”oa : Ks 一 K's. 

对 n = 2, 我 们 来 计算 这 个 单 值 性 映射 . 先 对 (CP! x CP!1 上 的 ) 纯 二 次 函数 


w= f(z2) = (21) 十 (2 = uy, = zl,v = 2. 
来 做 . 二 次 曲面 Ks 由 方程 w+v? = 5 = |6|ei? 给 出 ; 球面 51 是 圆周 I = Im 六 = 0， 
其 中 站 = we-*?/2,0 = ve-?/2. 非 奇 异 纤维 Ks 微分 同 胚 于 柱 Ks 兰 S} x Rl1. 
闭路 映射 Kls| 一 Klsjezt, 假定 从 实 的 5 > 0 (6 = 16|) 开始 , 可 以 按 通常 的 方法 通 
过 路 径 y(t) = jblet, 0 和 ti 和 2r, 的 提升 给 出 : 
it/2 


4 一 &e v 一 ve't/2. (4) 


当 t 从 0 变化 到 2r 时 , 在 终端 我 们 得 到 映射 Ks 一 Klsl: 
UCT 一 一 Ve 一 一 U. (5) 


我 们 的 任务 是 构造 这 样 的 一 族 闭路 映射 Kisl _，Kses， 使 得 它 在 消 没 闭 链 51 

的 一 个 小 邻 域 中 与 (4) 相同 而 在 $3 C Ks 的 某 个 大 一 些 (但 仍然 是 小 的 ) 邻 域外 处 
处 是 “ 恒 等 ”" 映射 . 这 里 “ 恒 等 ”意义 如 下 : 退化 映射 p : Ks 一 Ko ( 见 前 ) 在 消 没 
闭 链 外 面 是 双方 一 一 的 并 且 , 对 一 切 (小 的 ) 6, 它 是 这 些 流 形 Ks\Si 之 间 的 典范 微 
分 同 胚 . 所 有 的 闭路 映射 Klisl 一 Kiles 在 小 邻 域 Us > 5S} 外 面 应 该 与 相应 的 不 同 
的 Ks\S83 之 则 的 典范 微分 同 胚 相同 而 在 再 小 一 些 的 邻 域 V; 内 部 与 (4) 相同 , 这 里 
Ks DOD Us VS. 
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即 这 样 的 一 族 (在 消 没 闭 链 外 面 是 “ 恒 等 的 ") 闭路 映射 对 于 将 二 次 曲面 的 局 
部 结果 应 用 于 对 任意 的 映射 f : M 一 CP1 计算 非 奇 异 纤 维 下 = 吏 的 同调 群 
P(P)=ma(R)/Imaril 上 的 单 值 性 变换 是 必需 的 , 其 中 M 是 一 个 2 维 紧 复 流 形 . 

纤维 Ko 由 方程 w? 十 v? =0 即 二 = 土 iv 确定 . 由 此 易 见 Ko\{0} 由 两 片 组 成 : 


K\{0} (S81 x R+)iU (S! x R+)y: 
在 这 两 片 中 , 我 们 引入 坐标 


p > 0,(p,0)1:u = pe®,v = iv (第 一 片 ), 
p> 0,(p,0)2 :4 = pe®,v = iv (第 二 片 ). 


(6) 
对 小 的 不 等 于 零 的 5 Ks\S1 有 同样 的 形式 : 
Ks\S3 兰 (S x Ri)iU (S! x Rt+); 
退化 映射 p : Ks 一 Ko 诱导 微分 同 肚 
Ks\S3 Ko\{0}, 


它 将 坐标 (p,9)1 和 (p,9)z 带 到 (K5N\Ssj) 上 . (两 片上 的 ) 角 坐 标 9 将 从 纤维 Ks 与 3 
维 超 平面 Im w = 0 的 交 线 上 起 算 . 于 是 , 在 Ks 的 两 片上 有 坐标 (9, p), 其 中 p > 0 
(p = 0 对 应 于 消 没 闭 链 ). 纤维 Ks 上 的 水 平 曲线 (p = 常数 ) 可 以 视 为 群 作用 的 轨道 


—i0 


| 7 
U 一 ~usin 0 十 vcos 0 一 Vet， (7) 


4 一 2C0S 0+vsin = ue 


此 外 ， 消 没 闭 链 S51 是 纤维 Ks 上 长 度 最 短 的 轨道 . 这 个 作用 在 纤维 Ko 上 化 为 
4 一 ue”3 (在 第 一 片上 ), wu 一 we- (在 第 二 片上 ). (两 片上 的 ) 纤维 K; 上 的 坐标 p 
可 用 从 点 (u,v) € Ks 到 消 没 闭 链 Si Cc Ks 的 距离 来 定义 . 
引 理 24.5。 对 任意 的 。 > 0, 可 以 构造 闭路 映射 Klst — Klsleit 使 得 : 
1) 这 些 映 射 当 p > 2s 时 是 “ 恒 等 的 ”; 
2) 这 些 喘 射 当 p < < 时 形式 为 (4); 
3) 当 t = 2r 时 最 终 的 单 值 性 变换 o : 天 5 一 Kis 在 两 片上 形式 为 


0 :(p,0) — (p,0 + 0(p)), 


这 里 函数 9(p) 的 图 形 如 图 92 所 示 , 即 当 p < e 时 , 9 = 7; 当 p > 2e 时 , (在 第 一 
片 和 第 二 片上 分 别 为 ) 9 = 0,2r; 柱 面 上 的 曲线 (p*,9(p*)) 在 -2e < p* < e 中 绕 
柱 面 一 次 , 其 中 , 在 第 一 片上 p* = p 而 在 第 二 片上 p* = -pm 
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0'p) 
第 一 片 
9 1t/2 
27 E 2 p 
= 9) 
2 
© E 2r 一 上 2 
第 二 片 第 一 片 第 二 片 
E 25 pp 
图 92 图 93 


证 明 对 小 的 t, 考察 曲面 Ks 的 两 片上 的 变换 (4). 由 公式 (4) 立即 看 出 , 当 t 
稍稍 偏离 零 时 , 闭路 变换 中 的 坐标 9 在 不 同 的 片上 开始 朝 相 反 的 方向 转动 : 


0 一 0 十 5 (在 第 一 片上 )， 
0 一 0 和- 5 (在 第 二 片上 ). 


这 可 通过 比较 公式 (4) 与 引进 坐标 9 的 方式 ( 即 限制 映射 Ks 一 Ko) 得 出 , 这 里 9 的 

方向 在 第 一 片 与 第 二 片上 是 不 同 的 , 同时 在 两 片上 角 的 增 量 t/2 都 采用 (+) 号 . 如 果 

在 第 一 片上 9 从 0 起 算 而 在 第 二 片上 9 从 27 起 算 , 然后 将 这 个 形变 与 “ 恒 等 " 映射 

在 p > 2e 时 在 两 片上 拼接 起 来 , 结果 在 上 = 2r 时 我 们 又 得 到 相同 的 角 . 我 们 用 下 式 
(p,0) — (p,0 + 0°(p)), 


对 Ot 2 定义 映射 Ksl 一 K |sleit, 这 里 0:(p) 的 图 如 图 93 所 示 . 这 个 映射 在 球 
面 Sj(p = 0) 上 的 连续 性 来 自 于 下 面 的 事实 : 我 们 的 坐标 p,9 在 不 同 的 片上 指 回 球 
面 sj C K; 上 角 9 的 彼此 相反 的 方向 . 引 理 证 毕 四 


7. 皮卡 -- 莱 夫 谢 茨 公式 
现在 我 们 考察 整体 问题 . 设 有 复 解 析 映 射 f: M 一 CP!1 52, 这 里 M 是 一 个 复 


2 维 的 紧 流 形 , f 具有 非 退 化 的 奇 点 z1,… , zm, € M,zi 相应 的 奇异 值 为 wj = f(z;). 
考察 非 奇 异 点 we 5? 上 的 典范 纤维 


F=F,=f-'(w)CM. 
我 们 引入 路 径 oj ( 见 图 91) 和 “ 消 没 闭 链 ” 
gj € Hi(Fy) = ni/lri, Ti 


gj 可 由 对 应 于 奇 点 zj 的 消 没 闭 链 53 沿路 径 yj 对 小 的 5 从 点 wi -5 到 点 w 转换 
到 非 奇 异 点 w 上 的 纤维 而 得 到 . 
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定理 24.3， 对 于 由 路 径 oj = ?77 Qj7Y; (Qj(t) = 5et 是 环绕 w; 的 闭路 径 ) 决定 
的 单 值 变换 pw。 : Fi, 一 FF 在 同调 群 上 的 作用 成 立 下 面 的 “皮卡 - 莱 夫 谢 茨 公 
Wk 

(pa, )， 。 Hil(fF',) 一 Hil(F,,), 

(Pa;)*(D) = p+ (po q;)q;- 
这 里 p 是 任意 的 闭 链 ( 即 有 Hi(F,) 中 元 ),9 是 奇 点 z; 的 消 没 闭 链 ,p oq; 是 这 些 
闭 链 ( 即 代 表 这 些 闭 链 的 圆周 到 FF, 中 的 任意 处 于 一 般 位 置 的 映射 ) 的 相交 指 
数 . 由 此 , 变换 (yp。)。 保持 相交 指数 : 对 任意 的 pi, pz e Hi(F,)， 


pl o pa = [(Pa,)xp1] o {(po;)p2l. 


证 明 考察 点 wj; 附近 的 纤维 五 , -s 中 的 闭 链 5, 它 在 奇 点 zj € ,,_s 附近 与 消 
没 团 链 gj; 横 截 相交 , 这 里 的 拓扑 形态 由 二 阶 部 分 (d?f)。 s Ar 确定 . 根据 引 理 24.5， 
由 于 沿 环绕 w; 的 半径 为 5 的 小 圆周 oj 绕 行 的 结果 , 我 们 有 关于 同调 类 的 公式 : 

[S3] 一 [S53], 
因 一 方 + ( 方 。S5)[S5]， 
因为 在 闭 链 FF 和 闭 链 S} 横 截 相交 的 每 一 点 的 邻 域 中 , 闭 链 方 在 绕 行 后 改变 的 结果 
是 增添 一 个 同调 于 53 的 闭 链 , 其 符号 和 这 个 交点 进入 指数 Po S1 的 符号 (+1 或 -1) 
相同 . 我 们 也 注意 到 5S}o S53 = 0. 将 所 有 的 闭 链 从 纤维 到，5 沿路 径 六 转移 到 纤维 
书 ， 阮 得 到 皮卡 - 莱 夫 谢 茨 公 式 . 
现在 证 明 在 绕 行 oj 时 pl epa = (pxp1)o (pxp2). 我 们 有 
PxD1 = D1 + (Pp1 © qj;)qy, 
pxD2 = p2 十 (Da o qj)q;, 
(pl + (pieg97)g7) ° (p2 + (p2 og7)97) 
= p10p2+ (p19;)(g; 0 Pp2) + (p10 gi)(p2 og;) + (p10 q;)(p2 0 gq;)(9; © gq;). 


由 于 等 式 pog = ~gop ( 反 称 性 , 见 815.1), 最 后 的 表达 式 等 于 mi o po. 定理 得 证 . 口 
习题 24.7。 对 维 数 > 2 找 出 类 似 的 皮卡 - 莱 夫 谢 芯 公式 . ”为 偶数 与 奇数 的 
情形 截然 不 同 , 为 什么 ? 
我 们 来 考察 例子 . 设 M = CP? (= C?UCP1, 这 里 CPl 是 CP? 中 “在 无 穷 远 
处 ”的 1 维 复 射 影 直 线 ), 我 们 的 函数 则 是 变量 z1, zo 的 n 次 多 项 式 : 


A A Bk 人 


像 通 常 那样 ， 使 用 齐 次 坐标 (uo, L1, 212)， 其 中 Zl1 一 U1/ U0, 22 = u2/uo, 纤维 为 水 平 曲 
面 P(z1,z2) = 常数 的 纤维 从 可 以 延 拓 至 整个 CP? 上 ( 底 为 CP1). 
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习题 24.8， 对 超 椭 圆 情 形 已 (zu zz) = z? 一 Qn(z2) 找 出 所 有 的 奇异 纤维 和 单 
值 变换 . 

在 这 个 情形 ( 即 超 椭圆 情形 ), 非 奇 异 纤 维 是 亏 格 9 的 曲面 , 这 里 n = 29+1 或 
n = 29 十 2 ( 见 $2)， 如 我 们 所 知 , 非 奇 异 纤维 ( 亏 格 9 的 曲面 ) 的 基本 和 群 由 生成 元 
Qa1;,01,… ,ao,b 和 关系 


aibiai bi -agbgas 0 一 1 


给 出 . 群 Hi = ma/frumi] 可 以 看 成 一 个 29 维 的 格 , 由 同 量 [fal], tb]，…[ooj,fbo] 生 
成 , 相交 指数 为 

[oa o [6;] = 56,[odelojl = 四。 拘 ] = 0. 
由 此 及 皮卡 - 莱 夫 谢 茨 公式 可 得 单 值 变换 在 这 个 格 的 向 量 上 的 作用 是 平移 . 
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1. 主 从 上 的 G 联络 


在 本 书 的 第 1 卷 的 第 6 章 中 , 我 们 实质 上 已 经 开始 了 对 纤维 从 的 联络 和 曲率 的 
局 部 研究 . 为 了 转向 研究 在 纤维 从 非 平凡 且 底 空间 是 流 形 而 不 是 欧 几 里 得 空间 中 区 
域 时 的 联络 和 曲率 及 其 拓扑 不 变量 , 我 们 将 在 本 章 中 展开 这 些 概念 的 不 变量 系 . 

定义 25.1. 具 从 空间 已, 底 空间 M, 群 G 和 射影 p :五 一 M 的 主 从 上 的 一 个 

联络 (G 联络 ) 是 指 空间 EE 中 一 族 光 滑 的 关于 群 G 在 空间 E 上 的 左 作用 不 变 

的 n 维 “水 平 ” 方 同 (n = dim M). 

下 面 我 们 将 证 明 由 G 联络 定义 的 平行 移动 变换 属于 群 G. 因此 , 这 个 定义 与 定 
义 24.4 相符 . a 

我 们 回想 一 下 定理 24.1, 这 个 定理 说 每 一 个 主 从 由 群 G 在 EE 上 的 左 自 由 作用 
决定 . 像 引 理 24.1 中 那样 , 给 出 联络 的 最 简单 的 微分 几何 方法 利用 了 空间 上 的 左 
不 变 度量 (9;;) (即使 得 G 在 EE 上 的 左 作用 是 运动 的 度量 ). 如 果 这 种 度量 存在 ( 见 
$8.3, 那里 对 紧 李 群 G 证 明了 这 种 度量 的 存在 性 ), 则 G 联络 可 通过 将 正 交 于 纤维 的 
mn 维 平面 作为 水 平方 向 来 定义 . 

适用 于 定义 曲率 及 联络 的 其 他 应 用 的 另 一 种 方法 是 通过 普法 夫 型 方程 , 即 一 组 
微分 形式 (或 一 个 向 量 值 的 微分 形式 给 出 水 平方 同 场 ). 我 们 将 详细 地 说 明 这 个 方法 . 

将 卷 1 习题 24.13 中 介绍 的 定义 加 以 推广 , 我 们 对 李 群 G 的 李 代数 g 中 的 每 一 
个 元 7 按 下 面 方式 定义 群 G 上 的 一 个 右 不 变 切 向 量 场 6r : 


Er(9) = —(Ro)xT, gEG, 


这 里 Ro :y ~ yg,y & G, 是 9 的 右 乘 . 每 一 个 这 样 的 向 量 场 在 G 的 右 作 用 诱导 的 切 
空间 中 的 映射 下 保持 不 变 (反之 , 每 一 个 在 这 个 意义 下 右 不 变 的 向 量 场 必定 形 如 é&;， 
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对 某 个 re g). 事实 上 , 映射 6 :是 李 代 数 之 间 的 同 构 , 其 中 一 方 是 以 换 位 运算 
作为 李 代 数 运 算 的 右 不 变 向 量 场 , 另 一 方 则 是 群 G 的 李 代 数 . 由 于 这 个 原因 , 我 们 
可 以 将 群 G 的 李 代 数 等 同 于 G 上 的 右 不 变 向 量 场 所 成 的 李 代数 . 

使 用 这 个 模型 , 我 们 定义 G 上 一 个 取 值 于 李 代 数 g 的 典范 1 一 形式 wo (严格 
说 是 一 组 1 一 形式 ). 这 个 形式 在 点 y e G 处 的 切 向 量 上 e(y) 上 的 值 是 李 代 数 的 一 个 
元 &,wo(y,&(y)) = 它 是 一 个 右 不 变 回 量 场 , 可 视 为 g 的 元 . 可 以 将 形式 wo 简写 为 
(dg)g-!, 其 中 dg 表示 典范 切 向 量 上 (9) (上 是 任意 右 不 变 向 量 场 , g e G), 而 右 乘 gr-1 
将 上 (9) 移动 到 群 的 单位 元 处 , 给 出 £(1) eg. 

形式 wo 具有 这 样 的 性 质 : 

a) wo(y,&(y)) 关 0, 如 果 & 关 0 (这 是 显然 的 ); 

b) dwol(y, &1(y), £2(y)) = wo(y, [和 cj) = —[wo(y, é1(9)), woly, é2(9))] = 
一 上 ,人 | ( 见 卷 1 定理 25.4). 

群 G 在 自身 上 的 左 移动 y 一 9%y (y 和 9 都 属于 群 G) 将 右 不 变 向 量 场 上 转换 
成 右 不 变 向 量 场 7 = g.é, 记 为 Ad(g)t. 如果 G 是 矩阵 李 群 , 则 切 空间 的 诱导 映射 
将 点 y(0) = 1 处 的 切 向 量 £(1) = Y(0) (这 里 y(t) 是 & 的 积分 曲线 ) 映射 为 点 g 处 
的 切 向 量 gy'(0) (通常 的 矩阵 乘积 ). 将 这 个 向 量 移动 回 到 单位 元 处 我 们 就 得 到 向 量 
96(1)9 一 ; 由 此 可 见 右 不 变 向 量 场 Ad(g)t = ge 由 gt(1)g-! 决定 , 就 像 < 完全 由 
é£(1) = y(0) 决定 一 样 . 于 是 , 在 李 群 和 李 代 数 的 矩阵 表示 中 , 变换 Ad(g) 就 以 内 自 
同 构 和 一 969: 出 现 ; 记 法 wo = -(d9)9g-1 适合 于 矩阵 记 法 中 的 字面 表达 . 在 群 的 
左 移 动 y -gy 中 , 形式 wo 满足 


(g*wo)(y, é(y)) Ad(9g)wo(9y， (gxé€)y). 


定义 25.2， 空间 EB 中 一 个 取 值 于 群 G 的 李 代 数 g 的 形式 w, 如 果 满 足下 面 的 
两 个 性 质 : 

1) 规范 性 : w 在 纤维 G 上 的 限制 是 wo = 一 (dg)g-!， 

2) 不 变性 : 在 群 C 对 已 的 左 移动 下 成 立 等 式 


g*w = Ad(g)w = gwg-, (1) 


则 称 为 具 群 G 的 主 从 p: 巨 -MM 上 的 一 个 微分 几何 的 G 联络 . 

引 理 25.1。 a) 方程 w = 0 给 出 一 族 G 不 变 的 水 平方 向 , 它们 决定 了 定义 25.1 

意义 上 的 一 个 联络 ;b) 反之 , 如 果 给 定 一 族 G 不 变 的 水 平方 向 , 则 可 以 构造 满足 

性 质 1),2) 的 一 个 形式 w 使 得 这 个 水 平方 向 族 由 方程 w = 0 给 出 . 

证 明 a) 因为 w 在 纤维 G 上 的 限制 恰 为 形式 wo, 如 上 面 指 出 的 那样 , 它 在 G 
的 非 零 切 向 量 上 不 等 于 零 , 所 以 , 对 每 一 点 ye EE, 关于 在 点 ye 互 与 互相 切 的 未 知 
同 量 7 的 方程 w(y,7) = 0 定义 了 一 个 横 截 于 纤维 的 平面 , 且 形 式 w 的 零 空 间 的 维 
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数 等 于 . 底 空间 的 维 数 n. 于 是 , 方程 w = 0 实际 上 定义 了 EB 上 一 族 ” 维 的 水 平方 
向 . 平面 场 w = 0 的 G 不 变性 直接 由 定义 25.2 中 的 性 质 2) 推出 . 

b) 反之 , 设 给 定 一 族 ” 维 的 G 不 变 水 平方 向 . 我 们 将 构造 形式 w, 它 在 每 一 点 
ye 五 代表 从 (点 y 处 的 ) 切 空间 TE 到 群 G 的 李 代数 的 一 个 线性 映射 并 满足 条 件 
1) 和 2). 结构 群 G 以 右 移动 R, : y 一 yg 方式 作用 于 纤维 上 , 按 定义 , 纤维 下 = G 
上 的 形式 wo 关于 右 移动 是 不 变 的 : 


及 ,0 一 0， 


因此 , 在 任意 点 ze M 的 纤维 玉 上 (Fs = p 1(z) 兰 G), 形式 wo 是 不 变 地 定义 的 
(不 依赖 于 具 直 积 结构 的 局 部 坐标 邻 域 的 选取 ). 在 纤维 玉 的 每 一 反 y 处 , 形式 wo 
决定 从 纤维 的 切 空 间 TF 到 李 代 数 g 的 一 个 同 构 


wo: {yuF 一 9. 
取 定 了 水 平方 向 Re c TE 就 给 出 了 直 和 分 解 
T,E=R"@TF 
及 射影 
nT:TyEo TF,"(Ry)=0. 
考察 复合 映射 
TuE = TF 2 
这 个 复合 映射 wor 就 是 形式 w， 它 在 纤维 下 上 的 限制 按 定 义 就 是 wo， 左 移 动 
g :已 一 五 保持 射影 x,g* (rwo) = rr(g*wo), 这 是 由 于 水 平方 同族 {R*} 的 左 不 变性 ， 
而 在 形式 wo 的 值 域 上 左 移动 按 公 式 (1) 作用 . 引 理 得 证 . 口 
引 理 25.2。 任何 主 从 上 总 存在 (定义 25.2 的 意义 上 的 ) 微分 几何 G 联络 . 
证 明 任意 主 从 p :一 M 的 结构 由 邻 域 系 Ua, 这 里 UUa = M, 以 及 微分 同 
胚 pa : G x Us 一 p-1(U6) 给 定 ( 见 定义 24.1). 如 有 必要 , 我 们 选取 更 细 的 覆盖 使 得 
在 M 上 存在 单位 分 解 {wa}, wa : M 一 以, 其 中 0 和 wa <1, 在 Uo 外 部 Wa 三 0 且 对 
任意 点 ye M 从 V( = 1 (这 种 分 解 的 存在 性 的 充分 条 件 见 定理 8.1 后 的 注 ). 在 


让 积 G x Us 容 p-1(Us) 中 我 们 任意 给 定 一 个 G 联络 wo (例如 , 在 每 一 点 pa(g,z) 
处 取 ps(g x Us) 的 切 空间 作为 水 平方 向 ). 为 了 构造 整个 上 的 G 联络 , 只 要 令 


Ww 二 》 (2 Wa)wa 


就 可 以 了 . 这 里 函数 2”WVa : E—R 形 如 (p*Wa)(y) = Wa(p(Yy)),Y E Eb, 即 底 空间 
M 上 的 wo 的 “提升 因此, 在 p-1(U6) 外 部 p*wa = 0, 而 形式 p*Ya(y)wa 驶 延 
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拓 至 整个 流 形 互 上 , 它 在 p-1(V。) 的 外 部 恒 等 于 等 . 这 个 形式 限制 在 纤维 上 形 如 
p*Wau(y)wo, 因为 函数 "wu(y) 沿 着 纤维 是 常数 ( 它 是 G 不 变 的 )， 从 而 形式 w 在 任 
意 纤维 上 的 限制 给 出 

》， WalT)wo = wo. 


定义 25.2 中 的 不 变性 性 质 直接 由 每 一 个 w 的 不 变性 导出 . 引 理 得 证 . 口 

习题 25.1， 证 明 : 一 个 纤维 从 的 联络 所 成 的 集合 是 线性 连通 的 . 

局 部 上 ( 即 在 坐标 为 上 ,zz2 的 坐标 邻 域 U0。 上 ), 在 平凡 主 从 五 。 = p~!1(U,) 
会 已 x Use(F = G) 上 , 一 个 联络 可 通过 底 U< 上 的 取 值 于 群 G 的 李 代数 g 的 一 个 
1 一 形式 4 来 给 出 , 形式 4 = hdzt 与 形式 wj 在 映射 we 给 出 的 坐标 y = (9, z) 
中 有 这 样 的 关系 : 

w(g, 7) = wo(9) + gh (7)g ‘drs, (2) 

其 中 wo 是 G 上 取 值 于 g 的 典范 形式 . 

这 也 可 以 不 变 方 式 表 达 如 下 : E。 上 的 直 积 结构 决定 一 对 “坐标 ”映射 


ey EE Pe 
扩 y € Eo 的 “坐标 ”就 是 (gq(y), p(y)). 公式 (2) 可 写成 
wlp, = 入 (wo) 十 444 ! 
w(y) = wo(q(y)) + gq(y) A(p(y)g (ye Eo. 


我 们 希望 得 到 在 不 同 的 UV。 的 重 登 部 分 上 截面 替换 时 1- 形式 4 的 变换 规则 . 
区 域 Cs 上 的 Eb, 的 每 一 个 截面 ， 


A Sp py = 1, 


给 出 主 从 E。 的 一 个 直 积 坐标 系 : 对 每 一 点 zx, 我 们 将 点 wy(z)(e 瓦 ) 视 为 G 的 元 ， 
取 作 F 上 的 坐标 原点 ; 对 纤维 FE 的 任意 点 y 给 予 坐 标 (g,z), 其 中 gw(z) = y ( 特 
别 ,%(z) 的 坐标 为 (1, zx)). 映射 g :五 一 G 则 由 下 式 给 出 : 


4(y) 二 geEG， 其 中 gy(7x)=y. 


于 是 , 不 同 的 截面 四 和 wo 就 给 出 EB 中 不 同 的 直 积 坐标 系 , 它们 在 每 一 点 ze U。 
相差 群 G 的 一 个 变换 , Wi(z) = 9g(z)wWa(z). 

在 两 个 区 域 U。, Us 的 重 又 部 分 Use 上 , 由 映射 g(x) : Uas 一 G 给 出 的 左 移动 
产生 截面 之 间 的 替换 wy -wo. 形式 w 在 区 域 Eap = p™1(Uo 门 Ug) 中 可 以 用 两 种 
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方式 表示 : 


9g1 = qi(7), w= qi(wo0) + qrAd gr dh， 
ga = gq2(7), w= (wo0) + q2A( gq3 1dz/， 


其 中 gi : Eag 一 G 和 gz : Bop 一 G 相差 一 个 变换 g : Uas 一 G (映射 qi 由 截面 
录 定义 ). 由 形式 w 的 这 两 个 表达 式 相等 可 得 系数 4， 的 变换 规则 (“规范 变换 ” 见 
卷 1 841.1) : 


AW(z) = ee -18) ~ Ey-1(g), (3) 


这 个 公式 定义 了 “联络 的 粘 合 ”; 如 果 能 取 到 另 一 个 截面 使 得 4 人 2 = 0, 则 就 得 到 
A 四 (2) = 一 车 加 gi(z). 这 时 ， 这 个 联络 称 为 “平凡 联络 ” 


定理 25.1， 主 从 p :五 一 AM 上 由 形式 w 给 定 的 G 联络 定义 了 纤维 沿 底 M 中 
任意 分 段 光 清 曲 线 > 的 平行 移动 , 且 这 种 平行 移动 可 由 群 G 的 右 移动 给 出 . 


证 有明 设 曲 线形 如 z=zlba 和 tt 和 我 们 将 寻找 从 空间 中 一 条 水 平 曲 线 了 ， 
它 覆 登 7 且 以 纤维 p-!(x(a)) 兰 G 中 给 定点 9 为 起 点 . 我 们 只 要 考察 这 样 的 情形 就 
可 以 了 , 即 曲 线 7 整个 地 位 于 一 个 坐标 邻 域 UV。 中 的 情形 , 其 中 or1(UoJ) 兰 GxUa 
(一 般 情 形 时 需要 利用 转移 函数 Xe). 在 局 部 直 积 坐标 系 (9g,z) 中 , ge G,z e U6, 从 
空间 中 曲线 3 应 该 形 如 (g(t), z(t)), 其 中 g(t) 是 需 决定 的 未 知 函 数 . 由 3 的 水 平 性 
条 件 ( 即 切 向 量 (9(t), z(t)) 的 水 平 性 ) 和 引 理 25.1 我 们 将 有 


w(g(t), 2(t)) = 一 9 的 9 (t) + 2*(t)g(t) A (z(t))g 人 的 一 0 


如 果 用 B(t) 表示 取 值 于 李 代 数 g 的 函数 , B( = ji4(t)A,(z(t)), 我 们 得 到 关于 未 知 
函数 g(t) 的 一 个 线性 微分 方程 


—9gB=0. 


这 个 方程 具 初 始 条 件 g(a) = go € G 的 解 对 一 切 te [oa 外 存在 且 唯 一 . 于 是 , 平行 移 
动 对 所 有 的 t 有 定义 . 我 们 再 证 明 这 种 纤维 的 平行 移动 由 群 的 右 移 动 给 出 ; 这 个 事实 
可 立即 由 下 面 的 引 理 导出 . 

引 理 25.3， 方 程 9 一 gB =0 (B(t) € gj 具 初 始 条 件 g(a) = go e G 的 解 为 

g(t) = gof(t), 其 中 函数 f(t) : [a,4] 一 G 不 依赖 于 go. 

证 明 ”如果 函数 B 与 t 无 关 : B(t) = 常 值 sg, 则 引 理 是 显然 成 立 的 . 事实 上 ， 
此 时 方程 9 = gB 的 解 形 如 g(t) = go exp({t 一 a)B), 其 中 exp : g 一 G 是 李 代 数 g 到 
群 G 的 指数 映射 . 

在 B(t) 不 是 常 值 的 情形 , 我 们 将 区 间 [a,4 分 成 NN 个 小 区 间 ao =to <ti<…< 
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tn 二 t. 精确 到 0(t; --t;_1), 我 们 将 有 


g(t1) = go + go(t1 — to)B(to) = g(to)exp((ti — to)B(to)), 


和 


g(tN) = g(tn-1)exp((tNy — tn-_1)B(tn-1)). 


由 此 推出 g(t) = gof(t), 其 中 


f(t) = a exp((tN 一 上 IN-1)BUNw-I))…exp(( — to)B(t0)). 
每 一 个 因子 属于 群 G, 因此 积 也 属于 群 G. 引 理 成 立 , 因而 定理 得 证 . 加 


推论 1 对 于 G 联络 , (关于 (唯一 的 ) 水 平 履 释 曲 线 的 存在 性 的 ) 引 理 24.2 成 

立 而 无 需 假定 纤维 的 紧 性 . 

对 于 G 联络 , 也 可 定义 完整 群 ( 见 819.1)， 这 个 群 是 将 2(zo, M) 中 的 路 径 与 
纤维 的 变换 对 应 起 来 的 一 个 同 态 的 像 , 并 由 群 G 的 右 移动 (可 能 不 是 所 有 的 右 移动 ) 
组 成 . 


2. 伴随 从 中 的 G 联络 . 例 


我 们 现在 使 用 不 变 ( 即 与 坐标 无 关 的 ) 方式 讨论 伴随 从 上 的 联络 . 假定 群 G 作为 
变换 群 作用 在 流 形 F' ( 即 纤维 ) 上 , 进一步 设 pp : Ep 一 M 是 联络 形式 为 w 的 主 从 
2 :五 一 AM 的 伴随 从 . 我 们 将 给 出 空间 Es 上 的 取 值 于 纤维 下 的 切 向 量 空间 的 伴随 
联络 形式 ws, 它 的 构造 如 下 : 设 给 定点 ye F 和 该 点 处 的 切 向 量 r. 我 们 定义 纤维 下 
上 的 一 个 形式 wb, 令 它 在 向 量 7+ 上 的 值 wo(y,r) 等 于 r. 所 求 的 形式 ws 在 每 条 纤 
维 互 上 的 限制 必须 等 于 w&. 由 此 推出 , 在 具 直 积 坐 标 (y,z),y € Fx € Uo,z = pF(y) 
的 每 个 区 域 ps1(U。) 全 已 x [中 , 形式 wp 必定 形 如 


wE(Yy, TN) =wF(y)(y) 十 40 7)(nz), (4) 


其 中 形式 4 是 待定 的 , 而 7 是 p51(U6) C Es 在 点 (yz) 的 任意 切 向 量 , 它 在 下 和 
Uo 的 切 空间 中 的 分 量 分 别 为 mw 和 n(n = 加 十 力 ). 使 用 Us。 上 的 坐标 ze 时, 形式 
4 可 记 为 4= A,(y, zx)dzrt. 

还 需要 定义 分 量 A,,(y, zx). 我 们 首先 注意 到 群 G 的 每 一 个 元 g 决定 了 纤维 的 一 
个 变换 g : 玉 一 FF. 由 于 这 个 变换 , 群 G 的 李 代 数 g 的 每 一 个 元 就 决定 了 纤维 FF 上 
的 一 个 向 量 场 一 一 即 标量 函数 的 一 个 微分 算 子 (方向 微分 ). 如 果 g(t) 是 G 的 单 参 


数 子 群 , g(0) = 1 (F 的 恒 等 变 换 )， 则 元 eg e g 给 出 上 的 一 个 向 量 场 < 
t=0 


其 定义 为 : 
é(y) = 和 OO | yerF. 
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换言之 , g 的 每 一 个 元 , 可 视 为 下 的 一 个 无 穷 小 变换 , 在 下 上 给 出 一 个 切 向 量 场 . 

我 们 将 点 ye EF 处 纤维 的 如 下 切 同 量 取 为 4.(yz) : 李 代 数 g 中 等 同 于 Ah,(z) 
的 元 决定 了 纤维 已 上 的 一 个 向 量 场 £; 向 量 场 £ 在 后 ye 的 值 一 一 纤维 的 切 问 
量 就 取 为 

Ap(y,7) 一 EDpF(V) = 了 

按 定义 , 形式 dzt 在 与 纤维 相 切 的 任意 向 量 r 上 的 值 等 于 零 . 因此 , 形式 wp 在 纤维 
已 上 的 限制 就 是 wb. 

方程 ws = 0 给 出 伴随 从 在 点 ze EF 处 的 “水 平方 向 ”Ra. 公式 (4) 以 不 变 方 
式 定 义 了 形式 wp. 

如 果 纤 维 下 是 向 量 空间 Rm 且 群 G 线性 地 作用 于 F 上 , 则 李 代 数 g 的 元 上 可 
视 为 线性 向 量 场 (或 矩阵 he : RT 一 Rm). 设 四 … ,nm 是 纤维 Rm 中 的 坐标 . 如 果 
Ae = (oj), 则 场 (7) 等 于 

£7 = ol. 
场 A,(-,7) ( 值 为 4A,,(n,7x),n € Rm) 具有 矩阵 形式 : 
A,(:, 7) (Ap(:, 7)5) a (ajp(7)) a 中 的 矩阵 . 
于 是 , 在 纤维 为 Rm 的 向 量 从 中 , 联络 (局 部 地 ) 由 依赖 于 zx 和 jy 的 矩阵 给 出 : 
(A,(',£)); = sa (Th =1,. ,mH=1,.… ,n= dim M, 


或 由 和 矩阵 值 的 形式 as ,dz 给 出 . 
如 果 纤 维 从 本 身 是 流 形 M 的 切 从 (纤维 为 RR*,m = n), 则 可 以 提 及 挠 率 ( 见 卷 
1 841): 
Qjp ozij > 了 3 -Tj (M 中 张 量 )， 
以 及 称 联络 是 对 称 的 , 如 果 Ti; = 0. 
对 于 这 样 的 联络 , 纤维 沿 底 空间 中 路 径 y(t) 的 平行 移动 是 线性 变换 ( 见 卷 1, 定 
理 29.1). 使 用 区 域 CCc M 的 局 部 坐标 x4,… ,zz2, 可 定义 同 量 丛 截面 的 共 变 微 分 : 


Yaya) = E+, (sw (5) 


以 及 底 空间 中 沿 方向 5 = (51,… ,6") ed Vs = Vi 算 子 Vi 和 Vy 之 
闻 的 非 交 换 性 导出 曲率 人 = [Vy, Yl. 

对 于 光滑 曲线 y(t),0 < t < 1, 纤维 沿 此 路 径 从 点 7Y(0) 到 扣 y(1) 的 平行 移动 线 
性 算 子 也 称 为 “ 编 时 指数 算 子 ”并 记 为 


Texp 下 (号 — Vi dt ; (6) 


§25. 纤维 从 的 微分 几何 学 . 193 、 


在 这 里 , T[A1(t)42(t).…] 表示 所 谓 的 两 个 (或 更 多 的 ) 彼此 不 可 交换 的 依赖 于 时 间 
Ai(t)A2(t"), 当 t > 


Az(t)A1(t)， 当 t < (7) 


TIA1(t) A2(t)] = | 


如 果 用 点 0=to <ti<to。<:….<tn=!1 将 曲线 Y(t) 分 成 一 些小 曲线 段 ， 则 对 
函数 A(t) 的 运算 定义 如 下 , 即 令 


了 exp Alt)dt% = lim Tf{exp((ti — to)A(to))} x 
{/ I Pt ee 
exp((t2 —t1)A(t1)) .exp((tn — tN-1)A(tN-1))}. (8) 
如 果 令 A(t) = 5 ~ Vt), 则 我 们 得 到 沿 曲 线 7(t) 的 平行 移动 算 子 . 
习题 
25.2. 证 明 对 连续 依赖 于 t 的 线性 算 子 A(t) 的 级 数 展开 式 : 


T exp 04 400dt | 二 1 十 [ A(t)dt 十 [ [ T(A(ti)A(t2))dtidtz + -…+ 


1 1 
37/ | T(A(t1)... A(tn)dti .din 十 (9) 
25.3。 证 明 : 表达 式 Texp 万 4(7)dr = B(t) 满足 方程 
aB 
at 2 [A(t), B(t)), (10) 


而 向 量 w(t) = B(t)mo 满足 方程 


a = A(t)n(t). (11) 
回想 一 下 , 平行 移动 由 下 列 方程 定义 : 
Vi)7(t) = 0, 7(0) = mo (12) 
G7 (6) 
+ nt (tT (t) = 0, 


其 中 7 的 = (z(t),… ,z(t)). 在 这 种 情形 , 我 们 有 
A(t) = 所 — Vyt) = 一 8 (t)ir(t). (13) 


现在 由 习题 25.3 导出 , (6) 事实 上 就 是 平行 移动 算 子 . 
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最 简单 的 一 个 情形 是 交换 群 G = U(1) ~ SO(2) 兰 SL 其 1 维 李 代数 g = Ri. 
在 这 种 情形 , 我 们 有 wo = -二 dp, 其 中 p (0 < p < 2r) 是 群 81 = {glg = ei?,0 < 
pp < 27} 上 的 坐标 . 局 部 地 给 定 的 形式 94,9g-ldzw 就 等 于 4,dzrr, 因而 对 应 的 G 联 
络 w 形 如 

w=wo+gAng ldrr = - 字 dp + Ajdzr. . {14) 


当然 , 如 同一 般 情 形 , 这 个 联络 形式 在 群 G 在 E 上 的 作用 下 是 不 变 的 : 
gw=w= Ad(g)w = gwg ,， (15) 


而 方程 w = 0 (由 于 现在 w 是 一 个 标量 形式 , 它 只 是 一 个 普法 夫 方 程 ) 定义 了 互 中 
一 张 横 截 于 纤维 的 超 平面 . 
显然 , 规范 变换 是 梯度 型 的 : 
Gg(7x) - Op 
A 7A Br = A Orr 


当 群 G 表示 为 U(1) 时 , 在 复 标量 场 ( 即 纤维 为 Cl 的 1 维 纤维 从 的 截面 ) 上 的 
共 变 微分 运算 的 形式 为 ( 见 卷 1 841) 


(16) 


0 
Vu = Brn t+ ikl 7), (17) 


其 中 h(x) 是 实 标量 函数 . 如 同一 般 情形 中 那样 , V,, 和 V, 的 换 位 子 称 为 “曲率 ”. 
3. 曲率 


考察 一 个 纤维 为 Cl 的 复 解 析 纤 维 从 , 其 结构 群 为 G = C*; 底 空间 为 n 维 复 流 
形 M,M 的 复 局 部 坐标 邻 域 为 VU。(zl,… ,zr). 纤维 从 的 结构 由 Use = Uo 站 Ue 上 
的 取 值 于 G = C* 的 转移 函数 


TP(21,... 2) #0 (18) 
给 定 且 这 些 函数 Te8 是 解析 的 . 考察 对 数 函数 (可 能 不 是 单 值 地 定义 的 ) 
aa6 = jn TP (zl,... ,z")(+2rim). (19) 


下 面 我 们 假定 区 域 Uwe 是 单 连通 的 , 即 ri(Vaps) = 0. 此 时 可 选取 对 数 函数 的 单 值 
分 支 


Qag 二 in T° (z). 


在 3 个 区 域 的 交 Up 二 Uo {| ve 人 iD 二 我 们 有 epIAOTAa 一 和 ( 见 §24.1) 或 


Qap 十 G6- 十 Qnra = 2TiNepgYy, (20) 
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其 中 naey 是 整数 . 显然 , 确定 这 个 整数 时 无 需 关 于 函数 T%8(z) 的 解析 性 假定 . 稍 
后 我 们 将 指出 如 何 利 用 这 一 族 {nagy} ( 称 为 上 链 ), 其 中 a67 取 遍 非 空 交 Vaev 的 3 
个 指标 , 来 构造 纤维 从 的 拓扑 不 变量 . 如 果 底 M 的 复 维 数 等 于 1, 则 这 个 拓扑 不 变 
量 是 这 样 定义 的 : 我 们 将 这 些 区 域 U 编号 成 序列 Ui,U2,… , 并 假定 任何 4 个 区 域 
都 无 公共 交 (U6, 门 U, 门 Uo, 站 不 是 空 集 ). 考察 和 


n= 2》, napy (21) 
a<B<Y 
习题 25.4。 证 明 : 上 述 的 数 n 模 去 2 的 余数 与 纤维 从 的 结构 的 选取 无 关 (从 
而 是 一 个 “拓扑 量 "). 对 CP1! 上 的 霍 普 夫 从 7 及 它 的 帘 m7 求 出 这 个 余数 . 
现在 转交 结构 群 为 C* 兰 S51 x RR+ 的 复 解析 纤维 从 . C* 的 李 代 数 是 交换 代数 并 
与 C! 重合 . 在 群 G = C* 上 有 复 坐 标 w, |w| > 0, 和 复 值 形式 wo = -dln w. 在 此 解 
析 纤 维 丛 中, 联络 形式 (局 部 地 在 区 域 UV 中 ) 可 写成 形 如 


w = wo + AlW dzt + Blo) dzt. (22) 
我 们 要 求 联络 形式 局 部 地 具有 下 列 形 式 : 
w=wo++d fo = wo+ aaa (23) 
2 


其 中 f。 是 某 个 复 值 函 数 ( 算 子 d',d” 的 定义 , d = d+ d" 见 卷 1 827.1), 即 


Bu(z) 三 0， A(®(z) = 3 (24) 


在 交 Usp 中 , 差 df drfa 等 于 ( 见 (3)): 
dfo ~ dfa = (dTee)(Tep)-1， 


其 中 d = d’' + qd" 是 全 微分 . 如 果 交 Us 是 单 连 通 的 , 则 In T98(z) 是 单 值 函 数 . 利 
用 等 式 (dT%8)(T%8)-1 = din Teo), 我 们 就 将 上 式 转换 成 “梯度 ”型 : 


d' fo —d'fe = d(n T°)= dawg, (25) 


其 中 , 像 以 前 一 样 , ous = In T%8. 于 是 , 为 用 公式 (22) 定义 G 联络 , 我 们 只 要 选取 
到 满足 (25) 的 (一 般 说 , 不 一 定 要 解析 的 ) 函数 f。 就 足够 了 (当然 要 假定 它们 存在 )， 

注意 , 由 函数 T%8 (因而 函数 cup) 的 解析 性 可 得 daaua = 0. 因此 , 形式 2 = 
d'd"fo 在 流 形 M 上 唯一 地 确定 (与 a 无 关 ): 


dd Er dd“ jp < 一 0 (ad 省 qd” )aap 一 0 (26) 


(因为 (d’)? ES (Gd 2 (d: + dl/)2 == 0 及 d'd” = —d’”d’). 形式 人 2 称 为 联络 的 曲率 . 
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局 部 地 , 我 们 有 有 
2 = Bz 3 dzi, A dzi. 
对 于 2 维 的 情形 (n = 1, 复 1 维 ), 曲率 形式 在 区 域 7 中 形 如 
O° fa 时 
= 光 闫 - oh (27) 


此 外 , 我 们 注意 到 3 = V 是 一 个 实 算 子 ( 拉 普 拉 斯 算 子 ) dz dz = -2idz 人 dy 


因此 , 对 n = 1, 形式 2 的 实 部 和 虚 部 两 者 都 是 合理 定义 的 闭 形 式 . 在 后 面 我 们 将 明 
白 Re 2 = d(21), 其 中 2 是 某 个 ( 实 ) 形式 . 因此 , 由 一 般 斯 托 克 斯 公式 (88.2) 可 得 


/Ren=0 


M 
我 们 还 注意 到 : 如 果 函 数 f。 是 解析 的 , 则 2 = 0. 
对 于 底 M 是 实 流 形 , 结构 群 为 G = U(1) 兰 5S1 且 纤维 为 Cl 的 纤维 从 , 其 结构 
由 Vs 中 的 转移 函数 Tea(z) = ei?osl*) 定义 . 在 单个 区 域 中 的 联络 由 1 一 形式 wa 
给 出 , 这 些 形式 在 区 域 U。, Us 的 交 上 的 差 形 如 


Wa — Wa = dqap (7), 
其 中 gup(z) = ipaa(z) = mn Tea(z). 曲率 9 由 公式 
27i12 = dwa (在 区 域 UV 中 ) 
定义 (这 里 2ri 只 是 一 个 适当 的 正规 化 因子 ). 显然, 在 区 域 Vg 中 
dwa — dwa = ddqag = 0. 
于 是 , 形式 2 在 整个 底 M 上 是 合理 定义 的 . 


对 于 具 结 构 群 S1 的 纤维 从 ， 曲 率 形式 f2 可 以 不 变 方 式 定 义 如 下 : 设 纤维 从 


D :已 一 AM 的 从 空间 已 上 的 联络 形式 为 w. 
定义 25.3. p*0 = Td 


为 验证 这 个 定义 的 正确 性 及 它 与 以 前 定义 的 曲率 的 等 价 性 , 只 要 注意 到 下 列 事 
实 就 可 以 了 : 局 部 上 (在 区 域 Vs 中 ) w = co +prou, 其 中 wo = 一 二 -dp， 形式 dw 形 
如 

dw = dp*wa = p* (2riQ). (28) 

现在 转向 一 般 的 实 或 复 纤维 从 中 曲率 的 定义 并 研究 其 性 质 
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当 存 在 联络 时 , 点 y e EE 的 切 空间 TE 可 分 解 为 TE = TF @R", 其 中 Rr 是 
联络 的 水 平方 向 . 我 们 还 有 由 联络 中 产生 的 射影 五: 
H:T,E~R"*, H(T,F)=0. 


定义 25.4. 如 果 Ty ，Ta 是 Eb 的 任意 切 向 量 且 Hni,*…: ,HT 是 它们 在 R, 
中 的 像 , 则 形式 五 w。， 


Hwa(ni,.:: , Tg) = wa(Hni,:…: , H7a) (29) 


称 为 9 一 形式 ws 的 水 平 部 分 . 
由 定义 显然 可 见 ， 如 果 癌 量 + 中 有 一 个 与 纤维 相 切 〈 即 是 “垂直 的 ”向 量 )， 则 
Hwa(T1,… ,79) = 0. 特别 有 , 形 如 Hws 的 形式 在 纤维 上 的 限制 等 于 零 . 
定义 25.5. 表达 式 
= (30) 


其 中 w 是 联络 形式 , 称 为 纤维 从 空间 五 中 的 曲率 形式 . 
定理 25.2. 成 立 “结构 方程 ” 


人 (31) 
( 换 位 子 lw,w] 的 定义 见 后 面 ). 对 于 群 G 的 元 在 空间 E 的 作用 成 立 等 式 
g* QE = Ad(g)NQp = ghpg™. (32) 


注 形式 w 和 fp 取 值 于 李 代数 g, 而 g 中 有 换 位 运算 , 且 有 ,j= 一 [, 引 .对 于 
取 值 于 任意 的 具 双 线性 乘法 的 代数 中 的 形式 可 以 定义 这 些 形式 的 乘法 (在 我 们 的 情 
形 , 就 是 取 值 于 李 代 数 g 的 形式 的 “ 换 位 子 ” 运算 ), 其 规定 如 下 : 


a(p, Q)lwp, walln, 人 Tp+g) 之 > ,sgn olwp(Ti, i Tip )» Wa (TH) 和 Tj)], (33) 
oO 


其 中 1,… , 764g 是 空间 (在 我 们 的 情形 EE) 在 任意 点 处 的 切 向 量 , c 是 指标 的 置换 


二 1 2 ... Dp 有 十 1 |.. 2D 十 q 
?1 Lo 人 Lp 71 人 Ja 
+ q)! ee Ee 
而 a(p,q) = 外 寺 人 4g 个 元 中 取 p 个 元 的 组 合 数 


p!q! 
对 于 1- 形式 (p =g = 1), 换 位 子 运算 的 定义 形 如 


,Dr 1) = 3 (7), Gm)] ~ om2), On). (34) 
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如 果 w = 56, 则 
(w,wl(ni, 72) = (on),w(m2)] — [w(72),w(7))) = [wh)w(m2)]. (35) 
定理 的 证 明 ”我 们 在 定义 了 局 部 坐标 系 的 区 域 p= p-1(U。) 中 验证 定理 , 在 
这 个 区 域 中 联络 形式 可 表达 为 
w=wot+gAy(ra)g dzu = wo 十 949-， (36) 
其 中 4 = hdzr*,wo = 一 (dg)g-!， 为 便于 计算 , 我 们 在 p-1(U。) 中 取 定 直 积 结构 
G x Us 并 在 Us 的 切 空间 中 取 定 基 (3,), 其 中 8, = 5 在 点 (1,z) 处 Es 的 典范 切 
问 量 将 表达 为 (如 4 po), 其 中 已 选取 这 些 向 量 4, 作为 G 在 1 处 的 切 空间 的 基 
( 像 通 常 那样 ， 4 可 解释 为 群 G 的 李 代 数 中 元 ). 对 点 (1, z) es G x De 处 的 算 子 H， 
我 们 有 H6,, = 0,, + 4,, He = 0, 其 中 e 是 纤维 的 切 向 量 . 对 于 形式 wo, 按 定义 我 们 
有 wo(4) = 一 和. 进一步 还 有 H dzp = dzxr,H wo(8,) = wo(HO,) = wo(A,) = —Ah,.. 
因此 , 五 4 = 4,H wo = -4 = 一 hdzxr (在 点 (1,z) 处 ): 
dwo = —d(dgg 一 ) = dgg ldgg™! = [wo, wol; 
du =dwot+(dgg ')(gAg ')— (ghAg ')(dgg *)+g(dA)g ! 
= [wo,wo] — [wo,g "Agl+ [9 Ag,wo] +g9(dA)g™!. 
由 此 可 得 ( 当 g = 1) 
Hds=[Howo,H wo]— [Hwo,H Al+[H A,H wol + H(dA)= [4,A]+adA. (37) 


当 g 关 1 时, 根据 五 dw 的 不 变性 g*(H dw) = Ad(g)H dw ( 算 子 了 H 和 4d 都 保持 这 个 
性 质 ), 可 重建 H dw. 最 终 , 对 所 有 的 9 我 们 有 


H dw = Np = g(dh + [Ah, Al)g-l. (38) 
对 于 形式 dw 可 得 
dw = fp — 9 [A, Alg ~ lwo,wo] — 2[wo,g Ag] = fg — [w, dl. 
定理 得 证 口 
局 部 地 , 在 底 M 的 坐标 邻 域 Ue 中 , 形式 Rp 可 以 “下 拉 ” 到 底 空间 中 : 


n=DA=dA+|[A,A =Tipaz4A 人 dz 
(到 Ca [A hu) dzadzr， (39) 


Orr Orr 
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显然 , 形式 2 的 系数 ov 是 微分 算 子 的 换 位 子 ( 见 825.2): Viv = [Vp, Yul. 在 规范 
变换 9(z) 下 ， 
1 — gng 1. (40) 


对 曲率 形式 RE = 互 dw = dw + [w,w] 可 以 完全 同样 地 计算 dtp 和 万 df?g. 我 
们 可 得 “ 比 安 基 恒等式 ”( 像 上 面 一 样 验证 它 ) 


af2p = 2|w， 1T2|， 
H df2p = 0. 


对 于 底 M 的 区 域 UV 中 的 形式 2, 直接 的 计算 表明 
DZ=d2+[4,2I=0 (41) 
( 试 证 之 !). 


4. 示 性 类 . 构造 


对 于 具 交 换 结 构 群 G = U(1) 宇 5S1 或 G = C* 的 1 维 复 纤维 从 , 由 于 对 交换 
李 代 数 成 立 [4, 2] = 0, 从 比 安 基 恒等式 可 推出 曲率 形式 2 是 闭 形式 ， 此 外 , 还 是 
gg-! 三 ,从 而 形式 8 是 底 M 上 合理 定义 的 ( 即 规范 不 变 的 ) 闭 形式 . 在 这 种 纤 
维 从 空间 E 中 , 形式 p* 人 = QE 是 正 合 形 式 :QE = dw. 在 底 M 中 , 形式 2 可 能 不 
是 正 合 的 ( 稍 后 将 再 讨论 这 一 点 ). 我 们 现 用 同一 个 纤维 从 p :EE 一 M 中 另 一 个 联络 
w 替换 联络 w. 

引 理 25.4， 具 结 构 群 G = U0(1) 全 Si 或 G = C* 的 纤维 从 中 对 应 于 不 同 的 联 

络 w 和 右 的 曲率 形式 和 有 4 之 差 是 一 个 正 合 形式 ， 


PP 一 了 =du. 


证 明 按 定义 成 立 PrQ = fp = dw 和 p*0 = fg = dw. 在 区 域 UV 中, 差 ww- 一事 

可 表达 为 
w 一 万 = (wot Apdr*)— (wo+t Aydr*) = (A, — A,)dzr*. 

于 是 , 形式 w -万 可 表达 为 p*w, 其 中 心 是 MM 上 的 形式 , 从 而 -8 = dw. 引 理 得 
证 . 口 

设 在 底 M 中 存在 一 个 2 维 的 闭 定 回 子 流 形 P Cc M. 由 引 理 推出 

推论 2 积分 [, ?2 和 [, 8 相等 ; 从 而 , 量 广 2 与 纤维 从 p :五 一 M 中 联络 的 

选取 无 关 , 是 一 个 “拓扑 (不 变 ) 量 ”. 

证 明 [bp(f 一 了 ) = fdu = fppwu=0, 因为 PP 无 边界 . 口 
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我 们 现在 考察 任意 的 矩阵 群 G 以 及 在 坐标 为 {za} 的 区 域 7 中 的 局 部 曲率 形 
式 1. 在 规范 变换 下 ， 
2 一 g(z29(z) 一: 


考察 标量 值 形式 Tr QZ. 显然 有 
Tr 2 = Tr(g0g 1). 


结果 , 形式 Tr 2 不 变 地 定义 在 整个 底 M 上 . 
由 比 安 基 恒 等 式 (41) 可 得 


dn = -{A, fl. 
由 此 推出 形式 Tr 2 是 闭 的 : 

dTr 9 = Tr(dn) = -TO =0, 
因为 两 个 矩阵 的 换 位 子 的 迹 永 远 等 于 零 . 


如 果 在 对 应 的 结构 方程 (31) 中 用 另 一 个 联络 万 替代 联络 w, 我 们 就 有 
dw —w)= dw — d= fp — fs— [w,w) + [ww, Wl. 
过 渡 到 取 迹 Tr w, Tr w,Tr 2g,Tr fp, 并 利用 等 式 Tr[w,w] = 0, 我们 可 得 
dTrw—Trw)=T fp-T fp=P(Tr 1 -Tr 1) 


( 取 迹 运算 与 运算 d 及 p 可 交换 ). 局 部 地 还 有 Tr w = Tr wo + Tr(p*4),Tr w= 
Tr wo 十 TY(p*4). 最 终 可 得 


TY-Tr 了 = dw (在 底 M 中 ). 


由 此 导出 形式 Tr 82 在 流 形 M 的 2 维 闭 定 向 子 流 形 上 的 积分 是 一 个 (与 纤维 从 的 联 
络 无 关 的 ) “拓扑 量 ”. 
现在 局 部 地 在 底 空间 区 域 2 中 将 形式 2 表达 为 矩阵 值 的 微分 2- 形式 


1 = Wyvdrr Adzr’” = (qj)uvdrr A dx”, (42) 
而 联络 则 为 矩阵 值 的 1 - 形式 
A= A,dr" = (ay)udz4. (43) 


(我 们 常 将 局 部 形式 4 称 为 “联络 ”, 这 意 指 它 定义 了 “真正 的 ”已 经 假定 存在 的 联络 
w. 在 这 些 形式 之 间 有 着 这 样 的 关系 : 

0A, 94, 
Br Or 


+ [4,, A,l. (44) 
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我 们 已 经 定义 过 形式 的 积 , 在 那里 作为 定义 , 系数 的 乘法 取 为 换 位 运算 . 在 这 里 我 们 
再 定义 矩阵 值 的 形式 关于 通常 的 系数 矩阵 乘法 的 积 (比较 类 似 的 定义 (33)) 


a(p, q) (wp N\ wa) ln, 本 , Tp+q) > SE Owp(Tii， yy )waq(Ti1, 对 交 ,Tj4)， (45) 
< 
了 1<<…<7a 


站 tp sa 
足 结 合 律 ， 得 不 是 反 交换 的 ( 即 一 般 情 形 下 ， wp 人 ug 天 〈 一 1)paw。 并 这 样 的 “外 
积 ” 可 以 定义 “ 示 性 类 ”: 


ci 一 TrCQA: AD)=T2 1i>1 (46) 
这 些 形式 c; 在 整个 底 M 上 是 合理 定义 的 , 因为 在 规范 变换 下 
Rghg!, 1 ghg!, 下凡 =ci 一 ci. 
由 于 比 安 基 恒等式 , 这 些 形式 c; 是 闭 形式 


dT To- A (dn) AI 一 7) = 
j=1 

因为 42 = -[4, 9] 及 Tr(02771[4, 02]0171) =0( 试 对 ;= 2 证明 这 个 等 式 !) 

当 用 另 一 个 联络 坪 替 代 联 络 w 时 , 形式 c; 相差 一 个 正 合 形式 dui, Tr 8i-Tr 万 =- 
dui, 其 中 

= >》_(-1)Tr(02771A (A— A)A 1'3) 
j=1 

( 试 证 之 !). 因此 , 在 流 形 M 的 2i 维 闭 定向 子 流 形 P 上 的 积分 广 ci 是 拓扑 量 . 

对 于 群 G = SO(2n), 我 们 再 引入 愤 流 形 M 上 的 一 个 2n 次 形式 zn 


b(n)Tn 2 Z[12(Ti ) 7 二 0 Q(T 1 )]， (47) 
i 
其 中 o= ( 和 站 是 置换 , 8(n) 是 一 个 数值 系数 , 它 将 在 后 面 根据 正规 
21 2 "ti2n 


性 要 求 决定 , x[LD,… ,Zoo] 是 关于 n 个 反 称 和 矩阵 LO) = (109)),… ,Zoo = (4) 的 
多 线性 形式 , 构造 如 下 : 如 果 1 = 1 qui 人 qui 是 坐标 为 w1,… ,wn 的 空间 及 2n 中 
的 一 个 2 次 形式 , 则 


1(2) FAW AT) 二 x[L'D,. os , LW du 人 ..， A duon,. 
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(这 类 似 于 所 谓 的 “普法 夫 式 ”.) | 
如 果 = 1, 则 x(L) 就 是 群 SO(2) 的 李 代 数 与 直线 RR! 的 同 构 ; G = SO(2) 时 
的 形式 xi 已 经 在 上 面 引 入 过 (G = U(1) ~ SO(2) 全 $1). 对 n = 2, 我 们 有 
B(2)x2 = eit (ri ri) A Q(T, Ti ). (48) 
习题 
25.5. 证 明 : xn 是 具 结 构 群 G = SO(2n) 的 纤维 从 的 底 空间 上 的 闭 形 式 . 如 果 
底 M 是 度量 为 g;; 的 2n 维 黎 曼 流 形 , 纤维 从 是 具 与 度量 相 容 的 对 称 联络 的 切 从 , 则 


(n= 1)x1= Rdo = RVgdu 和 dv, 9g= det(gi;); 
(一 般 情形 ) B(n)Xn a (2ili2 A 人 (49) 


其 中 (2i; 一 2 Ryude A dz!, Rijk 是 黎 曼 曲率 张 量 , R 是 标量 曲率 . 
天 < 


25.6， 证 明 : 对 于 具 结构 群 SO(n) 的 纤维 从 , 所 有 的 形式 cai+l = Tr(2*+!) 是 
整体 ( 即 在 整个 底 流 形 上 ) 正 合 的 , 因而 未 给 出 拓扑 量 (i < n). (对 所 有 的 群 SO(n) 
和 SU(n), 形式 cl 是 平凡 的 , 因为 Tr 8 = 0 ( 李 代 数 由 迹 为 零 的 矩阵 组 成 ).) 

对 于 n = 2 和 群 SO(4), 唯一 的 非 平凡 示 性 类 是 cx = T(22) 和 x2. 对 于 4 维 
的 具 度 量 g;; 的 黎 曼 流 形 , 设 其 联络 是 与 度量 相 容 的 对 称 联络 , 则 我 们 有 


c 二 —RY RijoaGzAdze Adzrx” Adzx*.; 
让 
X2 二 一 Ne Riovnisiaardr 人 drr 人 dz、 人 dr”. (50) 


积分 fij c> 和 fij x2 是 M 上 度量 (9;;) 的 函数 , 具有 恒 等 于 零 的 变 分 导数 ( 即 在 度 
量 作 小 改变 时 它 保持 不 变 ). ( 见 卷 1, 842 及 其 习题 一 一 主 者 .) 

对 于 群 SO(n) 和 U(n), 我 们 已 经 列举 了 最 重要 的 示 性 类 . 对 于 群 Sp(n) 还 可 以 
引进 类 似 的 示 性 类 b;, 它们 是 底 流 形 上 的 27 次 形式 , 这 里 Sp(n) 及 其 李 代 数 实现 为 
四 元 数 酉 阵 和 反 埃 尔 米 特 阵 , 此 时 它们 中 非 平凡 的 只 有 52; ( 试 证 之 !). 但 是 , 这 些 示 
性 类 并 不 太 重 要 . 

现在 我 们 将 指出 一 般 的 示 性 类 的 构造 方法 (所 谓 示 性 类 即 底 流 形 上 的 闭 形式 , 它 
们 在 联络 改变 时 只 相差 一 个 正 合 形式 , 结果 它们 在 闭 子 流 形 上 的 积分 成 为 拓扑 量 ). 
考察 李 群 G 的 李 代 数 g 及 群 G 在 g 上 的 内 自 同 构 Ad 9: 


Adg:1 忆 glg-!, 1 eg (G 实现 为 矩阵 群 ). 


定义 25.6， 李 代数 g 上 的 一 个 数值 对 称 多 线性 形式 Vl,… ,lm],l; e g, 称 为 
Ad 不 变 的 , 如 果 它 在 g 的 Ad g (g e G) 型 变换 下 是 不 变 的 : 


wlgl1g™ ,+…- ,glmg |] = Yl, , lm]. (51) 
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每 一 个 Ad 不 变形 式 定义 了 一 个 示 性 类 cj. 由 Ad 不 变形 式 y 构造 示 性 类 
的 方法 如 下 : 如 果 8 是 底 流 形 M 上 的 (局 部 ) 曲率 形式 , 则 我 们 置 


Cy(n1, Tm) 一 cy (2) >》 SEn ov [n(n ; Tia) ,f(Tigm 1 Tiom | (52) 
‘ 41 <12 


Lom 一 1 <tiom 


其 中 0o = (人 是 置换 . 由 水 的 Ad 不 变性 导出 cv(2) 是 底 流 形 M 上 合理 


定义 的 数值 形式 . 

习题 25.7.。 证 明 : 形式 cy(2) 是 闭 形式 有 旦 在 同一 个 纤维 从 的 联络 改变 时 只 相 
差 一 个 正 合 形式 ( 邑 它 关于 闭 子 流 形 的 积分 是 一 个 拓扑 量 ). 

这 个 一 般 的 构造 与 我 们 前 面 考察 过 的 特殊 例子 之 间 的 关系 是 不 难看 出 的 . 比方 
说 ,在 G = SO(2n) 的 情形 , 如 果 在 (52) 中 令 少 = x (x 的 Ad 不 变性 的 证 明 是 习 
题 25.5 的 一 部 分 ), 则 我 们 得 到 ( 除 一 个 常数 外 ) 欧 拉 示 性 类 x,, 的 定义 ; 如 果 对 每 个 
4 之 1 选取 w= ws, 这 里 


Wall ,la) = >》 Tr(li, ,li), (53) 
则 我 们 得 到 (也 除 一 个 常数 外 ) 示 性 类 cv. 

例 25.1， 设 G 是 交换 群 T" (或 R"). 于 是 g = RR", 作用 Ad 9 是 平凡 的 . 因此 ， 
任意 的 对 称 多 线性 形式 %[… , 1%] 定义 了 一 个 示 性 类 cy. 对 每 一 个 m, 所 有 的 形 
如 cvw(2) 的 示 性 类 所 成 的 集 关 于 下 面 的 运算 构成 一 个 代数 : 对 每 一 对 cy(P),cz(D)， 
指定 类 cy ;7(2) 和 cz(0), 其 中 (wy ,lm] = 功放, 区 十 邦 
有 类 似 的 表达 式 . 于 是 , 所 有 的 cyw(2) 型 的 示 性 类 全 体 是 一 个 具 n 个 生成 元 的 对 称 
多 项 式 代 数 , 这 n 个 生成 元 分 别 对 应 于 初等 形式 yw;(l) = (1,ejy), 其 中 e1,… ,en 是 李 
代数 g = R" 关于 欧 几 里 得 度量 的 标准 基 . 

我 们 用 t;(0) 表示 示 性 类 cw (2). 它 是 纤维 从 底 流 形 上 的 一 个 2 次 形式 . 任何 
一 个 示 性 类 cvw(2) 可 表示 为 


> dn tl (nD) (54) 


其 中 81 十 "十 9ad 二. 

例 25.2， 设 G = V(n). 此 时 李 代数 g 由 反 埃 尔 米 特 矩 阵 组 成 . gs 上 的 任何 对 称 
的 Ad 不 变形 式 %(1…… ,lm) 可 以 限制 于 嘉 当 子 代 数 上 ( 嘉 当 子 代数 即 g 的 极 大 交 
换 子 代数 0). 对 于 群 V(n), 可 取 对 角 反 埃 尔 米 特 和 矩阵 ( 即 对 角 元 为 纯 虚 数 的 对 角 甜 
阵 ) 所 成 的 代数 为 5. 可 以 证 明 Ad 不 变形 式 y 在 嘉 当 子 代数 上 的 限制 完全 决定 了 
这 个 形式 本 身 . 这 个 事实 我 们 不 加 证 明 . 
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我 们 研究 形式 cx 在 嘉 当 子 代数 上 的 限制 . 在 嘉 当 子 代数 上 取 基 89,… ,10 € 6.G 
中 那些 使 得 形 如 1 glg-! 的 自 同 构 保持 嘉 当 子 代数 gc g 不 变 的 元 g 组 成 一 个 有 
限 群 , 称 为 群 G 的 外 尔 群 . 对 于 G = U(n),5b 中 的 基 可 由 只 有 一 个 非 零 元 (19);; = i 
的 对 角 和 矩阵 组 成 . 这 种 情形 中 的 外 尔 群 是 基 9 的 全 体 置换 所 成 的 群 5S。( 试 证 之 1). 
如 果 令 t;( 芒 ) = 6jx, 我 们 可 将 线性 形式 t; 视 为 对 侦 空间 g* 中 的 基 . 于 是 , 对 称 的 
Ad 不 变形 式 y 在 嘉 当 子 代数 0 c g 中 的 限制 可 表示 为 变量 t1,… ,tn 的 对 称 多 项 
式 . 可 以 取 下 面 的 

uC 一 丰 十 .十 故 (55) 

作为 对 称 多 项 式 的 基 . 示 性 类 cw 与 前 面 定义 的 示 性 类 cx 重合 . (例如 , 显然 V4") = 
ti 十 … 十 tk 是 6 中 的 迹 算 子 , 而 对 所 有 的 Lm € 9,w (l,m) = t(Dti(m) 十 … 十 
tn (Dtn(m) = Tr(ln,).) 公式 (53) 表明 示 性 类 可 从 嘉 当 子 代数 延 拓 到 整个 李 代数 上 . 

例 25.3， 设 G = SO(2n). 李 代 数 g 由 反 称 矩阵 组 成 . 嘉 当 子 代数 6 C g 由 平 
面 有 >, 了 Ra … ,有 R2。1o2n 中 的 “无 穷 小 旋转 ”生成 , 其 中 下 标 表 明 了 R2n” 中 的 基 向 量 
偶 . 于 是 , 基 19,.… ,10 是 这 样 的 : 


其 中 这 个 矩阵 唯一 的 一 对 非 零 元 是 
(1)2-127 = 1, (0)2727-1 = 一 1 


形 如 1 一 glg-! (ge G) 的 自 同 构 5 一 5 的 外 尔 群 由 下 列 变换 生成 ( 试 证 之 10): 
a) 向 量 1,…… ,19 所 有 的 置换 ; 
b) 每 一 对 9 决定 的 同时 改变 符号 的 变换 , 即 对 每 一 对 i, ,i 关 , 决 定 一 个 变换 : 


BB, kD —lk, jk NH, 呈 三 ， 
我 们 再 用 t; 表示 g* 中 的 线性 形式 : (sl) = ijk. 则 在 5 上 我 们 有 下 面 的 关于 
外 尔 群 不 变 的 多 项 式 基 : 


Wh) = 1 +... +t2,g <n, 

so) 村 a (56) 
示 性 类 c p30) 恰 为 C29， 而 示 性 类 CF(so) 则 等 于 Xn: 于 是 ， 上 面 指 出 的 那些 形式 可 以 
从 嘉 当 子 代数 延 拓 至 整个 李 代 数 上 ， 
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例 25.4， 设 G = SO(2n + 1)， 李 代数 g 也 是 由 反 称 矩阵 组 成 ， 嘉 当 子 代数 
矿 Cg 由 平面 及 12, Rs4,… ,及 2 12n 中 的 “无 穷 小 旋转 ”生成 , 并 重合 于 SO(2n 二 1) 
的 子 群 SO(2n) 的 嘉 当 子 代数 ,甚至 重合 于 U(n) C SO(2n) 的 嘉 当 子 代数 ,虽然 外 
尔 群 要 大 一 些 (严格 地 说 , 例 25.1 中 的 交换 群 具 有 的 嘉 当 子 代数 也 与 它 重合 , 此 时 
五 = g, 而 外 尔 群 是 平凡 群 )， 我 们 又 有 基 19,… ,1 € 万 和 形式 t;, 其 中 t;(10) = 
6jk. SO(2n 十 1) 的 外 尔 群 , 除了 SO(2n) 已 有 的 元 外 , 还 包括 颠倒 每 一 个 平面 旋转 方 
问 的 变换 . 每 一 个 这 样 的 倒 向 诱导 t 空间 中 的 一 个 变换 : ti 哺 一 记性 局 ty,7 关 i 因 
此 , 在 我 们 需要 的 形式 yw 中 要 添加 一 个 形 如 


pO) = t+. + te (57) 
的 初等 多 项 式 基 , 形式 y 给 出 示 性 类 
Clso) 一 C2g (G = SO(2n + 1)). (58) 


于 是 , 在 这 个 例子 中 , 嘉 当 子 代 数 上 所 有 关于 外 尔 群 不 变 的 对 称 形式 均 可 延 拓 至 整 
个 李 代 数 上 作为 Ad 不 变形 式 . 


5. 示 性 类 . 枚 举 
对 于 群 G = SO(n),U(n), 可 以 证 明 不 再 可 能 构造 别 的 示 性 类 . 更 精确 地 说 , 任 
何 别 的 “上 自然 的 ” 和 “ 共 变 的 ”构造 , 如 果 它 能 对 每 一 个 具 联 络 的 纤维 从 附加 底 流 形 
圭一 个 闭 形式 使 得 这 个 闭 形式 在 闭 链 ( 即 底 流 形 的 闭 定向 子 流 形 ) 上 的 积分 是 一 个 
拓扑 量 ( 即 在 这 个 纤维 从 的 联络 改变 时 不 变 的 量 ), 则 这 种 构造 必 等 价 于 上 面 所 指出 
的 示 性 类 ci, xn 或 它们 在 微分 形式 代数 中 的 某 个 多 项 式 . (作为 定义 , 两 个 闭 形式 a 
和 5b (da = da = 0) 的 (上 同调 ) 等 价 性 意 指 形式 a 一 b 是 正 合 形式 : a = + du. 此 时 ， 
这 两 个 形式 在 外 围 流 形 的 任何 闭 链 ( 即 闭 定向 子 流 形 ) P 上 的 积分 相等 : [sa = [5.) 
我 们 现在 将 阐明 术语 “自然 和 共 变 的 构造 ”. 在 824 中 我 们 定义 了 具有 同一 个 纤 
维和 同一 个 结构 群 的 纤维 从 之 间 的 (纤维 ) 从 映射 的 概念 〈 即 这 种 映射 f: 已 一 如， 
它 与 射影 可 交换 , 即 fp = p/f, 其 中 f : M 一 M' 是 底 流 形 之 间 的 映射 , 且 它 在 每 条 纤 
维 上 诱导 了 属于 结构 群 G 的 微分 同 胚 ). 我 们 也 定义 了 “诱导 从 ”的 概念 ( 见 824.4): 
如 果 给 定 纤 维 从 p' : E' 一 M' 和 上 映射 f : M 一 M', 则 可 以 构造 纤维 从 p:E-,，M 
及 从 上 映射 了 :五 一 E'. 此 外 , 还 提 及 (但 未 证 明 ): 任何 一 个 底 为 M, 结构 群 为 G 的 
纤维 从 (例如 一 个 主 从 ) 都 是 由 底 流 形 到 万 有 主 从 pc : EG 一 Be 的 底 流 形 Ba 的 某 
个 映射 M 一 Ba 诱导 的 , 这 个 映射 除 一 个 同 伦 外 是 唯一 的 . 万 有 主 从 的 从 空间 Ec 
是 可 缩 空 间 . 对 于 群 G = O(n), SO(n),U(n), 万 有 主 从 和 N 万 有 主 从 也 已 构造 , 对 
任意 的 N, 它们 的 底 流 形 都 是 光滑 流 形 : 
Be =Gnn 对 于 SO(n)，N 一 co, 
Be=G%n 对 于 U(n)，N 一 co， 
Be =CPN 对 于 U(1)= SO(2)，N 一 co 
Ba = 了 有 PN 对 于 SU(2)= Sp(1)，N 一 co. 
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设 已 给 定 从 映射 f: EE 一 B', 它 由 底 映 射 f : M 一 M' 如 上 产生 , 并 设 纤 维 从 
E' 已 给 定 联络 形式 w'. 将 映射 f* 作用 于 w', 我 们 得 到 EE 上 的 形式 w = fw/', 它 同 
样 是 一 个 联络 形式 . 算 子 d 和 互 与 映射 f* 可 交换 . 因此 , 曲率 形式 fp 也 是 共 变 
的 : 
f*(Q5)= fp (0 = Hdw', fp = Hdw). 
所 有 的 示 性 类 cz, xs 和 一 般 的 示 性 类 ( 见 前 ) 都 是 自然 地 和 共 变 地 构造 起 来 的 ,结果 
就 成 立 等 式 ( 函 子 性 ) 
f°cy = Cw, (59) 
其 中 cl, 和 cy 分 别 是 纤维 从 E' 和 E 的 由 形式 w' 和 w 构造 的 示 性 类 . 此 外 , 这 些 
形式 % 和 cy 是 闭 形式 且 除 一 个 形 如 du 的 正 合 形式 加 项 外 与 纤维 从 Ep' 和 EE 中 联 
络 的 选取 无 关 . 
定义 25.7， 我 们 称 纤维 从 的 底 流 形 上 一 个 闭 形式 c 的 构造 为 一 个 拓扑 示 性 类 ， 
如 果 它 具有 下 列 性 质 : 
1) 这 个 构造 在 任何 结构 群 为 G 的 主 从 ( 底 是 任何 流 形 !) 上 可 定义 . 
2) 在 从 映射 请: 五 一 E' 下 必须 成 立 等 式 


f*c' = c+du (du 为 某 个 正 合 形式 ). 


(于 是 , 如 果 将 两 个 只 差 一 个 正 合 形式 的 形式 看 作为 等 价 的 , 则 将 c 视 为 一 个 形 

式 的 等 价 类 时 , 要 求 2) 就 意味 着 c 是 一 个 共 变 的 构造 .) 

拓扑 示 性 类 似乎 很 少 . 

对 于 流 形 M 可 用 下 列 方式 定义 “上 同调 群 ”H4(M; 民 ): 元 ae HY4(M; 恨 ) 可 用 
一 个 实 gq 次 闭 形式 ida = 0) 表示 , 5 的 选取 可 相差 一 个 正 合 形式 du ( 即 & 与 4+du 
是 等 价 的 ). 通常 的 形式 的 加 法 诱导 了 这 些 等 价 类 a 上 的 加 法 运算 . 群 He(M;R) 是 
交换 群 ( 且 当 9 > dim M 时 , HY(M;RR) = 0). 直 和 H*(M; 民 ) = LHY(M;RR) 关于 闭 
形式 的 外 积 构成 一 个 结合 代数 (细节 见 [3]). 

定理 25.3， 万 有 G 从 的 底 Bo 的 上 同调 群 H4(Be; RR) 中 的 每 一 个 元 c 对 所 有 

的 G 从 定义 了 一 个 拓扑 示 性 类 . 道 命题 也 成 立 . 

证 明 如 果 示 性 类 c 在 前 面 定 义 25.7 的 意义 上 由 所 有 的 G 从 的 底 流 形 上 的 一 
个 g 次 形式 给 出 , 则 元 c 属于 群 H4(Bo; 有 R), 它 就 是 底 为 Bc 的 万 有 G 从 中 的 那个 
示 性 类 . 反之 , 设 给 定 元 (上 同调 类 ) c e Ha(Bo; 民 ). 对 任意 的 底 流 形 M, 任意 一 个 
底 为 M 且 结 构 群 为 G 的 光滑 纤维 从 7 都 是 由 某 个 光滑 映射 f : M 一 BG ( 除 一 个 
同 伦 外 ) 唯一 地 诱导 而 成 的 . 我 们 令 


c(n) = 三 (c). 


因为 df* = f*d, 形式 c(n) 是 闭 的 并 定义 了 五 *(M; R) 中 的 一 个 元 . 两 个 同 伦 的 上 映射 
有 ,fz 对 应 于 等 价 的 闭 形式 序 (c), 度 (c),c1(n) 一 c2(m) = du. 定理 得 证 . 口 
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空间 Bc 的 上 同调 群 的 一 些 例子 

例 25.5， 设 群 G 是 离散 群 . 

a) G = 2; Bo = $1, Hi(Bo:R) = R, 当 g > 1 时, HY(Be) = 0. 
b) G = Zm,m 是 有 限 数 ; Ba 是 透镜 空间 ( 见 例 24.7)， 


HY(Ba; RR) = 0， 对 一 切 4. 


(可 以 证 明 : 对 任意 有 限 群 G, 当 g > 1 时 Hs(Bec;R)=0) 

cj) G ==Z@… 甸 Z (n 个 加 项 ); Bo = 72 (n 维 环 面 ), H*(Ba;RR) 是 nn 个 1 维 生 
成 元 的 外 代数 . 

d) G = mn(Mi); Be = Ms ( 亏 格 9 的 曲面 ); H*(BG; 有 R) 有 1 维 生 成 元 a1,b1,.…， 
ao;bg 及 关系 al 人 bl =.….=ag 人 bo 和 ai Ab 一 0 天 JakrAal = br 人 b=0. 

e) G 是 p 个 生成 元 的 自由 群 ; Ba 是 平面 R? 上 挖 去 p 个 点 的 一 个 区 域 ， 


Hi(Bo;R)=0 当 9> 1 Hi(Bo;R) = R?. 


例 25.6， 群 G 是 交换 群 , G = R* x Tm. 对 群 G = R* 我 们 有 Bc 是 一 个 点 
(或 是 一 个 可 缩 空间 ) 对 G = T! = Si = U(1) ~ SO(2), 我 们 有 Bc = CP”%. 对 
G = R* x TT = R* x 51 x...x 51, 空间 有 rc 形 如 


Bea S Boi xXx:... x Bai 一 
qq、 


mm 7 


上 同调 代数 H*(Ba; 民 ) 是 mm 个 生成 元 t1,… ,tm € 五 2(Bc;R) 的 多 项 式 代数 . 

例 25.7，G = UV(n); 瓦 *(Bci; 及 ) 是 nn 个 生成 元 ce H?i(Ba;RR),i = 1 ,mn 的 
多 项 式 代 数 . 对 G = SU(n), 代数 有 H*(Bc; 展 ) 是 n 一 1 个 生成 元 ca ca,…… ,cn,c; E 
BF2(Bc;:R), 的 多 项 式 代 数 . 

例 25.8. G = SO(2n); H*(Be;R) 是 n 一 1 个 生成 元 C2; € Hi(Be;RR),i 
1,… ,nn 一 1 和 一 个 生成 元 xn e 互 22(Bc;R) 的 多 项 式 代数 . 

例 25.9. G = SO(2n + 1);H*(Be;RR) 是 n 个 生成 元 cz; € Hei(Be;R),i 
1,… ,n 的 多 项 式 代 数 . 

于 是 , 所 有 的 基本 的 群 G 的 示 性 类 在 上 面 都 已 构造 . 

对 于 非 紧 李 群 , 拓扑 示 性 类 (作为 底 流 形 的 上 同调 类 ) 的 分 类 问题 归结 为 对 于 极 
大 紧 子 群 K C G 这 些 示 性 类 的 分 类 问题 . 这 是 下 面 命题 的 推论 (我 们 只 介绍 这 个 命 
题 而 不 加 证 明 ): 底 Bk 和 BG 是 同 伦 等 价 的, 厅 *(Bk; 展 ) ~ H*(Be; RR)， 因 此 由 定 
理 25.3, 它们 的 拓扑 示 性 类 相同 . 如 果 李 群 G 是 半 单 的 ( 见 83.1), 则 它 的 李 代 数 g 
的 复 化 gc 等 同 于 某 个 紧 群 G' 的 李 代 数 g 的 复 化 gt, 称 为 复 李 代数 gi = gc 的 紧 
实 型 . 因此 , 从 联络 来 构造 示 性 类 , 例如 , 通过 前 面 指出 的 对 曲率 形式 2 所 作 的 初等 
运算 来 构造 示 性 类 , 其 结果 无 论 是 对 G 还 是 对 G' 都 是 完全 相同 的 . 对 于 G 和 Gy 


中 


li 
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我 们 (局 部 地 ) 得 到 完全 相同 的 财 形式 和 关于 联络 的 变 分 导数 为 零 的 泛 函 . 但 是 , 这 
些 表达 式 常常 是 “拓扑 平凡 的 ”, 即 常常 是 给 出 一 个 dw 型 的 正 合 形式 . 例如 , 对 于 
G = R* 和 G' = T*, 这 些 闭 形式 在 局 部 上 都 是 相同 的 , 但 对 于 G = R*, 这 些 示 性 
类 在 闭 链 上 的 积分 都 恒 等 于 零 . 类 似 地 , 对 于 G = SO(p,g), 这 一 切 在 形式 上 与 对 于 
G' = SO(p + 9) 所 得 到 的 是 完全 相同 的 , 但 是 我 们 能 得 到 的 非 平 凡 的 在 闭 链 上 的 积 
分 只 有 对 极 大 交换 子 群 SO(p) x SO(g) C SO(p,q) 才 行 . 

如 果 我 们 考察 (p,q) 型 的 伪 黎 曼 流 形 M 的 切 从 , 其 中 p+g = n= dim M,， 
则 我 们 可 以 像 对 ( 具 正 定 度量 的 ) 黎 曼 流 形 一 样 用 局 部 表达 式 构造 出 相同 的 示 性 类 . 
这 些 形式 在 M 中 相应 维 数 的 闭 链 ( 即 闭 定向 子 流 形 ) 上 的 积分 的 变 分 导数 也 等 于 
零 . 但 是 , 这 些 示 性 类 中 有 许多 在 拓扑 上 恒 等 于 零 . 即 它们 在 任何 闭 链 上 的 积分 恒 
等 于 零 . 作为 例子 , 我 们 指出 , 非 奇 异 洛 伦 兹 群 50(3,1) = G 的 李 代 数 复 等 价 于 群 
SO(4) = G' 和 群 C' = SU(2) x SU(2) 的 李 代 数 . 对 于 G' = SU(2) x SU(2) 和 
G' = SO(4) 我 们 有 两 个 维 数 4 的 示 性 类 : 


co € H*(Ba'; R), x2 € H’(Boa;R). 
对 于 G = SO(3,1), 它 的 极 大 紧 子 群 为 SO(3) C SO(3, 1), 我 们 只 有 一 个 拓扑 示 性 类 
cz € HA(Bo; R) 


(但 按 前 面 应 有 两 个 微分 几何 的 示 性 类 ). 

利用 万 有 从 的 方法 可 以 证 明示 性 类 的 重要 性 质 : 在 示 性 类 中 可 以 取 到 这 样 的 基 
使 得 它们 在 闭 链 ( 即 任意 G 从 的 底 流 形 的 闭 定向 子 流 形 ) 上 的 所 有 积分 都 是 整数 . 

这 个 事实 可 从 下 面 的 结论 推出 : 在 底 为 Be 的 万 有 从 的 代数 吾 *(Bc; 恨 ) 中 可 以 
取 到 完全 基 di,… ,dk 使 得 它们 在 Bo 的 闭 链 上 的 所 有 积分 都 是 整数 . 

设 M 是 任意 G 从 , P 是 g 维 闭 定 问 流 形 , p : 已 一 M 是 光滑 映射 ((P,y) 称 为 
一 个 “奇异 闭 链 ”). M 上 的 纤维 从 由 映射 f : M 一 5c 从 万 有 从 诱导 而 得 . 于 是 , 我 
们 在 Bc 中 有 各 种 维 数 的 闭 链 : : 


(Pfyp), fp: PE Mt Be, 


和 形式 d' = f*(ds) 一 一 底 M 中 的 示 性 类 . 进一步 , 如 果 qd; 的 维 数 等 于 g = dim PP， 
则 我 们 有 : d' 在 流 形 M 中 的 闭 链 (Pyp) 上 的 积分 等 于 
fo= fea)= f re)= /ere)= fa 
(P,w) P (P,wp) P (P,f yp) 
一 一 对 Bo 中 的 闭 链 (Pfy), 这 是 一 个 整数 . 


例 25.10， 考 察 群 G = R! 和 G' = S50O(2) ~ U(1). 这 两 种 情形 的 纤维 从 的 曲 
率 形式 是 标量 2- 形式 8 = vdzu 人 dz*. 自然 有 这 样 的 问题 : 什么 情形 下 , 一 个 闭 
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2 一 形式 是 某 个 G 从 或 G' 从 的 曲率 形式 ? (在 物理 学 中 这 意味 着 整体 地 引入 一 个 向 
量 势 的 可 能 性 , 这 是 量子 化 必须 的 .) 对 于 G 和 CG" 的 回答 是 不 同 的 . 充 要 条 件 是 这 
样 的 (我 们 对 充分 性 不 加 证 明 ): 

a) 对 于 群 G = Ri, 充 要 条 件 为 : 对 任何 2 维 闭 链 P 应 成 立 [, 1 = 0; 等 价 的 条 
件 : 对 某 个 1- 形式 4, 在 底 M 上 处 处 成 立 2 = d4. 

b) 对 于 群 G' = SO(2) = U(1)， 充 要 条 件 为 : 经 正规 化 后 在 所 有 的 2 维 闭 链 
P 上 的 积分 都 是 整数 : [, ?2 是 整数 ; 向 量 势 4 (以 前 的 记号 是 w) 可 以 整体 地 在 M 
上 方 作 为 从 空间 EE 中 的 形式 给 出 , dc4 = 5. 

在 物理 学 中 , 形式 f 可 以 表示 电磁 场 强度 已， = 人 2,,, 其 中 , 由 于 麦克 斯 韦 方 程 ， 
qd( FuvrdzAdz) = 0 ( 见 卷 1, 825.2). 形式 8 = 下 给 定 于 闵可夫 斯 基 空 间 了 ;, 的 一 个 
区 域 7 中 . 如 果 在 物理 实现 中 , 电动 力学 是 “ 紧 ” 的 ( 即 群 是 SO(2) 而 不 是 及 0, 则 如 
狄 拉克 指出 的 那样 ,“ 磁 单 极 ” 是 可 能 的 . 在 磁场 不 依赖 于 时 间 的 情形 , 我 们 有 , 例如 ， 
区 域 UC R3, 其 中 也 = 了 RsN\{zol ( 设 zo = 0). 形式 2 = Fydrt 和 dz*(p,v = 1,2,3) 
是 区 域 7 中 一 个 磁场 的 场 强 , 这 个 磁场 在 点 O 处 有 奇 性 . 考察 球面 52 C U, 它 由 方 


程 2 (er _ zt)? = p? > 0 给 定 . 由 于 条 件 b), 我 们 必须 有 
之 


1 = 二 n (整数 ). 


S2 


请 


于 是 , 通过 球面 的 磁场 流量 可 以 是 整数 值 , 但 不 必须 等 于 零 , 这 并 不 与 向 量 势 的 存在 
(以 及 按照 规范 场 的 量子 化 理论 的 一 般 原 理 将 磁场 量子 化 ) 矛盾 . 可 能 在 点 zo,zl， 
. ,Zn E RR 处 有 若干 个 磁 单 极 . 这 样 , 在 区 域 及 3\{fzo 凯 …Uzn} 中 就 有 一 组 独立 

的 闭 链 , 

例 25.11. 考察 球面 S* 上 的 具 不 同 的 结构 群 G 的 纤维 从 ， 它 们 可 以 由 群 
AXk-1(G) 中 元 定义 ( 见 824.4). 

a) k 二 1,G = O(n),SO(n),U(n)， 由 于 群 SO(n),U(n) 的 连通 性 ，S1 上 的 所 
有 以 它们 为 结构 群 的 纤维 从 都 是 平凡 的 .因为 ro(O(n)) ~ Z?, 所 以 存在 结构 群 为 
G = O(n) 的 非 平凡 纤维 从 . 我 们 以 后 在 广义 相对 论 的 齐 性 模型 中 会 遇 到 底 为 1 维 
流 形 ( 底 R!) 的 纤维 从 中 的 联络 , 但 是 在 那里 不 存在 曲率 理论 . 

b) k=2. 对 于 G = SO(2), 我 们 有 许多 纤维 从 , 它们 可 以 由 整数 m e x1(SO(2)) 
之 Z 定义 . 它们 就 是 截 普 夫 从 7 (纤维 为 C1) 以 及 它 的 张 量 过 wm ( 见 824.5). 数 mm 
可 以 这 样 来 确定 : 

ne fa, 
9 

其 中 , 8 是 曲率 形式 . 另 一 种 说 法 : 我 们 将 5S? 上 的 纤维 从 实现 为 C1 和 Sl\{oo} 上 的 
直 积 (由 于 引 理 24.3, S2\{co} 上 的 任意 纤维 从 都 是 平凡 的 ). 其 联络 为 4 = A,dz+ = 
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hsdz + hzdz 且 我 们 还 要 求 当 |zx| 一 oo 时 
0g(2) -1 


4 一 一 

( 即 当 |z| 一 ee 时 , 联络 趋向 于 平凡 联络 )， 对 于 G = SO(2) ~ UV(1), 我 们 有 9 = 
0 0 : Sy 

e991 一 1. 函数 p(z) 只 能 当 |z| 00 时 渐 近 地 定义 ; 它 在 射线 二 的 集 

(相当 于 圆周 51) 上 由 下 式 定义 : 


g:S1— S51 Zz. er(7) (|z| 大 ). 


这 个 映射 的 度 等 于 m. 

c)& = 3; 因为 对 于 我 们 遇 到 的 李 群 G (和 所 有 的 李 群 ) 都 有 rz(G) = 0, 所 以 9 
上 的 所 有 纤维 从 拓扑 上 都 是 平凡 的 . 任何 零 曲率 的 联络 可 表示 为 

罗兰 -or 
我 们 得 到 映射 
g(z) :33 一 G. 

这 个 映射 的 同 伦 类 是 群 ra(G) 中 的 元 , 它 刻画 了 零 曲 率 的 联络 4 的 同 伦 类 .回想 
一 下 : x3(SO(2)) = 0,ra(SO(3)) ~ xa(SU(2)) ~ ra(SU(n)) ~ Ta(SO(m)) > Z,n > 
3,m > 5;73(SO(4)) TZOZ. | 

d) k = 4.， 这 时 有 许多 不 同 的 $4 上 的 纤维 从 和 大 量 的 拓扑 不 变量 . 由 于 
S4\{o0} 宇 R4, S4 上 的 纤维 从 可 由 R4 上 的 联络 4 给 出 , 其 中 R* 上 的 纤维 从 是 
平凡 的 , 4A, 满足 边界 条 件 


如 Go) = MH gt(s) lel oo 
函数 g(z) 给 出 射线 全 形成 的 球面 53 到 G 中 的 一 个 映射 : 
01:93 一 G. 


这 个 映射 的 同 伦 类 是 拓扑 不 变量 , 即 ra(G) 中 的 元 . 
特别 有 趣 的 情形 是 G = SU(2), SO(4) 和 SO(3). 对 于 G = SO(4), 我 们 有 两 个 
整数 值 的 示 性 类 : 


co 二 站 Tr(FiyF\ndrx* 人 dz 入 azZA A dzx: 
R4 


x2 一 f we * Fr.drrt Adr” 人 dz^ 入 dz”, (60) 
R4 
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其 中 Fw = 人- oh + [4 4v]， 而 对 于 G = SU(2) 和 G = SO(3) 就 只 有 一 个 . 


( 算 子 * 的 定义 见 卷 1, 819.3.) 

习题 25.8.， 证明: 对 于 G = SO(4), 当 xs = 1 而 6 任意 时 , $4 上 的 纤维 为 53 
的 纤维 从 的 从 空间 五 等 价 于 球面 57 0 G = SU(2) 是 主 从 , 而 对 于 
G = SO(4) 则 是 伴随 从 ). 

注 如 米尔 诺 所 指出 的 那样 , 这 些 纤维 从 ( 即 那 些 co, xs = 1 的 纤维 从 ) 的 从 空 
间 EE 有 一 部 分 虽 同 胚 于 球面 57 但 与 $7 不 是 微分 同 胚 的 . 
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1. 纽 结 群 


基本 群 的 一 个 重要 应 用 是 3 维 空间 中 的 纽 结 理论 和 链 环 理论 . 考察 及 3 中 一 条 
光滑 闭 曲 线 y(t),0 < t < 2r,7(0) = 7Y(2r), 它 自身 不 相关 且 有 非 零 速度 向 量 y. 这 条 
曲线 可 能 是 在 R3 中 打 结 的 曲线 (图 94). 


HO 


不 打 结 最 简单 的 纽 结 “8 字形 纽 结 ” 
(三 时 形 纽 结 ) 
a) b) C) 
图 94 


纽 结 的 一 个 同 痕 是 指 纽 结 在 空间 中 的 一 个 运动 , 这 个 运动 是 通过 空间 到 自身 的 
恒 等 映 射 的 一 个 (由 微分 同 胚 组 成 的 ) 形变 而 得 到 的 . 纽 结 y 称 为 非 平凡 的 , 如 果 
不 存在 同 痕 使 它 成 为 平凡 纽 结 3:{z = 0,z2+%y2 = 1}. 可 以 很 方便 的 假定 纽 结 7y 位 
于 S53 2 R3 中 . R? 中 增添 点 oo 对 纽 结 及 它 的 同 痕 豪 无 改变 (这 些 同 痕 在 53 中 ' 缝 
制 ” 成 一 个 2 维 曲面 , 不 失 一 般 性 可 以 假定 它们 保持 某 一 点 不 动 ). 对 小 的 es > 0, 考 
察 纽 结 7 的 < 邻 域 U。. 边界 9U。 是 球面 72, 且 U。 D2 x S51, 其 中 D? 是 半径 e 与 
7 垂直 的 圆 盘 . 在 53 中 移 去 区 域 VU。 的 内 部 , 剩 下 的 是 一 个 带 边界 流 形 凡 C 53, 边 
界 5V> = 9Ue 正 是 环 面 T?. 显然 VV 同 伦 等 价 于 开 区 域 S3\7 = 

定理 26.1. 基本 群 zi(W,) = mi(Vy) 称 为 y 的 纽 结 群 . 


中 通常 , 圆周 到 空间 中 的 一 个 嵌入 (由 光滑 嵌入 组 成 ) 的 形变 称 为 (该 圆周 在 空间 中 定义 的 ) 纽 结 的 同 痕 . 
但 是 可 以 证 明 这 样 的 圆周 的 形变 总 能 延 拓 成 整个 空间 的 一 个 形变 . 
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纽 结 群 m(W,)) = mm(WW) 显然 的 性 质 : 

1) 如 果 纽 结 7 是 平凡 的 , 则 xri(Wy) ~ Z; 这 是 由 于 区 域 访 C53 或 WC 53 
当 Y= {z= 0,x? 十 yy 二 1} 时 可 形变 收缩 于 圆周 51 ( 见 817.5). 

2) 由 区 域 VW 和 Wi 的 定义 , 在 纽 结 的 同 痕 中 , 群 zi1(Vy) = zi (Wy) (以 及 这 些 
区 域 的 拓扑 在 微分 同 胚 范围 内 ) 是 不 变 的 . 于 是 , 等 式 ni(W,) ~ 2 是 纽 结 为 平凡 的 
必要 条 件 . (注意 , 这 个 条 件 也 是 充分 的 , 不 过 这 是 一 个 相当 难 的 定理 .) 

计算 群 ni1(Wy) 的 算法 是 这 样 的 : 
将 纽 结 沿 方 问 d 投影 到 平面 R? (或 “ 屏 
幕 ”) 上 (图 95). 对 于 一 般 位 置 的 方向 d,， 
可 以 假定 在 屏幕 R? 上 的 射影 了 的 所 有 -= 
自 交 点 都 是 二 重 的 且 交 角 不 等 于 零 . 在 
屏幕 上 显现 的 是 一 个 具有 若干 条 边 和 若 
干 个 顶点 的 平面 定向 图 3, 在 每 一 个 项 
点 处 有 4 条 边 通 过 . 对 屏幕 上 的 这 条 曲 
线 了 y ( 除 定 向 外 ) 在 每 个 顶点 处 必须 标 95 
明 哪 两 条 分 支 是 “上 面 的 ”( 取 + 号 ) 和 
哪 两 条 是 “下 面 的 ”( 取 一 号 ). 在 计算 wi(W,) 时 , 基点 取 在 oo e 53.xi(W) 中 的 
代表 闭 道 将 是 沿 垂直 于 屏幕 R? 的 方向 d (在 图 95 中 是 从 左面 ) 趋 近 纽 结 ， 我 们 
将 边 编号 且 对 屏幕 RR? 上 的 每 一 条 边 附加 一 个 生成 元 oj € xi(Wy) (例如 , 在 图 95 
上 , 我 们 在 屏幕 上 有 顶点 4、B、C 和 按 曲线 y 经 过 的 次 序 标明 的 边 [B(_)C(4)] = 
Y1, [C+) A)) = 12, [A Ber)] = 3, [1Bd4)CC)] = 14, (C0)An] = ,444)BC)] = 
?6. 设 闭 路 oj 从 ce 出 发 沿 方 同 d 走 同 对 应 的 编号 ; 的 边 的 中 点 并 绕 过 它 返 回 , 参 
见 图 95 上 对 应 于 边 [4(_)B(4)] = Ys 的 闭路 aa. 我 们 就 得 到 xi(W) 中 的 一 个 生成 
元 Qi 

这 些 生 成 元 之 间 的 关系 产生 如 下 : 每 一 个 顶点 有 4 条 边 Yii, Yj2,7js,7Yj4 通过 . 
根据 我 们 依 曲 线 7 经 过 的 次 序 所 作 的 编号 , 在 顶点 处 我 们 有 js = ji +1,j4 = js+1， 
其 中 数 对 (7,72) 和 (js,j4) 由 相 接 边 的 编号 组 成 . 设 两 条 边 (j1,j2) 在 (js,3j4) 的 “上 
面 ”, 即 曲线 y 的 对 应 于 这 对 分 文 的 曲线 段 沿 方面 d 位 于 更 左面 一 些 ( 见 图 95), 则 
我 们 有 


YY 


Qj = Qj2 = Qj +1: (1) 
试 证 明 对 于 第 2 对 (js, j= js 二 1) 有 
Qjs 一 Qjs+1 一 Qj Qjsan. (2) 


(应 该 记 住 生成 元 oj 的 定义 可 以 相差 一 个 替换 oj -，o7 1, 而 关系 (2) 的 形式 并 不 改 
变 .) 
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习题 26.1， 证 明 : 所 有 的 对 每 一 个 顶点 所 得 的 关系 (1),(2) 生成 纽 结 群 的 一 切 
关系 

由 关系 (1),(2) 明显 可 见 交 换 群 H; (Wy) 总 同 构 于 Z: 

例 26.1， 对 三 叶 形 纽 结 


a = a3 二 Q4,Q1 二 a3'a6a3 ( 顶 页 氮 B)， 
b 二 ai 一 a2,a5 一 al adal (顶点 C)， 
c 二 a5 二 a6,a3 =a5laoa5 (顶点 4)， 
或 b=a lca,c=b iab,a= ce ibc. 


习题 26.2。 证明 : 在 三 叶 形 纽 结 群 中 可 以 选取 生成 元 a, 6 满足 唯一 的 关系 
22 = 03. 

2. 亚历山大 多 项 式 

纽 结 群 常常 显得 很 复杂 . 这 里 关于 组 结 群 定 义 的 亚历山大 多 项 式 是 比较 粗糙 的 
不 变量 , 但 是 却 可 以 容易 地 区 分 各 种 纽 结 . 设 纽 结 群 由 标准 的 生成 元 ol,…. ,a。( 见 
前 面 ) 和 (1),(2) 型 的 关系 7i(a1,… ,an) = 1 (i = 1,… ,m) 给 定 . 我 们 按照 下 面 的 
微分 法 则 定义 纽 结 群 中 元 的 “微分 算 子 ” 

Oa; Oa-! oc 


EE ee ee 
我 们 构造 一 个 m x n 和 矩阵 (pe ) 在 这 个 矩阵 中 将 生成 元 w 的 备用 形式 变量 


t 按照 规则 a? 一 妃 替换 , 我 们 就 得 到 一 个 m x n 矩阵 , 它 的 元 是 t 和 t-! 的 整 系数 
多 项 式 . 这 个 矩阵 的 所 有 (n 一 1) 阶 余 子 式 的 最 大 公 因子 A(t) 就 称 为 亚历山大 多 项 
式 . 这 个 多 项 式 除了 一 个 士 此 的 因子 外 是 确定 的 , 这 里 上 是 任意 整数 . 


习题 

26.3. 证 明 : 如 果 两 个 纽 结 群 是 同 构 的 , 则 对 应 的 亚历山大 多 项 式 A(t), A'(t) 
( 除 一 个 因子 十 此 ,大 是 任意 整数 外 ) 或 者 是 相同 的 , 或 者 满足 关系 A'(t) = A(t-1). 

26.4.。 证 明 : 对 于 三 叶 形 纽 结 , 亚历山大 多 项 式 A(t) = 1 -上 十 妇 . 

26.5. 对 图 94 c) 所 示 的 纽 结 计算 亚历山大 多 项 式 , 并 证 明 : 这 个 纽 结 与 三 叶 
形 纽 结 不 等 价 . 

3. 与 纽 结 相关 的 纤维 从 

如 我 们 已 经 看 到 的 那样 , (Wy) ~ Z. 因此 , 嵌入 8 兰 72 一 VW ~ W, (这 里 
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~ 代表 同 伦 等 价 ) 生成 同 态 
Hi(0V) Hi(T’)~ZOZ—Z~ Hi(W,). 


由 于 这 个 同 态 , 环 面 T? 兰 96V, 上 的 一 个 生成 元 了 在 纽 结 7 的 补 凤 中 是 零 同调 的 . 
这 个 生成 元 了 可 以 用 曲线 y 上 的 (长 度 s > 0) 的 法 向 量 场 的 末端 表示 . 考察 光滑 映 
射 :TI2 一 931 在 此 映射 下 -1i(so) = 了 CT2,so 是 2 的 正则 值 . 设 映 射 p 在 环 面 
的 另 一 个 生成 元 ( 视 为 51 一 51 的 上 映射, 见 813.1) 的 度 等 于 1. 如 果 可 能 , 我 们 将 映 
射 2 延 拓 到 整个 纽 结 7 的 补 VW 上 . 于 是 , 我 们 得 到 映射 


2: 扩 一 9 ， Olev， 一 风 ， 


正则 值 so 的 完全 原 像 5-1(so) 是 一 个 2 维 曲面 已 , 边界 9P = 了 在 了 2 上 . 收缩 这 个 
邻 域 ( 即 令 = 趋 近 于 零 ), 我 们 发 现 纽 结 7 本 身 就 界定 了 R3 (或 53) 中 一 张 曲面 P. 

习题 26.6. 证 明 : 映射 pq : T? 一 S51 总 可 延 拓 成 $. 在 证 明 时 利用 下 面 的 事实 : 
曲线 了 在 Hi( 访 ) ~ Z 中 是 零 同 调 的 ; 当 i > 1 时 mi(S1 = 0. 将 访 划分 成 “ 胞 腔 
复 形 ”并 先 将 映射 延 拓 到 1 维 骨 架 (这 是 平凡 的 ), 然后 从 1 维 骨 架 延 拓 到 2 维 上 骨架 
(这 需要 作 些 分 析 ), 最 后 延 拓 到 3 维 骨 架 (这 里 要 利用 rz(S1) = 0). 

定义 26.1. R3 (或 53) 中 以 7 为 边界 的 不 自 交 的 光滑 曲面 P 所 具有 的 最 小 亏 

格 称 为 纽 结 7 的 亏 格 . 

在 许多 最 简单 的 纽 结 例子 中 , 可 以 发 现 具 边界 9 半 T? 的 补 空间 岂 是 圆周 上 
的 一 个 纤维 从 

DV Ss!, 


并 且 , 在 边界 T? 上 , 这 个 纤维 从 转换 成 一 
个 平凡 从 p :72 一 51, 纤维 为 51 一 一 与 
纽 结 垂 直 的 平面 上 环绕 纽 结 一 次 的 一 个 小 
圆 局 .拓扑 可 以 这 样 来 描述 这 幅 景 像 : 给 
定 光滑 纤维 从 p:V 一 3L, 纤维 已 是 一 张 
亏 格 g > 0 边界 为 51 的 曲面 (图 96); 在 
边界 上 , 这 个 纤维 从 是 平凡 的 : 9V 兰 72 = 
S! x 91 一 S1. 考察 具 同 一 个 边界 的 实心 
环 D2 x 51 ;8(D2 x 91) = S1 x 5S1 = 72. 图 96 
沿 公共 边界 9V = 6D? x S51 粘 合 流 形 V 和 (D2 x 51) 就 产生 一 个 3 维 闭 流 形 M. 
如 果 M 宕 S3, 则 了 = 人 岂 是 纽 结 y 的 补 , 这 里 纽 结 y 作为 曲线 0 x S51 位 于 区 域 
D2* x Sl 中， 

最 简单 的 例子 : 

a) 如 果 g = 0,V = 5S1 x D?,P = D?, 则 曲线 y 不 打 结 . 

b) 设 g = 1 ( 见 图 96, a)). 流 形 了 是 由 曲面 P 与 区 间 [0,1] 的 直 积 将 上 下 底 
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按照 (z,0) = (h(x),1) 粘 合 而 得 的 . 我 们 假定 粘 合 映射 ( 同 胚 ) h : P 一 PP 使 得 在 群 
Hi(PUD) 和 (7T?) 一 也 四 2 上 诱导 了 变换 a ma 二 nb,b mla+ kb,mk—nl= 
1 (abe Hi(T?) 是 生成 元 ). 在 边界 上 , 我 们 得 到 直 积 9V 兰 S1 x 91. 

习题 26.7， 计算 群 rmi(V) 和 xi(V UCD? x S0). 选取 粘 合 映射 以 得 到 球面 53 
和 纽 结 YC 53. 用 这 种 方法 对 m = 2,n = 3 构造 三 叶 形 纽 结 . 

我 们 考察 一 个 有 趣 的 例子 : 设 在 C? 中 给 定 一 个 多 项 式 : f(z,w) = 和 +, 其 
中 m 和 7m 是 互 质 的 . 考察 球面 53 = {|z|? +|wl? = 6 > 0}. 方程 组 


0 
z+ lw ?=6>0 (3) 


给 出 一 条 曲线 7 C 53. 
习题 26.8. 证 明 : 对 于 互 质 的 m,n, 曲线 (3) 是 连通 的 ( 纽 结 ). 
考察 纽 结 7 C S53 的 补 ( 记 为 Wy). 按 下 面 的 方式 : 


f(z, 1w) 
p(w) = FE, Flew) #0 (9) 
构造 纤维 从 
DiS y= 
习题 
26.9. 证 明 : 映射 (4) 的 秩 处 处 等 于 1 且 实 际 上 是 底 为 51 的 一 个 纤维 从 . 计 
算 纤 维 的 亏 格 . 


26.10. 证 明 : 公式 (3) 给 出 了 一 个 “ 环 面 纽 结 " 7 CT2 C S53, 其 中 纽 结 y 是 
环 面 T? 上 一 条 自身 不 相交 的 曲线 (图 97), 它 在 同调 群 H1(T?) = Z @ Zz 中 决定 元 
ma 二 nb (a,b 是 生成 元 ). 

26.11. 证 明 : 图 94, c) 中 的 纽 结 不 是 环 面 纽 结 . 


El 
二 -全 为 oO DO' Qa 


人 n=3 非 平凡 链 环 
7 = 及 /Z@Z TCR 各， 
a) b) a) b) 
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4。 链 环 


我 们 现在 转向 R3 和 53 中 的 链 环 (又 称 连接 ). 设 给 定 一 族 圆 周 7 … ,Yk C 53， 
它们 两 两 不 相交 , 自身 不 相交 且 有 非 零 切 向 量 . 图 98, a) 上 显示 的 是 平凡 链 环 ， 
98, b) 上 的 则 是 非 平凡 链 环 . 

链 环 (1,… ,Yk) 的 自然 不 变量 是 链 环 群 , 即 基 本 群 zr1(S3\(y1U…U7Yx)). 计 
算 链 环 群 的 算法 与 纽 结 群 的 算法 是 相同 的 : 必须 将 链 环 投影 到 “屏幕 ” 上, 并 像 在 前 
面 826.1 中 对 纽 结 那样 , 指明 生成 元 和 关系 . 

习题 26.12. 对 图 99 上 显示 的 情形 a),b),c) (k = 2) 计算 链 环 群 . 

我 们 知道 链 环 的 一 个 不 变量 , 它 就 是 环绕 系数 {7;,Y;} ( 见 815.4) 组 成 的 矩阵 ， 
但 是 ,即使 对 于 大 = 2 它 也 是 不 足 的 不 变量 .在 图 99, c) 上 显示 的 例子 中 , k = 
2, {Yi,Y2} = 0, 且 两 条 曲线 各 自 都 是 不 打 结 的 , 但 是 要 “ 摘 开 ”它们 是 不 可 能 的 . 这 
一 点 被 链 环 群 所 证 明 . 


OOQ co .9 


{Y;, Y2 }=0 {Y1, 7Y2 }=1 {Yi, y2 }=0 
a) b) cj 
图 99 


链 环 的 一 个 有 趣 的 例子 由 下 面 的 方程 给 出 (f 是 多 项 式 ): 
f(z,w) =0,|z| +lw2=6> 0. (5) 
习题 
26.13， 设 f(z,w) = zm+w? (这 里 m,n 可 是 互 质 的 也 可 以 不 是 互 质 的 ). 求 这 
个 链 环 的 连通 分 支 个 数 . 
26.14. 证 明 : 像 纽 结 那样 , 由 公式 (4) 定义 的 映射 S3\(y1U:…U7Y) 一 5S1 是 
一 个 纤维 从 . 计算 纤维 的 亏 格 . 找 出 链 环 群 . 考察 下 列 情形 : 


a) f(z,w) = 2 + ws; 
b) f(z,w) = 22w + ws”. 


5。 詹 


我 们 现在 考察 “次 ”及 与 它们 相关 的 群 . 在 平面 R2 上 取 定 nn 个 点 已 …… , 书 
并 考察 积 空间 R* x 了 工 其 中 了 = [0,1]. 

定义 26.2， 一 个 (n) 办 是 指 R? x 工 中 如 下 的 一 组 (n 条 ) 光滑 曲线 1,… ,yn: 

它们 自身 不 相交 且 两 两 不 相交 , 每 一 条 都 有 非 零 切 同 量 (7 地 0) 且 对 一 切 t 都 
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横 截 于 纤维 RR?2 x t, 当 t = 0,1 时 必须 成 立 


~Yi(0), = (P;, 0), 7 三 1,.…: ) 也 
Yi(1), = (Foraysl); 7 一 1 ,Nn, 


其 中 o 是 指标 1 … ,n 的 一 个 置换 (图 100). 一 个 辩 称 为 纯 闪 , 如 果 o 是 恒 等 
置换 ,c(7) = 7. 辫 关 于 同 痕 的 等 价 类 构成 一 个 群 , 称 为 辩 群 : 辫 K1,K。 的 乘积 
通过 将 状 Ki 的 下 底 与 Ks 的 上 底 连 接 而 得 (图 101,b)). 一 个 闪 的 逆 闪 仍 是 这 
个 辫 但 是 每 条 边关 于 t 的 走向 相反 . 单位 办 形 如 图 101, a) 中 所 示 . 


这 Es o(2 和 PB 一 ae KK, 
1 Bi 
RXO0 P, P, P， 关 K， i 
a) b) 
图 100 图 101 
我 们 有 关 群 B,, 到 置换 群 S。 的 一 个 同 态 : 
Ko(K). 
这 个 同 态 的 核 ( 即 满足 o(K) = 1 的 状 KK) 就 是 纯 辩 . 
图 群 的 生成 元 集 B;(i = 1,.… ,n 一 1) 对 应 于 置换 群 5! i il it2 
5 中 的 对 的 元 = (1 (图 102). 类 5 
群 中 的 关系 是 这 样 的 ( 试 证 之 !): EY Eo 
102 
BiBiriBi = BiriBiBir1,i = 1,:… ,nn — 2, ce 


BiB; = BBs 当 | 一 了 | 2 二 Ls 中 三 二， 
习题 26.15. 证 明 : 6; 是 生成 元 , 而 (6) 是 完全 关系 集 . 
下 面 介 绍 有 趣 的 闭关 . 它 可 以 描述 如 下 : 考察 实心 环 D2? x S1 C R3 和 由 DP2x 31 


中 才干 条 自身 不 相交 且 两 两 不 相交 的 闭 曲 线 


{yr ,YCD xS!CR 


组 成 的 纽 结 和 链 环 . 我 们 要 求 所 有 曲线 Y1,…… ,?x 的 切 向 量 不 是 零 问 量 且 不 是 任何 
圆 盘 D? x t,0 < t < 27 的 切 方向 . 我 们 来 研究 区 域 D2 x 5S! 中 的 这 些 “ 横 截 ” 纽 结 


和 链 环 ( 即 闭 办 ). 


. 218 . 第 六 光滑 纤维 从 


习题 26.16. 证 明 : 每 一 个 上 述 形式 的 纽 结 或 链 环 定义 了 某 个 凑 和 群 中 元 的 共 斩 
类 . 再 证 明 : 这 种 纽 结 和 链 环 在 D? x 31 中 的 横 截 同 痕 等 价 类 恰恰 与 辫 群 的 共 斩 类 
一 一 对 应 . 

注 可 以 证 明 : R3 中 的 任何 一 个 纽 结 或 链 环 通过 同 痕 可 转化 为 一 个 D2 x 5S1 中 
的 横 截 纽 结 或 链 环 . 但 是 , 这 对 于 R3 中 的 纽 结 和 链 环 的 分 类 并 无 多 大 用 处 , 因为 一 
个 纽 结 可 以 转化 成 多 个 不 同 的 闭 办 . 

北 群 还 有 另 一 种 有 趣 的 解释 . 考察 所 有 的 (最 高 次 项 系数 为 1 的 ) 具有 个 不 
同根 z1,… ,z 的 n 次 复 多 项 式 


= 加 十 az 十 十 an 


所 成 的 集 已 . 我 们 可 以 证 明 群 x1(U) 同 构 于 因 群 B,.(U,, 上 的 拓扑 , 比方 说 , 可 以 


用 范 数 |f| = |oi| 来 给 出 .) 
考察 空间 仅 , 这 里 
WV, = Rx...x R*\A, 
ee 


位 


而 A 由 nN 元 组 (Z1,**: , Zn) 组 成 ， 其 中 对 某 一 对 (%, 7), Zi 一 《7 
习题 


26.17。 证 明 : 群 x1() 同 构 于 某 个 办 群 的 纯 兴 子 群 . 
26.18. 证 明 : 空间 VV/Sn( 兰 ) 的 基本 群 同 构 于 辫 群 B,,. 这 里 5,, 是 按 规则 
(zZ1,: , Zn) (Zo(1), 人 ;Zo(n)),0 Es" 作用 在 VW 上 的 Nn 阶 置 换 群 . 
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827. 动力 系统 定性 理论 的 最 简单 的 一 些 概念 . 2 维 流 形 


1. 基本 定义 


定义 27.1， 流 形 M 上 的 一 个 光滑 向 量 场 £ 称 为 一 个 动力 系统 (或 称 为 一 个 自 
治 动力 系统 ). 
局 部 上 , 一 个 动力 系统 可 用 一 个 常 微分 方程 组 


人 二 ),TZ ) (1) 


来 描述 . 积分 轨道 就 是 方程 组 (1) 的 解 或 者 是 指 这 样 的 曲线 y(t) = {zx°(t)} : y(t) 的 
速度 疝 量 y(t) 在 每 个 时 刻 t 等 于 (y(t)). 根据 形 如 (1) 的 常 微分 方程 组 解 的 存在 性 
和 唯一 性 定理 , 对 于 光滑 向 量 场 &, 积分 轨道 局 部 地 在 一 个 有 限 的 时 间 区 间 上 存在 且 
唯一 . 在 非 紧 ( 开 ) 流 形 上 可 能 发 生 轨道 y(t) 在 有 限时 间 内 “趋向 无 穷 ”, 因此 , 轨道 
仅仅 在 t 的 有 限 区 间 上 存在 . 在 ( 紧 ) 闭 流 形 上 每 一 条 轨道 关于 t 可 以 无 限 延 拓 且 对 
任何 的 to0 < 上 < co) 存在 . 
辣 量 场 ¢ 定义 了 函数 关于 方 同 & 的 微分 算 子 ( 见 卷 1, 817.2) 
1 0ef = 6° 0 
这 个 算 子 的 指数 映射 ( 见 卷 1, 824.3) 


S = exp(tOe) = > (Oe)* (2) 


k>0 
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定义 了 函数 沿 向 量 场 上 的 积分 轨道 的 移动 , 即 对 每 一 点 ze M 
Si(jf(z)) = f (Si(7)), (3) 


其 中 Si(z) = y(t),y = 上 和 y(0) = z. 回想 一 下 , M 上 的 向 量 场 &,n 的 换 位 子 是 指向 
量 场 [, 可 , 它 局 部 地 由 下 列 公 式 定义 ( 见 卷 1, 823.3) : 
本 


Or7Y OXY 


Ole,n] = [Oe, Ol. (4) 


我 们 引入 某 些 一 般 的 概念 . 
定义 27.2，1) 序列 {y(ti)}, 其 中 t; 一 土 oo, 的 所 有 极限 点 组 成 的 集 称 为 积分 
轨道 y(t) 的 极限 集 w+(Y). 并 wt+(y)Uw-(Y) 称 为 7 的 w 极限 集 , 记 为 w(Y). 
2) 动力 系统 (1) 的 一 个 正 ( 负 ) 不 变 集 ( 流 形 ) 是 这 样 的 子 集 ( 子 流 形 ) N C 
MM 使 得 对 任意 点 ze N, 满足 y(0) = 7z 的 轨道 y(t) 当 t > 0(t < 0) 时 必 位 于 NN 
中 ( 即 对 于 + > 0(t < 0),Si(7x) CN). 
特别 有 趣 的 是 N 对 t > 0 和 +t < 0 都 是 不 变 集 的 情形 , 这 时 N 称 为 动力 系 
统 在 M 中 的 不 变 集 或 不 变 子 流 形 . 
3) 闭 不 变 集 N C ML 称 为 极 小 集 , 如 果 在 N 的 内 部 没有 更 小 的 闭 不 变 集 . 
( 极 小 集 的 例子 有 a) 向 量 场 上 的 奇 点 zo, 这 里 上 (xzo) = 0;b) 向 量 场 的 周期 轨 
道 . 我 们 在 后 面 将 遇 到 更 复杂 的 极 小 集 例 子 .) 
4) 我 们 说 轨道 y(t) 被 集 NC MM 俘获 , 如 果 对 某 个 如 , 当 t>to 时 > 人 都 
位 于 NN 中 . 
5) 超 曲 面 P C MM 称 为 横 截 于 动力 系统 , 如 果 问 量 场 & 处 处 与 P 不 相 切 . 
超 曲 面 P 称 为 闭 模 截 的 , 如 果 它 还 是 流 形 M 的 闭 子 空间 . 
在 后 者 的 情形 有 两 种 可 能 性 . a) 闭 横 截 的 已 将 M 分 成 两 个 区 域 : Wi UW2 = 
M, Wi 门 W2 = P; 此 时 Wi 和 Ws 中 的 一 个 俘获 向 量 场 & 所 有 的 轨道 , 而 另 一 个 则 俘 
获 向 量 场 -é 的 所 有 轨道 ( 试 证 之 !). b) 闭 横 截 的 已 并 未 将 MM 分 成 两 个 区 域 . 这 里 
我 们 特别 选 出 一 种 情形 : 此 时 , 所 有 从 任意 点 ze P 出 发 的 轨道 经 过 有 限时 间 t(z) 
后 都 回 到 P 并 与 P 相交 . 显然 , 这 个 相交 的 时 间 函 数 t(z) 光滑 地 依赖 于 ze P; 结 
果 , 可 以 定义 光 渭 映射 几 : P 一 Pp(z) = Y(t(z)),Y(0) = 
习题 27.1。， 证明: 整个 流 形 M 微分 同 胚 于 所 指出 的 商 流 形 


M PAT(O,1)/(x,0) ~ (VY(7), 1). 


证 明 : 流 形 M 微分 同 胚 于 底 为 圆周 S! 且 纤 维 为 P 的 纤维 从 . 
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除 动力 系统 外 , 构造 由 方向 场 tlz) ~ _t(z) 给 出 的 所 谓 所 维 叶 状 结构 ”也 是 非 
常 有 用 的 . 当然 , 局 部 地 (在 非 奇 点 (zo) 0 的 一 个 邻 域 中 )1 维 叶 状 结构 可 描述 为 
形式 (1), 但 是 , 应 该 注意 到 两 种 情形 : 第 一 , 对 任意 的 标量 函数 f 六 0, 系统 二 &(z) 
与 系统 之 = f(z)é(z) 决定 了 同一 个 叶 状 结构 (与 f(z) 的 乘积 对 应 于 转换 成 新 的 “时 
间 ” 参 数 : + = (7), SU - f(z(t(7)));， 第 二 , 并 不 总 是 可 以 在 整体 上 记 成 形式 (1) 
的 ; 因此 1 维 叶 状 结构 甚至 并 不 能 正确 地 引入 时 间 方 向 (图 103). 考虑 “1 维 叶 状 结 
构 ” 的 动机 也 可 能 是 各 不 相同 的 . 例如 , 在 液晶 理论 中 , 方向 场 ~ _& 是 某 个 决定 
介质 的 光学 性 质 的 秩 为 2 的 轴 对 称 张 量 (在 给 定点 的 ) 对 称 轴 . 在 (1) 的 右边 是 代数 
函数 的 动力 系统 理论 中 , 为 了 研究 轨道 远离 坐标 原点 时 的 性 状 , 必须 对 空间 Rn* 添 
补 ” 一 个 无 穷 远 点 , 从 而 将 它 转变 为 民 Pn; 动力 系统 作为 光滑 方向 场 可 延 拓 至 RP” 
上 , 但 是 失去 时 间 方 向 . 在 n = 2 的 情形 (2 维 流 形 ), 1 维 叶 状 结构 由 1- 形式 给 出 . 
局 部 地 在 坐标 为 z,y 的 区 域 Vc _M? 中 , 我 们 有 


w= P(x,y)dr + Q(z,y)dy = 0. (5) 


如 果 忆 或 @ 关 0, 则 点 (z,y) 非 奇 点 . 设 P(x,y) 和 Q(x,y) 是 m 次 多 项 式 , 则 我 们 
作 通 常 的 射影 替换 


也 1 UD 
= 人 6 
uo y i (6) 


我 们 得 到 齐 次 坐标 表达 的 1 一 形式 


Ul U2 
4 Wt 一 umt?Pp (, 2 (wodui 一 uiduo) 十 
0 0 


YA 名 2 (voduz 一 u2duo). (7) 


uo Uo 


方程 2 = 0 给 出 整个 流 形 RP? 上 的 叶 状 结构 . 


7 一 横 蕉 线段 
(9 一 极限 环 


图 103 ”中心 是 奇 点 4, 边界 上 的 奇 点 互 是 图 104 庞 加 莱 函 数 r 一 flr),reT 由 这 样 的 轨 


鞍点 . 线段 万 4 上 无 时 间 方 向 道 y(t) 定义 : 7(0) = TET,7y(t)= f(r)jeT.， 并 
且 在 y(0) 与 y(t) 之 间 的 这 一 段 轨道 与 了 不 相交 . 


7 二 0 为 极限 环 yo 的 点 
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习题 27.2. 证 明 : (由 wo = 0 给 出 的 ) 无 穷 远 直 线 有 RP1 C RP2 是 1 维 叶 状 结 
构 2 = 0 的 积分 轨道 , 并 证 明 : 叶 状 结构 2 = 0 无 法 引入 时 间 方 向 . 研究 当 m = 2 
时 叶 状 结构 2 = 0 在 无 穷 远 处 的 奇 点 . 

定义 27.3， 2 维 流 形 上 的 动力 系统 或 叶 状 结构 的 周期 积分 轨道 称 为 极限 环 , 如 

果 在 该 轨道 充分 小 的 邻 域 中 不 存在 别 的 周期 解 . 

在 这 种 情形 不 难看 出 在 极限 环 附近 积分 轨道 的 图 像 如 图 104 所 示 . 

在 814.5 中 考察 过 平面 R? 上 这 样 的 动力 系统 的 极限 环 ， 
它 横 截 = 3D? 进入 闭 圆 盘 D? ( 见 庞 加 菜 - 本 迪克 松 定 
理 ). 事实 上 , 这 个 定理 与 球面 5S? 上 的 叶 状 结构 有 关 , 其 中 
北极 是 源 点 (图 105)， 球 面 上 的 一 般 位 置 的 向 量 场 必定 有 
一 个 源 点 或 涡 点 ; 见 815. 这 是 关于 向 量 场 指 标 之 和 的 定理 
15.3 的 推论 . 事实 上 , 这 是 唯一 的 一 个 有 效 的 保证 存在 极限 
环 的 定理 . R2? 上 (1) 的 右边 为 多 项 式 (甚至 是 二 次 多 项 式 ) 
时 的 动力 系统 (或 作为 及 P2 上 的 叶 状 结构 ) 有 多 少 个 极限 105 
环 仍 是 未 知 的 .在 各 种 不 同 的 情形 找 出 它们 就 成 为 非 平凡 
的 问题 . 一 个 特殊 的 (退化 的 ) 情形 就 是 平面 R? 上 的 散 度 为 零 的 动力 系统 (或 向 量 


场 & = (E16), 它 满足 学 = 0)， 在 这 种 情形 , 变换 5, 保持 区 域 的 面积 不 变 ( 见 关 
1, 823). 这 些 动力 系统 是 具有 1 个 自由 度 的 哈密 顿 系统 ; 因此 , 它们 有 能 量 积 分 且 是 
完全 可 积 的 ( 见 828 和 卷 1 例 23.2). 

2. 环 面 上 的 动力 系统 


由 于 关于 向 量 场 奇 点 指标 和 的 定理 ( 见 定理 15.3), 环 面 72 是 唯一 的 具有 处 处 
不 等 于 零 的 装 量 场 的 闭 定 交 曲面. 例如 , 对 具有 周期 系数 的 微分 方程 的 定性 研究 问 
题 就 导致 环 面 上 这 种 类 型 的 系统 : 设 给 定 方程 


其 中 右边 的 函数 关于 两 个 变量 都 是 周期 的 , 即 f(z + 1 = f(z,t) = jzt+1T). 方 
程 (8), 使 用 坐标 x ( 模 1),t ( 模 1), 定义 了 环 面 T? 上 形 如 


E(t) (9) 


的 动力 系统 . 方程 组 (9) 具有 由 方程 t= to 给 出 的 闭 横 截 5S1 C 7?2. 横 截 51 并 没有 
将 T? 分 成 两 片 . 由 于 方程 (9), 每 一 条 轨道 y(t) = (zx(t),t) 经 过 时 间 1z) = 1 后 又 
回 到 横 截 91. 于 是 , 我 们 得 到 映射 ( 度 为 1 的 同 胚 ) 


Vy:S5— 5), (10) 
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其 中 , V(z) = y(to + 1),7Y(to) = (zto) E SLC 
T2， 对 每 一 个 映射 w : 51 _，51, 我 们 定义 一 个 同 
胚 沁 :下 一 及 :WwW(z) 三 %(z) ( 模 1) 和 w%(z+Il)= 
b(z) +deg 蕊 = %(z) +1. 数值 函数 y = w(x) 的 
图 如 图 106 所 示 . 可 以 假定 %(0) > 0. 设 加 (z) = 
太太 0 及 大 。= ( 太 )-! ( 逆 映 


n 次 
射 ). 考察 表达 式 


(11) 图 106 


(这 里 , 分 子 等 于 点 7 经 n 次 应 用 微分 同 胚 % 后 转 过 的 角 ). 成 立 下 面 的 命题 . 
引 理 27.1，a) 当 ”… oo 时 , 量 中 二 7 存在 极限 且 此 极限 与 点 z 无 关 


nN 


b) 这 个 极限 称 为 映射 w 的 “ 卷 绕 数 ” 并 具有 以 下 性 质 : 卷 绕 数 为 有 理 数 当 
且 仅 当 光 具有 周期 点 , 即 这 种 点 zo 使 得 对 某 个 数 ”成 立 yn"(zo) = zo (或 者 等 
价 地 , 对 某 个 整数 m 成 立 未,(z0) = zo 十 rm)， 
证 明 a) 设 au(z) = 如 (z) -z 是 当 应 用 n 次 微分 同 胚 时 点 x 所 转 过 的 角 ， 
则 对 任意 的 zl, za e RR, 我 们 有 不 等 式 


jan(zU 一 an(Z2 川 < 1; (12) 


当 |z1 一 z2| < 1 时 , 这 个 不 等 式 是 显然 的 , 而 在 一 般 情形 时 必须 利用 函数 an(z) 的 
周期 性 . 
设 整数 mi 使 得 下 面 的 不 等 式 成 立 


mn 和 an(0) <mat+t+l (13) 


( 即 mn 是 数 oa,(0) 的 整数 部 分 ). 于 是 , 对 任意 的 zx, 由 (12) 和 (13) 可 推出 |an (7x) 一 


Qn(T) mMn| .2 
nn 


mn| < 2, 即 由 直接 的 替代 可 得 


ank(z) = an(Z) + an (Yn (7)) + on (Won (7)) + + oan(Pncg_1)(7)), 


即 Ca 是 大 个 量 Ce 0,... ,天 一 工 的 算术 平均 值 (假定 wo(x) = zx). 


此 ， 成 立 不 等 式 
4 二 
nk nn 


于 是 , 对 一 切 及 下 2 属于 区 间 | 一 ,ma 二 2| 由 So 关于 交 和 大 的 对 


2 
A 
n 
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称 性 可 得 所 有 = rd 型 的 区 间 两 两 相交 . 因为 当 noo 时 这 些 区 间 的 
长 度 趋 于 零 , 所 以 它们 唯一 的 公共 点 就 是 卷 绕 数 a. 命题 a) 得 证 . 
b) 设 存在 周期 点 xzo; 如 果 w"(zo) = zo, 则 n(n) = zo 十 m. 由 此 Wr*(zo) = 
xo, Wnk (To) = Xo+km, 二 《OO 一 zo) = 一 加 一 . 令 上 一， 00, 我 们 得 到 .a = 
反之 , 设 卷 绕 数 a = 一 为 有 理 数 . 于 是 , 函数 办 形 如 
加 (z) =Z 十 和 十 OU) =z 十 站 十 4(z)， (14) 


如 果 对 一 切 x, A(x) > 0, 则 由 于 S51 的 紧 性 , 成 立 更 强 的 不 等 式 4(z) > 4o > 0. 于 
是 , Vs(z) >z 二 mm 十 ho, 因而 对 大 > 0， 


Vonk(z) > 1+ km + kAo. (15) 
对 于 卷 绕 数 我 们 有 . 
和 和 (16) 
nk nk ”nn Nn 


令 大 一 oo, 我 们 就 得 到 a > 亚 + 0 > 工 , 这 与 原来 的 假定 a = 了 矛盾 . 类 似 的 论 


证 表明 对 所 有 z 不 可 能 成 立 不 等 式 4(z) < 0. 于 是 , 存在 某 个 点 zo 使 得 函数 4(z) 
在 该 点 两 旁 异 号 . 这 个 点 就 是 周期 点 . 引 理 得 证 . 口 
映射 % 的 周期 点 为 我 们 给 出 方程 (9) 的 一 个 周期 解 . 因此 , 根据 引 理 27.1, 方程 
(9) 的 周期 解 的 存在 等 价 于 映射 % 的 卷 绕 数 为 有 理 数 . 现在 再 考察 卷 绕 数 a 是 无 理 
数 的 情形 , 此 时 方程 (9) 的 周期 解 不 存在 . 我 们 首先 证 明 一 个 可 由 上 述 引 理 直 接 推 
出 的 命题 . 
推论 1 如 果 卷 绕 数 a 是 无 理 数 ， 则 对 任意 点 x 和 任意 的 N,， 点 ZWV(z)， 
由 (7),… ,wwN(z) 在 圆周 上 的 次 序 与 旋转 a 角 时 的 次 序 相 同 . 


证 了 明 由 引 理 中 b) 的 证 明显 然 可 见 加 (z) >:x 十 m 当 且 仅 当 a > 一 (或 等 价 


地 , 当 生 仅 当 对 任意 点 z,z 十 na > z 二 mm). 这 表明 对 应 z 十 na ( 模 1) 上 加 (z),m = 
0, 1,… ,NN 保持 次 序 . 推论 得 证 . 口 

在 下 面 的 引 理 中 , 集 w+(z) 定义 为 圆周 9S1 上 序列 如 (z) 当 n 一 士 co 时 的 极限 
点 集 . 显然 , 集 w+(zx) 与 交 w+(z) 门 $1 重合 , 其 中 5S1 是 相应 于 t = to 的 圆周 , 7 是 
环 面 T? 上 系统 (9) 的 当 t= to 时 通过 点 z 的 轨道 . 

引 理 27.2. 如 果 卷 绕 数 是 有 理 数 , 则 对 圆周 5S1 的 任意 点 z, 极限 集 w+(z) 和 

w-(z) 重合 且 关 于 变换 % 是 不 变 的 ; 它们 与 点 ze 51 无 关 . 

证 了 明 ”我 们 首先 证 明和 集 w+(x) 关于 w+! 是 不 变 的 . 如 果 y e w+(x), 则 存在 整数 
序列 n1,n2,… 使 得 nk 一 土 %o 及 ym*(z) 一 y. 于 是 , 点 列 pt1(y"*(7)) = Wt1(z) 
收敛 于 点 y+(y). 因此 yt(y) € wx#(z). 
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作为 辅助 , 我 们 证 明 这 个 事实 : 如 果 点 V2(z) 和 ym(z)(m 天 站) 将 圆周 分 成 弧 
a 和 5( 图 107), 则 轨道 的 每 一 半 {yr(y)ja >0} 和 {wr(y)la < 0} 都 包含 弧 a 和 6 
上 的 点 . 我 们 对 半 轨 道 {yr(y)jg > 0} 来 证 明 这 一 点 . 为 此 , 不 妨 假定 mm > n,y € a. 
我 们 考察 弧 a,y"-m(a),… ,Vm-m(a)(s > 0). 显然 , 这 些 弧 的 端点 彼此 邻接 ( 见 图 
107) 且 组 成 圆周 上 的 一 个 单调 点 列 , 所 指出 的 这 些 弧 履 盖 了 整个 圆周 . 事实 上 , 如 果 
不 是 这 样 , 则 这 些 绝 的 端点 , 即 形 如 ys-myr(x) 的 点 , s = 0,1,… 将 组 成 一 个 单 
调和 有 界 的 , 因而 收敛 的 点 列 . 这 个 点 列 的 极限 将 是 变换 ym-m 的 不 动 点 , 这 与 卷 绕 
数 是 无 理 数 及 引 理 27.1 矛盾 . 于 是 , 存在 这 样 的 s > 0 使 得 弧 wm-m"(a) 包含 点 
y :YE VR-m (ga), 因此 (mW ea. (对 于 g < 0, 证 明 是 相同 的 , 只 需 用 mm 一 nn 
替代 了 一 mr.) 

我 们 现在 考察 这 两 个 半 轨 道 {w(xz)lg > 0} 和 
{wi(y)lg < 0}. 我 们 将 证 明 对 任意 两 个 点 z,y Ee 
31,w+(z) C w-(y). 反方 向 的 包含 关系 及 因此 而 
得 的 等 式 w+(z) = w-(y) 可 以 类 似 地 证 明 . 设 点 
To &€ w+ (x). 我 们 有 序列 gj. 一 oo 使 得 w(x) 一 
zo. 在 每 一 条 弧 ok = [Vs (z),wWes+l(z)] 上 存在 半 
轨道 {ys(y)la < 0} 的 氮 ， 设 这 些 氮 为 ys*(y) < 
ak 二 [WW (2), w+t1(T)]. 显然 , 弧 ax 的 长 度 当 大 一 
co 时 趋 于 零 , 且 点 列 w*(y) 收敛 于 点 xo. 这 样 就 图 107 
证 明了 包含 关系 w+(z) C w-(y), 完成 了 引 理 的 证 明 . 加 

在 进一步 深入 之 前 , 我 们 回想 一 般 拓 扑 中 的 某 些 定义 . 拓扑 空间 工 中 点 y 称 为 
集 XCcCT 的 极限 点 , 如 果 任 意 包含 y 的 开 集 总 包含 X 中 不 同 于 y 的 点 ; 如 果 集 X 
包含 它 的 所 有 极限 点 , 则 XX 称 为 闭 集 ; 一 个 集 称 为 完满 集 , 如 果 它 重合 于 自己 的 极 
限 点 集 . 完满 集 不 包含 孤立 点 ; 最 后 , 一 个 集 称 为 世 G 集 (无 处 稠密 集 ), 如 果 它 的 任意 
点 都 不 存在 属于 它 的 开 邻 域 . | 

定理 27.1. 如 果 卷 绕 数 是 无 理 数 , 则 圆周 S1 的 任意 点 的 极限 集 w(z) = w(y) 

或 者 是 整个 圆周 , 或 者 是 一 个 完满 的 闭 朴 集 ( 即 一 个 康 托 尔 集 ). 


证 阴 由 定义 可 知 极限 集 w(z) = w+(z) 是 闭 集 ( 见 前 )， 我 们 证 明 这 个 集 是 完 
满 的 ， 设 zo e w(z)， 由 引 理 27.2, 所 有 的 点 w(xzo) 属于 w(x)， 由 同一 个 引 理 ， 
w+(zo) = w(zo) = w(x). 因此 , 存在 序列 gi 一 co 使 得 we (x0) 一 zo. 由 引 理 27.1， 
此 时 还 应 有 Wex*(zo) 关 zo. 于 是 , zo 是 集 w(x) 的 极限 点 , 即 集 w(x) 是 完满 的 . 

圆周 $1 上 的 这 种 完满 集 是 怎样 的 集 ? 或 者 w(z) = S51 (这 是 处 处 稠密 集 的 
情形 ), 或 者 w(z) 并 不 包含 S51 的 所 有 点 ， 如 果 集 w(x) 填 满 S$!1 上 的 一 段 短 弧 4 
则 对 任意 点 zo € 5， 由 于 w(zo) = w(x), 可 以 找到 更 短 的 弧 a cb 使 得 它 的 两 
个 端点 为 zo 和 wm"(xo), 其 中 mm 是 某 个 整数 .于 是 , 变换 ym 具有 这 种 性 质 : 弧 
Qa, um(a) ,Vsm(a) 的 端点 彼此 邻接 . 因此 , 如 同 引 理 27.2 的 证 明 中 那样 , 弧 的 
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并 aUym(a)U…U%Wm(a)U… 覆盖 圆周 51, 即 w(x) = S51. 这 样 ,或 者 w(z) = 31， 
或 者 w(z) 不 包含 81 的 任何 一 段 ( 开 ) 弧 , 即 w(z) 是 一 个 疏 集 . 定理 证 毕 . 口 
注 可 以 构造 C1 光滑 映射 光 : S51 一 S51 和 环 面 上 形 如 (9) 的 动力 系统 之 = f(zx,t) 
的 例子 使 得 它 的 极限 集 w(z) 是 一 个 康 托 儿 和 集 . 但 是 , 对 于 C2 光滑 映射 (例如 对 于 
解析 函数 f(z,t), 特别 是 对 于 三 角 多 项 式 ) 我 们 有 当 茹 瓦 定 理 : 如 果 卷 绕 数 是 无 理 数 ， 
则 极限 集 w(z) 重合 于 整个 圆周 S1 ( 即 系统 的 轨道 全 体 在 环 面 T? 上 处 处 稠密 ). 
尽管 有 这 个 结果 , 但 是 在 维 数 > 3 时 , 即使 当 非 平凡 动力 系统 的 右边 部 分 是 代 
数 函 数 时 , 轨道 的 极限 集中 仍 可 能 出 现 康 托 儿 集 . 
定理 27.2， 如 果 极 限 集 w(z) 是 整个 圆周 ( 即 系统 (9) 的 轨道 处 处 稠密 ), 则 映 
射 :S51 -S51 拓扑 等 价 于 一 个 旋转 . 这 表明 存在 同 胚 h : S1 一 S51 (一 般 来 说 ， 
h 不 是 光滑 的 ) 使 得 


hyh- (rz)=7x+a, TES), (17) 


其 中 a 是 卷 绕 数 (a 是 无 理 数 ). 

证 明 由 引 理 27.1 的 推论 , 点 zn = (zx) 在 圆周 上 分 布 的 次 序 与 点 na ( 模 1) 
( 即 轨道 上 经 旋转 a 角 所 得 的 点 ) 的 分 布 次 序 相同 . 由 假设 条 件 , 这 些 点 zn 在 圆周 
上 是 处 处 稠密 的 . 为 得 到 圆周 的 将 » 转换 成 旋转 的 同 胚 h, 必须 将 由 


h(xn) = na ( 模 1) 


定义 的 将 点 zn 变换 成 旋转 轨道 的 对 应 点 的 映射 作 连 续 延 拓 ， 不 难 验证 这 个 同 胚 满 
足 (17). 定理 得 证 . 口 

注 a) 即使 对 于 解析 的 或 任意 光滑 的 罗 我 们 构造 的 实现 了 映射 落 :S1 一 31 
的 “线性 化 ”的 同 胚 h 也 只 是 连续 的 . h 的 光滑 性 研究 不 是 一 件 容易 的 事情 . 

b) 到 目前 为 止 , 我 们 研究 的 是 环 面 上 的 动力 系统 , 它 的 极 小 集 可 能 是 整个 环 面 . 
对 于 亏 格 g > 1 的 曲面 , 下 列 结果 是 已 知 的 : 对 于 C2 光滑 的 向 量 场 , 动力 系统 的 
极 小 集 只 可 能 是 单个 奇 点 或 周期 解 . 这 个 定理 推广 了 前 面 的 注 中 提 到 的 当 茹 瓦 定理 . 
对 于 C1 光滑 的 系统 , 容易 构造 极 小 集 为 康 托 儿 集 的 例子 . 
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1. 余 切 从 上 的 哈密 顿 系统 


流 形 上 的 变 分 问题 的 提 法 完全 与 欧 几 里 得 空间 中 相同 : 设 在 流 形 M 上 给 定 一 
个 拉 格 朗 日 函数 , 即 一 个 标量 函数 L(z,v), 其 中 z 是 流 形 M 的 点 , v 是 M 在 该 点 
处 的 切 向 量 . 在 带 有 某 些 限制 条 件 的 光滑 曲线 上 的 作用 量 


S = read 7 三 TU u 一 了 一 仑 


TY(t) 
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的 极 值 问题 化 约 为 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 . 它 局 部 上 可 写成 M 上 的 一 个 二 阶 方程 : 


d 1/DF OL 
A ~ re (1) 
在 方程 p。 = Se (e, v) 可 以 唯一 地 解 出 为 ve = ve(z,p) 时 , 应 用 非 奇异 勒 让 德 变换 
( 见 卷 1, 833.1) 6 可 得 等 价 的 哈密 顿 系统 
. 06H ., 6 
Pa = ~ Bre’ 1 二 Opo, 
哈密 顿 系统 (2) 表示 了 2n 维 的 余 切 从 空间 T*(M) 上 的 一 个 动力 系统 , 余 切 从 T*(M) 
中 的 点 用 (zx,p) 表示 , 其 中 p 是 点 ze M 处 的 余 向 量 . (在 卷 1 833, 834 中 , 我 们 称 
T*(M) 为 相 空间 .) 
微分 形式 2 = 并 dz*Adpu 是 闭 形式 (甚至 是 正 合 的 , 2 = dw, 其 中 w= padzo)， 
定义 于 整个 7*(M) 上 且 非 退化 . 这 意味 着 形式 Br = 8 入.… 人 入 0 (n 次 ,n= dim M) 
与 体积 元 成 比例 , 比例 系数 不 等 于 零 . 形式 2 定义 了 向 量 的 一 个 ( 反 称 非 退 化 的 ) 标 
量 积 


(2) 


(€,7) = —(n,€) = Jové?m, (3) 
其 中 a,b = 1,… ,2n,0 = Joody* 人 dyb,T*(M) 上 的 坐标 放 ,… ,vy2" 定义 为 ya = 
zy?T? 二 pa,Q 二 1,… ,n. 险 密 顿 方程 (2) 可 写成 “ 反 称 梯度 ”型 

‘a a oH a a 

y = Je = be. (4) 


相 空间 7T*(M) 上 的 函数 f,g 的 泊 松 括号 {f,g} 是 它们 的 “梯度 ”的 标量 积 : 


0 
A (5) 


由 于 形式 2 是 闭 的 , 泊 松 括号 在 T*(M) 的 函数 空间 ( 视 为 线性 空间 ) 中 引入 了 李 代 
数 结构 . 此 外 , 函数 {f,g} 的 “梯度 ”等 于 函数 f 和 9 的 “梯度 ”的 换 位 子 ( 差 一 个 
符号 ): 
a of a 0 
f=Vf= (7 "B78 5 )， 9 一 V9 = @ 3 ) 
{f,9} =» V{f,9} = -[Vf, Vgl. (6) 
在 卷 1, 833,834 中 已 经 在 局 部 上 证 明了 所 有 这 些 结果 . 它们 可 自动 地 转移 到 流 形 上 ， 
因为 它们 可 用 局 部 恒等式 表示 . 
2. 流 形 上 的 哈密 顿 系统 . 例 
在 考察 流 形 上 的 哈密 顿 系统 时 应 记 住 两 种 情形 : 


. 228 ， 第 七 童 ”动力 系统 的 某 些 例 子 和 流 形 的 叶 状 结构 


(1) 如 果 w = Hudvy* 是 任意 的 一 个 闭 1- 形式 , 则 系统 y= J%HH 定义 了 一 个 
规范 的 变换 群 5,, 因为 局 部 上 闭 形 式 w 是 某 个 函数 的 微分 ; 然而 整体 上 形式 w 可 能 
不 是 一 个 单 值 函数 的 微分 . 

(2) 哈密 顿 系 统 不 仅 出 现 于 像 7*(W) 那样 的 流 形 上 , 并 且 其 中 与 闭 形 式 2 类 似 
的 形式 也 不 必 是 正 合 形式 . 

更 一 般 的 流 形 一 相 空间 也 是 重要 的 , 相 空 间 上 定义 了 光滑 函数 的 泊 松 括号 . 
设 加 ,a = 1,… ,N, 是 流 形 Y ( 相 空间 ) 上 的 局 部 坐标 . 函数 f(y) 和 g(y) 的 泊 松 括 
号 由 一 个 反 称 张 量 场 Jat(y) = -Jia(y) 按 公式 (5) 给 出 . 这 个 运算 具有 明显 的 双 线 
性 和 反 称 性 性 质 ; 也 容易 验证 “ 莱 布 尼 茨 恒等式 ” 


gt i (7) 
还 要 求 成 立 雅 可 比 恒等式 
{7, {9, bh}} + {h, {f,9}} + {9, {h, f}} =0. (8) 


相 空 间 上 的 哈密 顿 系统 按 定义 其 形式 如 (4); 其 中 J = .Jo%(y) 是 一 个 张 量 , 它 给 出 
泊 松 括号 , 而 瑟 = 五 (y) 是 任意 函数 , 称 为 哈密 顿 函数 .对 应 于 系统 (4) 的 网 量 场 


VH = (1 ) 称 为 哈密 顿 (向 量 ) 场 ， 哈 密 顿 场 的 换 位 子 与 泊 松 括号 由 关系 式 


(6) 相 联 系 ( 试 证 之 1). 

在 上 面 考察 的 重要 例子 余 切 从 中 , 括号 Ja 是 非 退 化 的 ( 即 det(Ja2) 关 0) 且 有 
典范 (不 变 的 ) 形式 : {x°, x5} = {pa, pa} = 0, {zx°,ps} = 09. 

更 一 般 的 具有 非 退 化 泊 松 括号 的 相 空 间 可 以 如 下 描述 . 设 NN = 2n, 泊 松 括号 
.ab 非 退 化 , 即 det(J%) 天 0; 我 们 用 .os 表示 它 的 逆 答 阵 ， 对 任意 的 函数 f,g,h 成 
立 雅 可 比 恒 等 式 (8) 等 价 于 形式 


1 = Jovdy* A dye (9) 


是 闭 形式 ( 见 卷 1, 定理 34.2). 

有 具 非 退化 闭 2- 形式 2 的 流 形 称 为 辛 流 形 . 于 是 , 具 非 退化 括号 的 相 空 间 类 就 
是 辛 流 形 类 . 

例 

28.1， 在 任意 具 黎 曼 度 量 ( 见 88.2) 的 2 维 定向 流 形 上 总 可 定义 非 退 化 的 闭 形 
式 2. 可 以 取 任 意 一 个 与 面积 元 成 比例 的 2- 形式 作为 0: 由 于 维 数 的 关系 , 它 显然 
是 一 个 非 退 化 闭 形式 . 其 他 不 必 是 2 维 辛 流 形 的 例子 是 凯 勒 流 形 ( 见 卷 1, 827.2). 我 
们 记得 复 流 形 称 为 饥 勒 流 形 , 如 果 在 其 上 定义 了 一 个 黎 曼 度量 gs 使 得 (在 对 应 的 


实 流 形 上 定义 的 ) 实 2- 形式 2 = 5gapdz* 人 dz 是 闭 的 . 此 时 形式 2m (n 是 流 形 
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的 复 维 数 ) 与 体积 元 成 比例 ( 试 证 之 ). 因此 , 如 果 流 形 是 闭 流 形 , 则 形式 f 不 是 正 
合 的 . 如 我 们 所 见 , 在 凯 勒 流 形 上 可 以 自然 的 方式 给 出 哈密 顿 系统 . 黎 曼 面 (其 中 最 
简单 的 是 CP1 = 52), 如 果 配 备 它 的 万 有 禾 香 (一 般 情形 下 就 是 三 , 见 820) 的 度量 
诱导 而 成 的 度量 , 就 成 为 一 个 凯 勒 流 形 . 作为 习题 , 建议 读者 证 明 : 对 应 于 曲面 上 哈 
密 顿 系统 的 典 则 变换 5S, 是 保 积 变换 ( 见 卷 1, 834.3). 

28.2. 另 一 个 有 趣 的 例子 是 具有 Ad 不 变 标 量 积 的 半 单 李 代 数 . 考察 由 所 有 的 
n xn 反 称 和 矩阵 组 成 的 李 代 数 so(n). 因为 线性 空间 so(n) 可 以 等 同 于 流 形 及 "072， 
它 的 切 向 量 可 以 视 为 同一 空间 中 的 点 . 我 们 对 任意 点 C e so(n) 处 so(n) 的 两 个 切 
向 量 4, B 按 下 式 定 义 一 个 2- 形式 2 ( 见 86.4): 


fc(A, B) = (BC) = Tr(C[A, B]). 
回想 一 下 , 对 任意 的 ge SO(n), 算 子 Ad g 以 通常 的 矩阵 乘法 作用 在 so(n) 上 : 
Cm gCg!, gq € SO(n),C € so(n). (10) 


习题 28.1. 证 明 : so(n) 上 的 形式 2 是 Ad 不 变 的 . 证 明 : 形式 f? 限制 于 群 
SO(n) 作用 下 so(n) 的 轨道 上 成 为 一 个 非 退 化 的 闭 形 式 (至 少 在 极 大 维 的 轨道 上 如 
此 ). 

对 于 退化 的 泊 松 括号 存在 函数 f(y) (可 能 是 局 部 给 定 的 ) 使 得 对 任意 函数 q(y) 
成 立 

{fa, 9} 一 0. (11) 

习题 28.2. 证 明 : 对 于 常 秩 的 退化 矩阵 .Je(y). 局 部 上 总 存在 满足 条 件 (11) 的 
函数 f(y). (利用 可 积 性 条 件 , 见 829.1.) 

如 果 由 (11) 找 出 所 有 的 这 种 函数 f(y), 则 在 它 的 一 般 的 水 平 曲面 f(y) = 常数 
(g 二 1,2,…) 上 泊 松 括号 变 成 非 退 化 的 . 

考察 一 个 重要 的 例子 : 泊 松 - 李 括 号 . 张 量 .Jab(y) 线性 依赖 于 坐标 的 括号 : 


J""(y) = C9Y，C9* = 常数 ， 


称 为 泊 松 一 李 括 号 . 考察 相 空 间 L* 上 所 有 的 线性 函数 的 集 荆 . 对 于 线性 基 孙 数 , 即 
坐标 2, 括号 由 换 位 子 运算 定义 : 
[后 , = OF 三 fy (12) 
由 反 称 性 C9 = -Co 和 雅 可 比 恒等式 (8) 推出 运算 (12) 将 线性 空间 工 转换 成 一 
个 李 代 数 , 此 时 , C92 是 它 的 结构 常数 . 一 般 来 说 , 括号 (12) 是 退化 的 . 
例 28.3， 设 工 是 旋转 群 SO(3) 的 李 代 数 . SO(3) 上 的 基 灵 度量 是 哆 几 里 得 度 
量 且 可 以 不 必 区 分 志和 L* (所 有 的 指标 视 为 下 标 ). L* 上 的 基 函 数 Mi; 的 泊 松 括号 


形 如 
{Mi, M;} = eiyk Mek, (13) 
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其 中 eijk 等 于 置换 ijk 的 符号 . 函数 M? = 六 NM2 满足 {M?, Mi;} = 0,i = 1,2,3. 在 
水 平 曲面 M?= 常 数 (球面 ) 上 括号 (13) 非 退 化 . L 上 的 哈密 顿 系统 形 如 “ 欧 拉 方程 ” 


M = [M,w], w= (w')= ( 靶 ) (14) 
其 中 方 括号 表示 工 中 的 换 位 子 . ( 当 28 = alM? + azM2 + asM2 时 , 方程 (14) 与 于 
质心 处 系 紧 的 刚体 的 运动 方程 相同 ). 对 于 所 有 的 紧 ( 半 单 ) 李 群 这 个 结论 都 是 对 的 
( 试 证 之 0). 群 SO(n) 上 的 这 种 系统 称 为 “刚体 的 多 维 类 似 ”([4]), 如 果 哈 密 顿 函数 是 
M 的 二 次 函数 . 

例 28.4。 三 维 欧 几 里 得 空间 的 运动 群 (3) 的 李 代数 与 流体 动力 学 中 出 现 
的 重要 的 动力 系统 有 关 . 这 个 李 代数 已 经 不 是 半 单 的 . 在 相 空 间 L* 上 有 6 个 坐标 
M1, M2, Ma,plpa,pa 和 泊 松 括号 


{MM;, M;} 一 Eijk ME, {Mi, p;} — EijkDk) {pi, p;} = 0. (15) 


括号 (15) 具有 两 个 函数 无 关 的 函数 f1 = 汀 p?, f2 = 并 piMi 使 得 {f4,g} = 0G = 
1,2) 对 任意 函数 9g(M, p) 成 立 . 在 水 平 曲面 有 = p? > 0, fo = ps 上 括号 (15) 是 非 退 
化 的 . 替换 (M,p) 一 (0,p), 其 中 0; = Mi - ps 建立 了 这 些 水 平 曲面 与 球面 的 余 切 
从 7T*52 的 同 构 ( 试 证 之 !). 

习题 28.3. 证 明 : 在 水 平 曲面 {fi = p? > 0, fo = ps} ~ T*52 上 泊 松 括号 (15) 
可 由 闭 形式 

0 = Ydéa Ndzr® + Fi2(7)dr! A dr? (16) 
C 一 1 

给 出 , 其 中 zl1, zx?,&1,é&2 是 T*S? 上 的 坐标 ,zl = g,z2 = ,pi = pcos 0 cos ,pz = 
pcos 0 sin w,p3 = psin 0,01 = é2tan 0 cos WV—éisin 0,02 = £2tan 0 sin »S+ 
£1 COS VY,03 一 上 2; {0, ww} > {é€1, ww} > {é€2,0} 0， {0, &1} = {Vw, £2} = 1, {£1, £2} -= 
scos 0. 


在 哈密 顿 系统 中 关于 插 号 (15) 产生 的 方程 可 以 写成 “ 基 尔 霍 夫 方程 ” 
D 一 [p, ,AM = [M, wl] + [p, u), (17) 


其 中 wi = Be siz ( 方 括号 表示 向 量 积 ). 当 哈 密 顿 函数 是 二 次 函数 时 , 方 
程 (17) 刻画 了 刚体 在 不 可 压缩 的 且 在 无 穷 远 处 静止 的 理想 流体 中 的 运动 . 在 轴 对 称 
场 中 微粒 子 的 运动 也 可 归结 为 形 如 (17) 的 方程 . 还 可 证 明 哈密 顿 系统 (17) 在 曲面 
所 二 p?, 有 = ps 上 的 限制 可 以 写成 球面 5? 上 的 一 个 极 值 化 方程 ( 欧 拉 - 拉 格 六 日 
方程 ) 65 = 0, 其 中 泛 函 S 是 “多 值 的 ”, 即 只 有 它 的 变 分 55 是 合理 定义 的 , 它 是 球 
面 上 的 轨道 泛 函 空间 上 的 一 个 闭 1- 形式 . 有 关 材 料 可 在 [3] 中 找到 . 
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3. 测 地 流 

在 几何 学 中 重要 的 一 类 哈密 顿 系统 是 所 谓 的 “ 测 地 流 ”. 测 地 流 定 义 于 光滑 流 形 
M 的 切 从 T= T(M) 上 , 流 形 M 上 已 给 定 一 个 黎 曼 度量 gao; 测 地 流 的 哈密 顿 函 数 
(局 部 地 ) 形 如 


由 
H(z,p) = 59 Papp g*P gpy = O05 (18) 


(这 个 哈密 顿 函数 来 自 于 给 出 自然 参数 参数 化 的 测 地 线 的 拉 格 朗 日 函数 
大 兰 gapuea ( 匈 卷 1，831.2, 833.3). 我 们 注意 测 地 流 是 定义 在 T(M) 上 而 不 是 


T*(M) 上 , 为 此 只 要 提升 指标 : pf = gf%po.) 
我 们 回想 英 佩 尔 蒂 原理 , 根据 这 个 原理 , 在 具 度 量 gag(x) 的 流 形 M 上 处 于 力 


的 位 势 场 U(z) 中 的 粒子 在 固定 的 能 量 水 平 B= 吾 (z,p) = =(p,p) + U(z) 时 的 运动 
是 沿 新 度量 
Sop(z, 忆 ) = 常数 x (已 - D(z))gaa(z) (19) 


的 测 地 线 进行 的 (虽然 测 地 线 所 取 的 参数 不 是 自然 参数 , 见 卷 1, 833). 于 是 , 在 英 佩 
尔 带 原理 中 , 测 地 流 使 我 们 感 兴趣 的 只 是 作为 M 上 的 1 维 叶 状 结构 (而 不 是 作为 向 
量 场 ; 见 827.1). 

我 们 在 后 面 将 只 考察 具 正 定 度量 gap ( 黎 曼 度 量 ) 的 流 形 M 上 的 测 地 流 , 并 假 
定 流 形 M 是 闭 流 形 . 设 给 定 能 量 水 平 


1 1 1 
b= H(zx,p) = 3p, pD) = 39° Papp a gapDepf ， 


则 我 们 可 得 在 每 个 切 向 量 长 度 为 2VE 的 紧 切 从 上 的 动力 系统 ， 这 个 切 丛 的 纤维 为 
S" -1 (n 二 dim M), 底 为 M. 

从 定性 理论 的 角度 可 以 指出 下 列 事实 : 这 些 系统 没有 奇 点 ; 可 以 用 全 体 闭 曲 线 
空间 中 长 度 函 数 的 临界 点 拓扑 理论 来 研究 它们 的 周期 轨道 . 特别 有 趣 的 是 所 有 的 2 
维 方向 的 曲率 均 为 负数 的 紧 流 形 的 情形 . 为 简单 计 , 我 们 考察 具 负 常 高 斯 曲率 的 曲 
面 M. 在 这 种 流 形 M 上 的 测 地 流 是 M 的 单位 切 从 于 = (MM) 上 的 动力 系统 (向 
量 场 6), 能量 水 平 H(zx,p) = 1. 可 以 证 明 群 x1(M) 中 元 的 每 一 个 共 罗 类 怡 恰 决 定 一 
条 周期 轨道 . 负 曲 率 度量 的 一 个 特有 性 质 是 测 地 线 的 “指数 式 ” 性 态 : 设 y(t) 是 也 
上 的 一 条 积分 轨道 ( 即 M 上 一 条 测 地 线 ). 于 是 可 以 找到 一 族 测 地 线 当 t 一 +oo 时 
指数 式 地 迅速 逼近 y(t). 这 一 族 测 地 线 组 成 了 中 的 一 张 包 含 y(t) 本 身 的 曲面 . 我 
们 用 Ri(Y) 表示 这 张 曲面 ,类似 地 , 对 t 一 -oo 可 定义 曲面 R_(y) (图 108)， 曲 面 
R+ 和 RR_ 的 精确 定义 是 这 样 的 : 在 曲面 M 的 万 有 覆 倒 一 罗 巴 切 夫 斯 基 平 面 I 
上 曲面 Ri 由 测 地 线 组 成 , 这 些 测 地 线 当 t 一 二 oo 时 通 向 绝对 形 的 同一 点 (图 109). 
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交 R_()) 门 Rj(Y) 恰恰 就 是 测 地 线 y， 出 现 了 一 个 有 趣 的 现象 : 每 一 条 轨道 
Yy CT 位 于 两 个 曲面 之 上 : Rj(Y) DY, R_(Y) 2 7; 于 是 , 紧 流 形 了 被 具有 上 述 相交 
性 质 的 两 族 曲 面 R 和 R_ 分 成 叶 状 . 但 是 动力 系统 并 不 是 可 积 的 , 即 不 存在 首次 积 
分 (更 进一步 , 每 一 族 曲 面 R, 或 R_ 及 “几乎 所 有 ” 测 地 流 的 轨道 7 处 处 稠密 地 充 
满 五 ; 我 们 不 去 证 明 这 个 事实 ). 区 上 的 曲面 族 RE 和 R_ 给 出 了 一 个 非常 奇特 的 
“2 维 叶 状 结构 ”的 例子 . 对 此 我 们 将 在 后 面 (829) 中 再 叙述 . 

习题 28.4， 证 明 : 叶 Rj(Y) 和 R_(Y) 在 拓扑 上 或 者 是 平面 R? 或 者 是 柱 面 
S1 xRI. (RE 和 R_ 的 拓扑 如 下 确定 : 对 R; 或 R_ 中 关于 诱导 拓扑 的 开 集 的 连通 
分 支 作 有 限 交 .) 


4. 刘 维 尔 定理 


测 地 流 有 时 会 容许 “多 余 的 ”运动 的 积分 (“运动 (或 向 量 场 ) 的 积分 ”可 见 卷 1， 
823.2, §34.2 译 者 ), 例如 , 如 果 流 形 M 上 的 度量 具有 非 平凡 运动 群 (例如 齐 性 空 
间 , 旋转 曲面 ) 或 在 某 些 别 的 特别 情形 . 当 存 在 多 余 的 积分 时 , 任何 一 条 轨道 都 不 可 


能 在 (由 妃 = fp,p) = > 给 出 的 ) 单位 切 从 区 中 釉 密 . 类 似 的 情形 也 会 出 现 于 更 一 


般 的 哈密 顿 系统 中 , 如 果 除 能 量 外 还 存在 “多 余 的 ”积分 . 重要 的 刘 维 尔 定理 研究 了 
R2" (或 任意 的 具 形 式 2 的 2n 维 辛 流 形 ) 中 具有 个 目 由 度 的 哈密 顿 系 统 , 这 种 系 
统 恰好 具有 n 个 函数 无 关 的 积分 有 = 及, f2,… , fn, 且 这 些 积分 两 两 的 泊 松 括号 都 
等 于 零 . 
定理 28.1 ( 刘 维 尔 )， 设 M 是 一 个 2n 维 的 具 非 退化 闭 2- 形式 2 的 辛 流 形 ， 
局 部 上 2 = Jasdy 入 d ,其 中 y* 是 局 部 坐标 . 假定 哈密 顿 函数 为 五 的 动力 系 
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统 具 有 nn 个 积分 及 = 本 户 ，，, 户 且 这 些 积分 具有 线性 无 关 的 两 两 可 交换 的 
反 称 梯度 6 = (给 ) = (75 生 ) ,70 = 总. 则 我 们 有 


1) 积分 的 水 平 曲 面 有 = a1,… , 访 = an 是 非 奇 异 曲 面 且 它 的 每 一 个 连通 
分 支 可 表示 为 R* 关于 一 个 秩 < n 的 格 的 商 群 ; 特别 , 那些 非 奇 异 紧 (连通 的 ) 
水 平 曲面 是 ” 维 环 面 . 

2) 如 果 水 平 曲面 fj = a1,… ,所 = an 是 紧 的 , 则 在 它 的 邻 域 中 可 引入 这 样 
的 坐标 s，… , sn, 81,… ,pn (0 < pi < 2r) (“作用 角 ”) 使 得 : a) 2 = jdsa 和 dypa 
H {sa,sp} = {pa, po} = 0, {sa, pp} = bap;b) sa = sa(f1,… ,fn), ya 是 曲面 
f; = 常数 上 的 坐标 ; c) 我 们 的 动力 系统 可 表 成 


九 =0 仿 5 =0, ba = Wal81,.** ,Sn). (20) 
证 阴 曲面 fi= = Ql1,*: ,fn = = Qn 是 一 个 光滑 的 n 维 流 形 ， 记 为 MY (al，: ,Qn ). 
由 假设 条 件 , 这 组 反 称 梯度 (es) 是 线性 无 关 的 且 对 每 个 j, 梯度 (总 ) (在 欧 几 里 


得 意义 上 ) 正 交 于 水 平 曲面 f; = 常数 . 进一步 . 由 假设 条 件 
0o=- {fT 

所 有 的 同 量 场 6 与 曲面 M"(a1,… ,an) 相 切 . 由 同一 个 假设 条 件 及 卷 1 的 定理 34.2， 
向 量 场 6 两 两 交换 : [&;,&;] = 0. 于 是 , 群 R" 通过 这 些 生 成 元 6 作用 在 流 形 M 上 ， 
特别 是 作用 在 曲面 M"*(a1,… ,an) 上 和 它 的 近 旁 . 我 们 取 点 zo € Mn(al,… ,an) 
为 初始 点 , 并 在 R" 中 选 出 一 个 格 : 向 量 da e R" 属于 这 个 格 , 如 果 d 作用 在 zxo 上 
时 又 重新 给 出 zo. 这 样 就 产生 子 群 {d} C R*. 这 个 子 群 是 离散 的 , 因此 同 构 于 Rn" 
中 一 个 由 大 个 向 量 张 成 的 格 , 其 中 < n， 如 果 假 定 M" 是 连通 的 , 则 我 们 得 到 
Mr(ai ,Qan) 衬 R"/{d} ( 见 85.1). 显然 , 只 要 =n 我 们 就 得 到 紧 流 形 T". 断言 
1) 得 证 ， 

为 证 明 疡 言 2), 我 们 先 选取 初始 点 zo(a1,… ,an), 它 光 滑 依赖 于 所 研究 的 曲面 
M" (Ql,… ,an) 的 一 个 小 邻 域 中 的 水 平 曲 面 M7(a1,… , an) 宇 7T7. 在 给 定 的 水 平 曲 
面 上 可 以 组 成 向 量 场 &; 这 样 的 线性 组 合 m,n; = 0;&;, 使 得 借助 于 它们 在 作用 在 
M" (Qi,… ,Qn) 衬 T” 上 的 群 R* 中 引入 的 坐标 重合 于 角 坐 标 0 < $j; < 2r ($8;=0 
就 是 点 zo). 这 些 系数 % 在 所 选 定 的 水 平 曲面 的 邻 域 中 依赖 于 al,…… , a. 于 是 


?7 二 by (fi,: A , fn )&s. 


这 就 在 M"(a1,… ,an) 的 整个 邻 域 中 引入 了 坐标 51,… ,Bn. 在 这 个 区 域 中 我 们 有 
坐标 f1, 和 和 ee Pp1,: a Dn 及 非 退 化 的 泊 松 括号 和 矩阵 


[oe ~ ( 0 | (21) 
{$01} {Fi,8;} -AT™(f) B(f)/ 
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其 中 , 在 这 个 区 域 的 任意 点 处 det 4 关 0 这 是 由 于 对 每 个 ) 梯度 ( 强 ) 平行 于 向 


Ovy? 
量 场 ，, 而 后 者 又 是 向 量 场 6 = I) 的 线性 组 合 . 
我 们 现在 引入 作用 变量 s; = si(f1,… , 户 ) = 1,… ,n. 对 于 相 空 间 为 R27 且 


有 具 典 范 坐 标 d1 ** ,dn,P1l,**' ,Pn 的 特殊 情形 ， 作用 变量 的 形式 为 


1 [~ . 
“= Dprdo i= 1 ,mn. (22) 
了 k=1 


在 这 里 六 是 环 面 7" 的 第 i 个 闭 链 基 ， 
Y=%DD， 0 < PB gr ;= 数 当 ; zi 
显然 , 对 所 有 的 i,j, 泊 松 括号 {s;, s;} = 0, 因此 , {fi,f;} = 0. 
习题 28.5， 证 明 : 作用 变量 s1,…… , sn 典范 共 罗 于 角 变 量 81，… ,Bn: 
{si, Pp;7} = 663, 67 = 1, ,n. (23) 


在 任意 的 具 形 式 8 = .Juody* 人 dye 的 2n 维 辛 流 形 M 中 应 该 成 立 这 样 的 结果 : 
形式 8 在 环 面 7T"  M"(al,… ,an) 上 等 于 零 , 因为 由 条 件 {fi, f;} = 0 导出 形式 
2 在 M"(a1,.… ,an) 的 两 个 基 切 向 量 &;,&; 上 的 值 等 于 零 . 因此 , 在 7T" 的 某 个 邻 域 
. 中 这 个 形式 是 正 合 的 : 


1 = dw. 
类 似 于 (22), 作用 变量 有 下 列 形式 : 
= =- 云 凡 1 一 1,... ,Nn. (24) 
Yi 
我 们 现在 得 到 
pi = Pit bi(s1,.* ,sn)- (25) 


我 们 选取 b; 使 得 条 件 {pi, yp;} = 0 满足 . 这 总 是 可 能 的 , 因为 {s;, $8;} = 6i;. 在 每 个 
水 平 曲面 fi = oa1,… ,所 = an 上 坐标 p1,… ,pn 除 一 个 移动 外 重合 于 前 面 所 取 的 
角 坐 标 5;. 泊 松 括号 矩阵 的 形式 为 


{si,s;} = {Pip 让 三 0 {si, p37} = 07 z (26) 
此 外 , 在 每 一 点 , 哈密 顿 函数 太 = 户 只 由 作用 坐标 来 定义 : 
H= fi(s1,.… Sn), (27) 


而 形式 8 可 表示 为 2 = jdsa 人 dypa. 结果 , 作为 sj 的 定义 以 及 党 每 条 轨道 f; = 常 
数 的 推论 , 原来 的 哈密 顿 系统 在 坐标 系 s1，… , sn, p1,… ,pn 中 就 取 (20) 的 形式 . 口 
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5， 例 


我 们 在 以 前 ( 见 卷 1, 832) 已 经 举 出 了 刘 维 尔 定理 中 所 述 情形 的 例子 . 
(1) 具 1 个 自由 度 的 动力 系统 . 设 水 平 曲面 H(z,p) = 五 是 紧 的 (图 110). 于 是 ， 
我 们 有 典范 坐标 (“ 作 用 角 ”) 


5( 回 = 下 parie 
H=E 
f=dsAdy,H= H(s). (28) 


(2) 在 坐标 为 z! = zz2 = y,7z3 = z 的 欧 几 里 得 空间 中 处 于 球 对 称 位 势 场 
U(r) 中 的 粒子 ; 在 这 里 = 十 妨 十 逐 ( 见 
卷 1 例 32.4 和 34.1).， 曾经 证 明 过 角 动 量 M = 
区 ,p] = (Mz, My, M;) 在 每 条 极 值 曲线 上 是 常 值 . 因 
此 ，Mj, M,, Mz 是 对 应 的 哈密 顿 系统 的 运动 的 积分 . 
利用 在 卷 1 834.2 中 得 到 的 结果 可 以 证 明 : 下 面 的 3 
个 积分 


fi=H, fo= M,, f= M?= M2+M?+M? (29) 


满足 刘 维 尔 定理 的 所 有 条 件 , 特别 有 {f;, fj;} = 0. 
(3) ( 绕 z 轴 转 动 的 ) 旋转 曲面 上 的 测 地 线 ( 见 卷 和 
1, $31). 我 们 有 两 个 积分 (7, wz 是 柱 面 坐标 ): 


1 > 
=H=390 (7 =n7 =Y), f=py. (30) 


作为 这 些 守恒 律 的 推论 有 , 例如 , 克 莱 罗 定理 和 测 地 流 的 完全 可 积 性 . 
(4) 考察 更 一 般 的 具有 高 度 对 称 性 的 拉 格 朗 日 函数 . 早先 在 卷 1 中 (见习 题 29.6 
和 29.7), 已 经 求 出 球面 和 罗 巴 切 夫 斯 基 平 面 上 的 测 地 线 . 别 的 球 对 称 拉 格 朗 日 函数 


的 例子 是 关于 相对 论 的 :a) 狭义 相对 论 (CTO) 中 处 于 位 势 函数 为 二 的 中 心力 场 中 


的 点 电荷 的 运动 ; b) 广义 相对 论 (OTO) 中 的 施 瓦 茨 席 尔 德 梯度 场 中 一 个 具 质 量 的 
测试 粒子 的 运动 ( 见 卷 1, 839.3). 

a) 在 CTO 中 提出 的 带 有 拉 格 朗 日 函数 Ze22 的 3 维 体系 中 , 我 们 对 于 位 势 场 中 
粒子 的 运动 有 下 面 的 拉 格 朗 日 函数 ( 见 卷 1, 例 32.3 和 839.1) : 


w? 人 人 
L = 一 ?PC 4 一 时 一 一 . (31) 
此 时 粒子 的 哈密 顿 函数 有 如 下 形式 
H(zx,p) = cVp2 十 Mn2c2 十 2 32) 
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其 中 p = (p1,p2,p3) 是 3 维 动量 (p? = |p|2),z = (zl z2,z3). 
由 于 角 动 量 守 恒 , 粒子 的 运动 是 平面 上 的 运动 . 设 运动 发 生 在 带 有 坐标 (7, p) 的 


2 
平面 (z,y) 上 . 令 M = pp. 于 是 ( 见 卷 1, 832.2), p2 = p2 十 2 ,p = (pr-,po), 因此 


M2? 
如 = cv 到 + +ma2c2 二 = 常数 (33) 


在 吸力 场 时 a < 0. 如 果 Me > |al, 则 如 同 经 典 力学 中 那样 , 由 (33) 显然 可 见 粒子 
落 到 中 心 (r = 0) 是 不 可 能 的 ( 当 > 一 co 时 巨 一 oo). 如 果 Me < |al, 则 可 能 落 到 
中 心 处 . 

为 求 得 这 种 球 对 称 平面 问题 的 精确 解 , 在 技术 上 使 用 下 面 的 哈密 顿 - 雅 可 比方 
程 是 方便 的 ( 见 卷 1, 835.1): 


= (= 元) (34) 
其 中 (在 一 般 的 ”个 自由 度 的 情形 ) S 定义 于 拉 格 朗 日 曲面 Tm"+! 上 , 后 者 在 具 坐 标 
7,p, E,t(E 3 Pn+1,t Tn+1) 的 扩充 相 空 间 中 由 方程 Di 二 E(= Pn+1) = -部 


给 出 . 也 就 是 说 , S = Jpdz - Edt, 其 中 积分 是 沿 连接 固定 点 已 和 FF"+: 中 的 点 @ 
的 路 径 计 算 的 . 
在 我 们 的 情形 ,n = 2, 坐标 为 7, wp,t; 我 们 将 寻找 方程 (34) 如 下 形式 的 解 : 


S=—Et+-Mop+t+f, f= f(r,M,E). (35) 
积分 轨道 r(p) 由 方程 也 = 常数 定义 , 而 + 对 + 的 依赖 关系 由 方程 5 一 常数 给 
出 . 由 于 p= 元， 对 于 哈密 顿 函 数 (33)， 


8S\” M? a 
E=c (BPW) +3 + mz?c Fe (36) 


因此 
2 AM? 
pS (es) -me 
对 于 S = 一 Bt + My + f(r, M, 思 ), 我 们 最 终 有 


/1 a\? M? 2 


轨道 r(y) 形 如 有 
一 p+ 站 一 常数 (38) 


(如 已 经 注意 到 的 那样 , 对 时 间 + 的 依赖 性 由 方程 = 常数 确定 .) 
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习题 

28.6， 证 明 : 当 aw<0 及 Mec<lal 时 , 解 是 半径 为 > 的 螺 线 , 它 在 有 限时 间 内 
达到 零 . 

28.7， 设 a<0 及 EE<me. 证 明 : 一 般 来 说 , 轨道 不 是 闭 的 . 找 出 对 经 典 力学 
中 的 椭圆 轨道 的 修正 项 . 

b) 我 们 现在 考察 具 非 零 质 量 m > 0 的 粒子 在 施 瓦 茨 席 尔 德 度量 中 的 运动 ( 见 
卷 1, 839.3). 在 坐标 系 上 mb,2 中 , 当 7 > a 时 我 们 有 


ds“ = (1 一 一 ced? = ndr? —r2(d0? + sin? gdp2). (39) 
ee 


7 


对 应 于 拉 格 朗 日 函数 工 二 9abt"2t 的 哈密 顿 函数 有 如 下 形式 


1 

H= 39° popb， a,b = 0， 1, 2 3; (40) 

在 这 里 z? = ct, zl = rz2 = 60,z3 = yp. 因为 是 平面 运动 , 可 以 置 9 = 5 = 常数 . 进 一 
00 一 1 a\-l 11 rr | Q _ 33 = 

步 有 9@ = (goo) = (1-=) ,9 二 097 = (grr) = =g =(gpwp) = 


- 广 : 在 坐标 系 t,7,w,z0 = ct 中 , 对 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 我 们 得 到 


1 /65 人 ao 78S\ ”17168S\ ,, 
-人 (过 sls) (于 | 9 gapo (41) 
7 


其 中 的 常数 可 取 为 m2c2, 因为 (41) 是 质量 曲面 的 方程 . 如 同情 形 a), 我 们 寻找 (41) 
如 下 形式 的 解 

S=-_Et+My+ f(r,M,E), (42) 
其 中 M = py, = cpo. 函数 r(t) 和 7r(y) 由 方程 
二 = 常数 ， 5 一 常数 
确定 . 将 (42) 代入 方程 (41), 我 们 找到 轨道 : 


MIE? 5 a\] -2 


量 忆 = cpo 可 以 恒 等 于 粒子 的 能 量 (已 > me?). 
注 如 果 在 式 (43) 中 令 m 等 于 零 , 则 可 以 得 到 零 质量 粒子 , 例如 光 射 线 在 施 瓦 
茨 席 尔 德 度量 中 的 运动 . 
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r 对 t 的 依赖 性 由 方程 
(1 各 2) = se ~ U2(r]j72， m#0, (44) 


2 


1/2 
刻画 , 其 中 U(r) = me | (1 2) (1+ 志 G3) . 量 U() 称 为 在 给 定 角 动 量 M 
处 的 “有 效 位 势 ". 条 件 U(r) < EE 对 给 定 的 M 和 E( 关 于 7) 定义 了 运动 的 容许 区 
域 . 一 3 的 图 形 如 图 111 所 示 


图 111 

我 们 看 到 位 势 U(r) (依赖 于 2M) 对 于 24 阶 的 + 可 以 取 到 极 大 值 . 当 7 -oo 时 ， 

4 1. 由 图 111 可 看 出 有 可 能 发 生 粒 子 被 引力 场 “ 俘 获 " 即 可 能 有 这 样 的 运动 
eo 使 得 7( 一 00) = oo 而 >(+co) 是 有 限 的 . 


829. 叶 状 结构 


1. 基本 定义 


定义 29.1. 1) 一 个 光滑 的 大 维 方向 场 称 为 n 维 流 形 M 上 的 一 个 天 维 分 布 , 即 
一 个 大 维 分 布 是 一 个 光滑 映射 , 它 对 每 一 点 ze M 指定 切 空间 TM 中 的 一 个 
k 维 子 空间 . 

2) 分 布 称 为 可 积 的 , 如 果 过 流 形 M 的 每 一 点 有 一 个 k 维 积分 曲面 , 其 上 每 
一 氮 处 的 分 布 与 它 相 切 . 

3) 我 们 说 在 流 形 M 上 给 定 了 一 个 k 维 叶 状 结构 , 如 果 流 形 M“ 被 分 解 成 ”k 
维 曲 面 ; 即 对 M 的 每 一 点 都 有 一 个 ( 且 只 有 一 个 ) 光滑 的 大 维 曲面 通过 该 点 , 这 
些 曲面 光滑 地 (或 连续 地 ) 依赖 于 流 形 的 点 . 这 些 曲 面 称 为 叶 状 结构 中 的 叶 . 还 
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要 求 在 流 形 的 每 一 点 的 某 个 邻 域 中 可 以 取 到 这 样 的 坐标 x1)… ,zz*,yl,…… ,y"* 
使 得 水 平 曲面 y! = at ,9 = an-k 给 出 这 个 邻 域 中 叶 状 结构 的 时 , 而 
rz1,.… ,TK 是 时 上 的 局 部 坐标 . 
叶 状 结构 常常 可 由 可 积分 布 给 出 . 
例 29.1. 在 前 面 ( 见 827.1) 已 经 遇见 过 的 由 一 个 恒 不 为 零 的 向 量 场 或 者 说 一 
个 方向 场 给 出 的 1 维 分 布 . 由 常 微 分 方程 局 部 解 的 存在 性 和 唯一 性 定理 ,1 维 光 滑 分 
布 总 是 可 积 的 . 于 是 ,1 维 分 布 总 生成 叶 状 结构 . 
例 29.2. 设 在 一 个 复 ” 维 流 形 上 给 定 一 个 复 向 量 场 ( 即 一 个 1 维 复方 向 场 ). 
当 这 个 场 是 全 纯 场 时 , 像 上 面 一 样 , 这 个 分 布 总 是 可 积 的 并 生成 1 维 复 叶 状 结构 . 例 
如 , 我 们 考察 n= 2 的 情形 及 复 微分 方程 
dz Pl(z,w 
dw me 的 (9 
其 中 忆 和 Q 是 mm 次 多 项 式 . 分 布 Qdz - Pdw = 0 生成 C? 上 的 一 个 1 维 复 叶 状 结 
构 . 进一步 , 如 果 作 替换 


Ul Uo 
.0 ?10 
我 们 就 得 到 流 形 CP? > C? 上 的 一 个 1 维 复 叶 状 结构 , 它 由 形式 w = Qdz - Pdw 给 
出 (对 于 RP2, 见 827.1). 使 得 P= 8 = 0 的 点 是 叶 状 结构 的 奇 点 ( 即 叶 状 结构 实际 
上 只 是 给 定 在 这 些 点 的 补 上 ). 

习题 29.1， 找 出 无 穷 远 复 直 线 上 的 奇 点 . 

复 叶 状 结构 在 非 退 化 奇 点 附近 的 叶 的 性 状 是 很 有 趣 的 ( 非 退 化 性 的 定义 见 


814.4). 我 们 有 


一 ~ 


jr 


dz = P(z,w)dt, = P 
dw = Q(z, w)dt, w = ©. 
考察 使 得 已 = 0,8 = 0 的 奇 点 . 设 奇 点 为 z = w = 0, 并 设 线性 部 分 
才 一 QZ 十 DO 十， 
山 一 CzZ 十 do 十 …: 
是 非 退 化 的 , 即 ad - be 关 0. 在 一 般 位 置 的 情形 , 本 征 值 是 互 异 的 , 我 们 可 以 用 线性 
变换 将 (3) 变 成 


(2) 


(3) 


2 = xz 十 
二 AotW 十 .…. 


(4) 


令 入 =- 我 们 来 研究 纯 线 性 方程 0 = 和 之， 我 们 得 到 通 解 z = aw*,a 为 常数 ， 
以 及 分 别 由 z = 0 和 w = 0 给 出 的 两 张 叶 4 和 B， 如 果 移 去 点 (0,0), 我 们 就 得 
到 区 域 C2\{(0,0)} 中 的 非 奇异 叶 状 结构 . 叶 4 和 B 不 是 单 连通 的 (每 一 个 都 具有 
C\{(0,0)} 的 拓扑 ). 
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注 关于 方程 组 (3) 可 通过 在 奇 点 (0,0) 附近 的 复 解析 坐标 变换 变 成 纯 线 性 形 
式 的 问题 是 很 复杂 的 , 我 们 这 里 不 去 讨论 它 . 

习题 29.2， 设 Em(4) 和 7 es(B) 是 生成 元 . 证 明 : 这 两 个 元 mm 和 加 
是 叶 上 的 极限 环 . 计算 完整 表示 x; 一 Ry, (定义 见 下 一 节 ). 

例 29.3. 设 有 具 底 M, 群 G, 纤维 FF, 空间 E 和 射影 p :EE 一 M 的 纤维 从 . 纤 
维 从 的 联络 由 过 每 点 ye BE 处 的 一 族 “水平 的 ” 平面 R*(y) 给 出 ( 见 824.2). 

习题 29.3. 验证 : EB 中 的 水 平平 面 分 布 是 可 积 的 ( 即 它们 生成 一 个 n 维 的 叶 状 
结构 ) 当 且 仅 当 这 个 联络 的 曲率 张 量 恒 等 于 零 ( 见 下 面 的 可 积 性 条 件 ). 

如 果 联 络 产生 一 个 可 积分 布 , 则 这 个 时 状 结构 的 每 一 叶 微 分 同 胚 于 它 在 底 上 的 
射影 . 于 是 , 这 个 叶 状 结构 的 叶 就 成 为 M 上 的 覆 秋 . 这 个 覆 和 叠 的 单 值 群 在 这 种 情形 
称 为 “离散 完整 群 "; 见 819.1. 如果 M 是 单 连 通 的 , 则 叶 W 整体 地 微分 同 胚 于 流 
形 M. 


k 维 分 布 的 可 积 性 准则 有 下 面 两 种 表述 : 
第 1 种 表述 我 们 将 大 维 分 布 的 可 积 性 问题 局 部 地 写成 下 列 形式 : 
2 = fg(z,y), a=1,..,n—k,0=1,...,k, (5) 


(“普法 夫 方 程 ”). 如 果 分 布 是 可 积 的 , 则 k 维 叶 (局 部 上 ) 由 下 列 问 量 函 数 表示 : 
y°(z!,-.: ,Za 一 1,..- , 甩 一 k, 


其 中 z1，… ,zx*,y1,… ,y"* 是 流 形 M 上 的 局 部 坐标 .个 向 量 ( 户 ,… ,3“),B = 
1,.… ,大 组 成 附加 于 流 形 M 上 点 (zl ,zk oo 处 的 一 个 大 维 子 空间 的 
基 . 可 积 性 条 件 可 由 下 面 的 条 件 推 出 : 
2 ,0 
一 ca))= pf? (ove)). (6) 
第 2 种 表述 我们 考察 在 流 形 M 的 每 一 点 属于 维 分 布 的 两 个 任意 风量 场 
&,n， 如果 分 布 是 可 积 的 , 则 换 位 子 长,n] 也 应 该 属于 此 分 布 . 这 个 条 件 也 是 充分 的 
(我 们 不 去 证 明 所 述 条 件 的 充分 性 : 它 的 必要 性 是 显然 的 ; 试 证 之 !). 
习题 29.4. 证明: 可 积 性 条 件 的 第 1 种 表述 与 第 2 种 表述 是 等 价 的 . 
我 们 现在 考察 另 一 个 特殊 的 情形 , 即 ” 维 流 形 上 的 叶 状 结构 的 叶 的 维 数 大 = 
n 一 1 的 情形 (“ 余 维 数 1 的 叶 状 结构 ”). 局 部 上 , 这 种 叶 状 结构 由 1- 形式 (或 普法 
夫 方 程 ) 
w= P(r)dr’=0 (7) 


给 出 , 在 非 奇 点 处 函数 PP 不 全 为 零 . 如 果 形 式 w 是 闭 的 , 则 分 布 (7) 是 可 积 的 . 事 
实 上 , 局 部 上 , 我 们 有 w = dH 县 水 平 H = 常数 给 出 叶 . 如 果 f(z) 是 处 处 不 等 于 零 
的 函数 (“积分 因子 ”) 使 得 形式 f(z)w 是 闭 的 , 则 此 分 布 也 是 可 积 的 . 事实 上 , 普法 
夫 方 程 f(z)w = 0 等 价 于 w=0, 因 为 f 夫 0. 
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注 更 一 般 地 说 , 可 以 在 流 形 M 的 某 个 覆盖 的 每 一 个 邻 域 V; 中 用 形 如 (7) 的 方 
程 w; = 0 给 出 一 个 余 维 数 1 的 叶 状 结构 , 而 如 果 在 交 UD 门 U; 上 有 某 些 函数 fi; 关 0 
使 得 Ar(z)us = wj, 则 就 得 到 M 上 的 一 个 余 维 数 1 的 叶 状 结构 . 

我 们 进一步 注意 到 如 果 d(fw) = 0, 则 dw = - ($4) 入 w. 由 此 导出 : 1)w 是 di 
的 一 个 因子 ; 2) w 人 dw = 0. 

习题 29.5。 证明: ( 非 奇 异 ) 分 布 w = 0 的 可 积 性 条 件 等 价 于 下 列 的 每 一 个 条 
件 : 

1) w 是 dw 的 一 个 因子 ; 

2)wAd = 0. 

在 3 维 空间 R3 中 , 形式 w 可 记 为 余 向 量 场 已 = (P,), 而 dw 则 记 为 rot P; 条 
件 2) 就 成 为 下 列 形 式 

(Prot P) = 0. (8) 


2. 余 维 数 1 的 叶 状 结构 的 例子 


设 在 紧 流 形 M 上 给 定 一 个 闭 形式 w, dw = 0. 方程 w = 0 给 出 余 维 数 1 的 叶 状 
结构 , 我 们 考察 化 约 同调 群 H1(M) = Hi/Tors 的 1 维 循环 基 z1,.… ,z, 其 中 Tors 
是 挠 子 群 ( 见 819.3). 形式 w 确定 了 一 组 “周期 ” 


多 = 7 了 一 1 … 9. 
当然 , 在 万 有 柳生 -2M(m(M) = 1) 上 , 形式 p*(w) 是 正 合 的 : 
2r(w) = df. (9) 


然而 , 有 “更 小 的 ”办 释 pl : Mi 一 M 使 得 其 上 的 形式 对 (w) 是 正 合 的 . 设 4 c 
mi(M) 是 群 mi(M) 的 满足 对 任意 的 z e 4， 


fo=0 (10) 


之 


的 最 大 子 群 . 显然 , 4 包含 m1(MM) 的 换 位 子 群 ; 特别 , 4 是 正规 子 群 . 我 们 考察 这 样 
的 履 登 p1 : Mi 一 M 使 得 


RT1(Mi) 全 pix7T1 (M1) 二 A C 7T1(M) (11) 
(见习 题 19.1). 由 定理 19.4, 这 个 覆 双 有 单 值 群 
B= omn(M)~"w(M)/A. (12) 


由 4 的 定义 导出 B 是 一 个 自由 交换 群 . 


. 242 . 第 七 章 ”动力 系统 的 某 些 例子 和 流 形 的 叶 状 结构 


显然 , Mi 上 的 形式 p(w) 有 零 周 期 . 因此 , pr(w) = dg 其 中 g 是 MX 上 的 标量 
函数 . 我 们 有 
gtz) = / pr(w). (13) 


.这 里 的 积分 是 沿 Mi 上 任意 的 连接 (固定 ) 点 zo 和 点 z 的 路 径 计 算 的 . 它 与 路 径 的 
选取 无 关 . 于 是 , M 上 原 有 的 叶 状 结构 经 提升 到 覆 和 登 Mi 上 后 就 成 为 函数 g(z) 的 水 
平 曲面 族 , 此 外 这 个 覆 又 的 单 值 群 是 自由 交换 群 . 

例 29.4.，a) 设 M 是 环 面 T", 角 坐 标 为 p1,… ,yp",0 < pi < 27. 考察 形式 


w 二 bidp'，b; = 常数 . (14) 


习题 29.6. 证 明 : (满足 p+(w) = dg 的 )“ 极 小 ”有 覆 生 pl : Mi 一 T" 有 同 构 于 
Z@@-… 人鱼 2Z 的 单 值 群 , 其 中 加 项 的 个 数 等 于 (b1,… ,加 ) 在 有 理 数 域 Q 上 的 秩 ( 即 由 
bi 在 Q 上 张 成 的 向 量 空间 的 维 数 ). 

b) 设 M 是 紧 黎 曼 面 ( 即 复 1 维 流 形 ), w 是 全 纯 微分 , 局 部 地 形 如 w = f(z)dz， 
其 中 f(z) 是 解析 函数 (无 极点 ). 考察 微分 Re w, 其 中 局 部 地 


Re w = Re(f(z)dz) = Re(u + iv)(dr + idy) (15) 


(z = 二 Zz 十 鹿 , 了 = ww 十 i 记 ). 方程 Re w =0 给 出 M 上 的 1 维 叶 状 结构 . 
习题 29.7。 证 明 : 这 个 1 维 叶 状 结构 的 所 有 非 退 化 奇 点 都 是 鞍点 , 它们 的 个 数 
等 于 流 形 M 的 欧 拉 示 性 数 . 对 于 超 椭 圆 黎 曼 面 | 


27 
w? = Pont1i(2) = [[(z — za), za 和 ze 对 ac 大 (16) 
oa=0 
研究 这 个 1 维 叶 状 结构 的 积分 轨道 ( 即 叶 ). 这 个 流 形 上 的 全 纯 微 分 w (无 极点 ) 有 
如 下 形式 Ga 


VBPn+i(2) 
其 中 多 项 式 Q 的 次 数 不 高 于 n 一 1. 证明: 对 于 几乎 所 有 的 形 如 (17) 的 形式 w 存在 
一 条 在 M 上 处 处 稠密 的 积分 轨道 . 研究 由 具 极 点 的 形式 , 即 形 如 (17) 的 其 中 Q 是 
有 理 函 数 的 形式 w 给 出 的 叶 状 结构 , 形式 w 的 极点 对 应 于 什么 样 的 奇 点 ? 

例 29.5. 我 们 在 前 面 ($28.3) 已 经 构造 过 更 为 复杂 的 叶 状 结构 , 它们 是 在 某 个 
(但 非 “交换 的 ”) 覆 生 空间 上 的 函数 的 水 平 曲面 族 . 考察 具 常 负 高 斯 曲率 度量 的 紧 曲 
面 M2 上 的 单位 切 从 了 (这 种 度量 是 将 这 种 曲面 ( 当 9 > 1 时 ) 实现 为 万 有 才 又 [2? 
在 L? 的 离散 运动 群 作用 下 的 轨道 空间 时 “诱导 ”而 得 的 , 见 $20). 元 上 与 测 地 流 相 
关 定 义 了 两 个 (2 维 的 ) 叶 状 结构 RR 和 R_. 叶 状 结构 R. 的 叶 由 t 一 +oo 时 彼此 
渐 近 趋 近 的 测 地 线 组 成 (对 于 R_, 则 是 当 t 一 -co 时 ). 两 个 分 别 取 自 于 Ri 和 R_ 
的 叶 的 交 是 一 条 测 地 线 . 在 M2 的 万 有 禾 又 , 即 罗 巴 切 夫 斯 基 平 面 L? 上 , R4+ 的 叶 由 


(17) 
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当 上 -+eo 时 趋向 于 绝对 形 上 同一 点 的 测 地 线 组 成 ( 见 图 109). 对 应 于 人 的 覆 番 
分 :到 一 五 不 是 万 有 柳 难 , 它 是 L? 上 的 单位 切 从 , 可 缩 于 纤维 S1. 因此 ,mn (人 ) = Z， 
习题 29.8， 利 用 mi(M2) 中 元 的 共 罗 类 与 闭 测 地 线 之 间 双 方 一 一 的 对 应 , 证 明 : 
对 于 覆 释 7 一 歼 , 仅 当 Ts 覆 又 证 时 时 状 结构 尺 ，( 或 R_) 才 是 一 个 函数 的 水 平 
曲面 族 . (我 们 回想 群 ri(T 的 结构 . 它 具 有 生成 元 a1,… ,ao,b1,… ,bo,T 和 关系 


9g : 
TE oidian 好: 一 72 一 29 ,ai7 一 TaQi biT 三 TD (18) 
i=1 


( 见 824.3). 由 定理 19.4, 机 人 五 一 Ti 的 单 值 群 同 构 于 群 x (M2) 之 zn(T)/(7). 当 
g > 1 时 , 这 是 一 个 非 交 换 群 . 在 这 里 (7) 表示 由 r 生成 的 正规 子 群 .) 

叶 状 结构 尺 : 和 RR_ 没有 奇 点 . 叶 可 以 有 不 同 的 拓扑 : 显然 , R| 的 叶 当 t 一 +eo 
时 趋 近 于 测 地 线 7. 因此 , 如 果 测 地 线 y 不 是 周期 的 , 则 RI 在 拓扑 上 等 价 于 R2?; 如 
果 7 是 周期 的 , 则 Rj 在 拓扑 上 等 价 于 5S1 x R1. (此 时 的 周期 轨道 至 多 有 与 mri (M2) 
中 共 罗 类 一 样 多 的 可 数 多 条 .) 

注 具有 上 述 性 质 的 这 一 对 叶 状 结构 Ri 和 R_ 的 存在 性 是 负 曲 率 的 紧 空间 以 
及 某 些 别 的 空间 上 的 测 地 流 特有 的 性 质 . 这 个 性 质 在 动力 系统 定性 理论 中 非常 重要 ， 
具有 许多 值得 注意 的 推论 . 我 们 不 在 这 里 讨论 它们 . 

例 29.6， 我们 指出 一 个 几何 上 简单 的 实心 环 D? x 5S1 中 的 2 维 叶 状 结构 (里 
布 叶 状 结构 ), 其 中 边界 环 面 72 = 8(D2 x S51) 是 完整 的 一 张 叶 , 考察 柱状 区 域 Vc 
RY :00<X<00, 久 十 2 1,U0 全 D? x Ri (图 112). 柱 体内 部 的 叶 可 通过 一 条 位 
于 平面 (z,y) 且 渐 近 趋 近 于 直线 y = 士 1 的 弧 绕 x 轴 旋 转 而 生成 ; 其 余 的 叶 则 由 它 
沿 z 轴 方向 作 任意 的 平移 而 得 . 边界 也 是 叶 . 叶 关 于 变换 y 一 -yz 一 -zz 一 z 也 
是 不 变 的 . 如 果 作 等 同 (z,y,z) ~ (z +1ly 2z), 我 们 就 得 到 D2 x S1 中 的 里 布 叶 状 结 
构 . 因为 边界 8(D2 x S1) 是 叶 , 即 环 面 72, 因此 可 以 由 两 个 里 布 叶 状 结构 构造 出 球 
面 

S$* = (D? x $1)U(S! x D?) 
上 的 叶 状 结构 , 只 要 将 它们 的 边界 粘 合 (等 同 ) 起 来 即 可 . 


图 112 


我 们 再 介绍 叶 状 结构 和 两 个 重要 的 拓扑 不 变量 一 一 “极限 环 ” 和 “ 消 没 闭 链 ”. 
考察 n 维 紧 流 形 M 上 的 维 叶 状 结构 的 一 张 叶 W, 凡 zo € W 及 群 (Wz0) 的 
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元 7, 它 用 叶 W 上 的 一 条 光滑 闭 曲线 7 表示 . 在 每 个 点 ze 7 处 我 们 构造 一 个 横 截 
W 的 圆 盘 Da 一, 它 光滑 地 依赖 于 点 z (对 n 一 k= 1, 见 图 113). 邻 域 的 叶 W 与 圆 
得 族 D2 的 交 是 一 些 曲 线 , 由 它们 可 给 出 一 个 “ 沿 7 移动 ”映射 


Re De Do (19) 


图 113 


不 难 明白 映射 尺 , 无 论 在 圆 盘 D*-* 还 是 曲线 7 (保持 zo 不 动 ) 的 形变 下 都 是 不 
变 的 . 于 是 , 在 零 元 的 充分 小 的 邻 域内 (其 大 小 不 是 实质 性 的 ) 定义 了 群 zi(W, zo) 到 
模 截 圆 盘 Dr*-* 的 自 变换 芽 群 的 映射 7 一 Ry. (变换 的 一 个 芽 是 一 个 等 价 类 , 其 中 两 
个 变换 称 为 是 等 价 的 , 如 果 它 们 在 zo 在 D*-* 中 的 某 个 邻 域内 恒 等 .) 表示 7 上 R, 
称 为 叶 状 结构 在 叶 W 上 的 “完整 群 ". 如 果 7 e mi(W) 使 得 Ry 关 1, 则 7 称 为 叶 状 
结构 的 极限 环 ( 见 图 113). (参见 定义 27.3.) 

在 =n 一 1 的 特殊 情形 , 我 们 有 区 间 Dr*-* = Dl = I; 点 zo =0 将 区 闻 了 分 
成 两 个 部 分 . 因此 , 在 这 里 光滑 叶 状 结构 可 能 有 两 种 情形 (图 114). 在 情形 a), 闭 链 
7 称 为 叶 状 结构 的 双 侧 极限 环 . 在 情形 b) 中 , 闭 链 7 称 为 单 侧 极 限 环 . 因为 光滑 映 
射 Ry 由 光滑 叶 状 结构 定义 , 在 余 维 数 1 的 解析 叶 状 结构 中 不 会 出 现 情形 b). 


1 
D Xo Xo 


> y Dz, 7 
对 所 有 的 邻近 于 点 yA x>0, 
xo=0 的 xEE 上 Di,， Ry(X)=x 当 XxEO, 
成 立 : Ry(X)#x x 是 区 间 天 以 ,的 点 

a) b) 
图 114 


在 上 面 的 叶 状 结构 例子 中 , 我 们 有 下 列 情形 ( 试 证 之 !): 


§30. 具 高 阶 导 数 的 变 分 问题 . 哈密 顿 场 系统 245 . 


1) 如 果 非 奇异 的 叶 状 结构 是 闭 形式 w 给 出 的 , 则 它 没 有 极限 环 . 

2) 对 于 (在 紧 曲 面 的 单位 切 从 上 的 ) 叶 状 结构 R} 和 R_ ( 见 例 29.5), 非 单 连通 
的 叶 W 的 基本 群 zi(W) = Z; 此 外 , mi(W) ~ 的 生成 元 是 双 侧 极限 环 . 

3) 对 于 实心 环 D? x 5S1 上 的 里 布 叶 状 结构 , 边界 环 面 7T? 的 基本 群 x1(T?) ~ 
乙 钙 也 , 生成 元 为 yt 和 yo ( 见 图 112); 生成 元 六 是 实心 环 “ 向 外 的 ” 单 侧 极 限 环 , 而 
生成 元 yo 则 不 是 极限 环 . 

对 于 球面 $3 = (D? x SU(SL x D?) 上 的 由 粘 合 两 个 里 布 叶 状 结构 而 得 的 叶 
状 结构 , 环 面 T? 上 的 两 个 闭 链 y: 和 > 都 是 “ 单 侧 极 限 环 ”. 于 是 , 这 两 个 叶 状 结构 
的 粘 合 不 可 能 产生 解析 的 叶 状 结构 (即使 可 能 是 无 限 次 可 微分 的 ). 

我 们 转 问 流 形 M 上 一 般 的 & 维 叶 状 结构 , 注意 , 如 果 元 y e ri(W) 不 是 极限 环 
( 即 如 果 Ry = 1), 则 它 可 以 “移动 ”到 充分 接近 的 叶 上 , 而 它 仍然 是 邻近 叶 上 的 闭 曲 
线 ( 见 图 113, b)). (如 果 8 = 1, 则 只 要 > 不 是 一 侧 的 极限 环 , 它 就 可 以 移动 到 这 一 
侧 中 .) 

定义 29.2. 元 Ye xi(W) 称 为 叶 状 结构 的 消 没 闭 链 , 如 果 将 它 移动 到 任何 充分 

邻近 的 叶 上 就 使 它 在 该 叶 上 是 等 同调 的 (在 zi1(W) 中 , y 冯 1). 

例如 , 对 于 里 布 叶 状 结构 ( 见 图 112) 我 们 有 W = 72. 元 yo 可 以 移动 到 D? x 5S1 
的 内 部 区 域 的 叶 上 而 在 所 有 的 邻近 的 叶 上 它 是 零 同 调 的 (因为 所 有 邻近 的 叶 微 分 同 
胚 于 R?). 

注 下 列 结果 是 已 知 的 (我 们 不 去 证 明 它 们 ): 

a) S3 上 任何 光滑 的 余 维 数 1 的 叶 状 结构 都 有 单 侧 极限 环 , 因此 不 是 解析 的 ; 

b) S3 上 任何 光滑 的 余 维 数 1 的 叶 状 结构 都 有 闭 叶 , 它 微分 同 胚 于 72 且 界 定 
D? x 51 的 一 个 有 具 里 布 叶 状 结构 的 区 域 ; 

c) 如 果 3 维 流 形 M 的 万 有 覆 琵 Mk 不 是 可 缩 的 且 与 92 x RR 不 微分 同 胚 , 则 M 
上 任何 余 维 数 1 的 叶 状 结构 有 非 平 凡 的 消 没 闭 链 ; 

d) 如 果 3 维 流 形 M 上 的 余 维 数 1 的 叶 状 结构 没有 极限 环 , 则 存在 可 交换 的 覆 
和 登 到 1 ， Mi— M 使 得 Mi =W x Ri (zx) 及 Mi 上 的 叶 状 结构 的 叶 就 是 曲面 炎 一 常 
数 . 于 是 , M 衬 W x (R/Z @…@Z). 这 个 时 状 结构 的 拓扑 与 由 非 退 化 的 闭 1 一 形式 
给 出 的 叶 状 结构 的 拓扑 相同 ( 见 前 面 1)). 


830. 具 高 阶 导 数 的 变 分 问题 . 哈密 顿 场 系 统 


1. 具 高 阶 导 数 的 问题 的 哈密 顿 形 式 体系 


原则 上 , 在 任何 流 形 上 都 可 以 提出 寻找 量 S$ = 『 Ldt 的 极 值 的 变 分 问题 , 其 中 拉 
格 朗 日 函数 工 不 仅 是 速度 v =z 而 且 是 关于 时 间 上 的 一 些 高 阶 导 数 的 标量 函数 : 局 
部 地 在 一 个 坐标 为 zx: …… ,zx" 的 区 域 中 , 工 = L(x, 区, 主 ,… ,zm 中 ). 下 面 的 引 理 表明 
在 这 种 情形 也 有 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 . 
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引 理 30.1。 方程 65 = 0 等 价 于 下 面 的 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 : 
WA dr / OL 
2 (1) 而 C635 0 (1) 


dzx° 
其 中 V9 = mao ,nN,9 = 0,-…- ) 7 和 


证 阴 引 理 由 通常 的 分 部 积分 法 导出 . 我 们 有 
6 一 一 0v 
| (Bo) . 


在 这 里 我 们 假定 变 分 z(t) 无 限 次 可 微 且 在 所 选取 的 小 邻 域 外 等 于 零 . 进一步 , 按 
定义 我 们 有 


dvg = = (62°(0)). (3) 


对 带 有 因子 6v2(t) 的 被 加 项 作 9 次 的 分 部 积分 , 我 们 得 到 


ss= | (ze 1 (让 oe )) 67x°(t)dt. (4) 


由 此 , 如 同 卷 1, 831 中 那样 , 由 变 分 bx° 的 任意 性 导出 方程 (1). 
ee 口 


0 i -a (ee ee ( 芒 ) To 


注 ”对 于 场 论 中 的 拉 格 朗 日 函数 , 我 们 已 经 遇见 过 用 于 爱 因 斯 坦 方程 的 希 尔 伯 
特 变 分 原理 ( 见 卷 1, 837.4), 其 中 


= / RV-gd’z, 


RR 既 依 赖 于 场 gs(x) 也 依赖 于 gas(x) 的 二 阶 导数 . 但 是 , 在 证 明 卷 1 定理 37.2 时 
曾 证 明 通 过 对 拉 格 朗 日 函数 RY-g 添加 一 个 在 55 中 不 起 作用 的 项 可 以 移 去 二 阶 导 
数 . 此 外 , 所 有 其 他 的 包含 曲率 的 拉 格 朗 日 函数 也 会 包含 二 阶 导数 , 例如 示 性 类 中 的 
拉 格 朗 日 函数 ( 见 卷 1, 842 和 825). 

于 是 , 由 方程 (1) 明显 可 见 它们 , 一 般 来 说 , 有 2m 阶 导 数 , 其 中 m 是 工 中 导数 
的 个 数 . 可 以 证 明 存 在 某 种 与 勒 让 德 变 换 类 似 的 变换 , 借助 于 它 在 非 奇 异 情形 可 将 
方程 (1) 变换 成 在 2mm 维 空间 中 的 哈密 顿 形式 , 其 中 ”是 流 形 M 的 维 数 ( 奥 斯 特 
罗 格拉 茨 基 定 理 ). 除了 列举 包含 高 阶 导数 的 变 分 问题 的 一 些 有 趣 的 应 用 外 , 我 们 只 
考察 n = 1 的 情形 , 这 时 我 们 只 有 一 个 坐标 v 及 它 的 导数 ww,… ,ul". 以 后 我 们 将 


用 zx 表示 自 变量 (时 间 t), w = 2 考察 直线 上 的 拉 格 朗 日 函数 


L= Lu vw, ,ue)). (5) 
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我 们 引入 变量 
d1 一 VU,92 一 1 dm 一 ec 
aL /OLN md OE 
0 
aoL BLN’ op OE WO (6) 
p= (Be) Se (a ) ’ 
OL 
令 
H(p,q) = —L+ wpi tu pt + upm. (7) 


定义 30.1， 拉 格 衣 日 函数 L(w,w',… ,um)) 称 为 非 奇异 的 , 如 果 方 程 (6) 可 以 
唯一 地 以 如 下 形式 解 出 


u = up, 9) = p,q) "DY) (pg)， 
引 理 30.2. 如 果 拉 格 朗 日 函数 工 形 如 
L= a(u™) )? 十 L(u, WU, 0 (8) 


则 它 是 非 奇 异 的 . 
证 明 显然 现在 的 方程 组 (6) 中 最 后 一 个 可 唯一 地 解 出 为 


一 9au(™) , 


由 此 , ut™) 可 用 pm 表 出 , 对 于 pm-_1 我 们 有 


Du 人 tm) ul(m—1) Bu(m—1) 


我 们 注意 到 vte) = qojyi,a = 0,:… ,mm 一 1. 因此 , p_i = jd ,qm) 一 2au(m+D) 或 


aL BL \’ aL aL 
fm Gum-D) 人 ”Butm-D -ph = 二 一 2outmtD (9) 


1 
a > 22 (fl(q1, , qm) ee 


显然 我 们 可 以 就 这 样 递 推 地 解 出 整个 方程 组 (6). 引 理 得 证 . 口 
最 后 , 我 们 有 
定理 30.1 ( 奥 斯 特 罗 格 拉 茨 基 )， 对 于 非 奇 异 的 拉 格 朗 日 函数 , 欧 拉 一 拉 格 朗 
日 方程 等 价 于 哈密 顿 系统 


. 6H. aH 


J oe (10) 


其 中 H(p,q) = 一世 十 由 pl 十 Wpz 十 … 十 Tpm. 


. 248 . 第 七 章 ”动力 系统 的 某 些 例子 和 流 形 的 叶 状 结构 


证 明 为 计算 简便 , 我 们 限于 m = 2 的 情形 . 设 工 = LK(w,w,w”). 欧 拉 - 拉 格 
朗 日 方程 形 如 
ar dL ,ROL_o es 
Ou dzrou’ dx? Ou’ 
典范 变量 如 下 : 


di 二 UW 42 = 也 ， 
Ld OL (19 
Da dr PY ur 


由 拉 格 朗 日 函数 非 奇异 的 假定 条 件 , 我 们 可 以 从 最 后 一 个 方程 解 出 u” 为 
4 = f (qi, q2, p2). 
哈密 顿 函数 有 如 下 形式 


H=pv 十 Dai 一 了 (ait ) = p192 + Pau — L(q1, gq2, ) 
= p192 + $(q1, 92, p2). 


由 公式 (12), 显然 我 们 有 


OH 2 » OH 

nL gp d2 一 忆 = Bp2’ 

了 aL 9H 
由 (11),(12) 导出 cp 因此 , pi = -区 于 是 , 我 们 得 到 坐标 为 gi, qz, Pp1,p2 
的 相 空 间 中 的 哈密 顿 系统 (10). 定理 得 证 . z 口 


2. 例 


设 上 = -+u(s) 是 带 光滑 位 势 wz) 的 施 图 姆 - 刘 维尔 算 子 . 下 面 的 情形 
是 特别 有 趣 的 : 

9) 当 lz| 一 co 时 wz) 一 0 (如 果 Js。 lu(z)Q + lzl)az < co, 则 位 势 wz) 称 为 
急 减 位 势 ); 

b) wz 二 IT) = u(z) (周期 位 势 ). 

我 们 先 纯 形式 地 考察 微分 方程 


Ly = Mw, p= C2 入 )， (13) 
其 中 ^ 是 “ 谱 参 数 ”. 方程 (13) 作 替 换 X(z,A) = -i 后 转化 为 里 卡 蒂 型 方程 
iX’' + xX = 和 A—u. (14) 
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如 果 假 定 和 是 正 的 , 我 们 得 到 入 = 及. 当 和 一 oo 时 方程 (14) 有 关于 变量 VA = 
的 级 数 形式 解 : 


Xn(Z) (15) 


X(TX, Kk) = k++ 1 
今 ; (28) 


将 (15) 代入 里 卡带 方程 (14) 可 得 : 


2 
iXn (7) Xn(7) 过 
> [2k 2 (8 和 十 ‘(5 莓 | ~ =k2— wu, 


n 之 1 


由 此 , 置 两 边 的 2k 次 的 项 相等 就 导出 


nl 
X1 = —u iXh + Xnti+ DXiXn-i=0, nz1. 
1=1 
我 们 得 出 下 面 的 结论 : 
a) 所 有 的 xn(z) 是 wu un 的 常 系数 多 项 式 ; 
b) 所 有 的 xzo+i 是 实 的 , 而 所 有 的 xzv(z) 是 全 导数 且 是 纯 虚 的 ; 这 反映 了 由 里 
卡 蒂 方 程 (14) 推出 的 事实 : 


1 
XIm 一 -5hn XRe), (16) 


其 中 X= XRe 十 ie: 
c) 由 (16) 可 以 解 出 多 项 式 xzo+l(z) 的 前 几 项 : 
Xi1(%)=—v Xa(7)= ~ 
ee 


对 每 个 q > -1, 我 们 定义 拉 格 朗 日 函数 7 


(17) 


La(w, aa ) = Xoora. (18) 


可 以 证 明 所 有 的 拉 格 朗 日 函数 L。 是 非 奇 异 的 . 这 些 拉 格 朗 日 函数 具有 值得 注意 的 
性 质 : 对 每 个 gq > 0 存在 29+1 阶 的 微分 算 子 ho, 它 的 系数 为 ww ww 的 常 系数 
多 项 式 , 使 得 换 位 子 [C, 4,] = £4 - 4,L 是 标量 函数 f(w,w',w，…) 的 乘法 算 子 : 


[£, 4 = fo(u, uu, Ln 5 二 [2 dz. (19) 
我 们 不 在 这 里 对 一 般 情形 证 明 这 个 事实 . 当 g = 0,1 时 , 它 可 以 由 直接 计算 来 验证 ， 


事实 上 , 由 


d $0 


= MI 二 二 2 
[£, Aol 一 LAo AoL fo= jy u(r)’ ,90 fw vu )dz, 
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可 导出 
fo=—2w,， ho= 27 
类 似 地 , 由 
Ad 65 
[C,4i = C41 -AiL= 有 i= ne 
1 和 fu + 5(w)? + 6uu’ — 2u3)dz, 
我 们 可 得 


d dd 
fi 2 or!!! ee 12u’ wi, 41 = 二 十 6 ( 咯 i: 十 号 。 


习题 30.1， 计算 xy 并 验证 精确 到 一 个 常数 因子 


4 一 16. -ao 人 uw) + 30ufE +5 (u 人 + 站) 
于 是 , 可 以 建立 起 “交换 性 方程 ”: 
[£, Ag +cl4 1 十 … 十 co4o = 0. (20) 
( 早 在 20 世纪 20 年 代 已 经 发 现 两 个 交换 算 子 的 奇特 性 质 : 它们 由 一 个 代数 关系 


R(L, 4) = 0 相 联 系 , 定义 了 一 张 黎 曼 面 .) 交换 性 方程 也 是 拉 格 朗 日 型 的 (这 是 一 种 
现代 的 看 法 ): 


0 = Fa A| 一 i he So 二 cl99 -1 十 …' 十 co90， Sj 一 | xarsdr (21) 
最 后 , 我 们 将 交换 性 方程 表达 成 如 下 形式 
i 一 0, 其 中 9 = So 十 cl-1 十 … 十 co0 十 co+19-1， 


其 中 5S_1 = 一 /udzx. 对 dg = 0,1, 我 们 来 研究 这 个 方程 . 利用 (17), 我 们 得 到 拉 格 时 
日 函数 


(g = 0) ey gr = uu cd; 
jz 


(gq=1 = Lit+ciLot+c2aLi = uD + 5(u)? 十 6ua 一 243 + ce1(u’ ~ U2) — cou, 
交换 性 方程 
元 / Ldr =0 (22) 
变 成 下 列 形式 


Cl 
二 0 一 一 


(gq=1) w= 3u + ciut+ 
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在 后 者 的 情形 , 如 果 令 v = w, 我 们 得 到 


3 C1 2 Co ) 
一 一 一 一 IU = 一 好 
VU ( | D 9 ) 


1 aa cl ，。， C2 d 
从 而 5 = 由 此 


du 


2 一 20 三 一 一 一 一 一， 
V2u3 + cv 十 co 十 过 


它 将 定义 为 魏 尔 斯 特 拉 斯 椭圆 函数 多 (x) (至 多 差 一 个 常数 因子 和 一 个 常数 加 项 ). 
作 替 换 w 一 ut 常数 , 不 失 一 般 性 , 我 们 可 以 假定 cl = 0. 

当 gq = 2 时 , 利用 (6) 和 (7) 很 容易 将 方程 写成 哈密 顿 形式 . 为 了 能 作出 积分 ， 
除了 哈密 顿 函数 万 外 还 需要 另 一 个 积分 . 可 以 证 明 在 交换 性 方程 (21) 中 总 存在 一 
种 有 趣 的 “潜在 的 对 称 性 ”使 它 成 为 完全 可 积 的 . 


3， 场 系统 的 哈密 顿 形式 体系 


当 无 能 量 耗 散 和 热力 学 不 可 道 性 时 , 物理 系统 称 为 “守恒 系统 ”. 现代 物理 观点 
认为 守重 系统 应 该 是 一 个 哈密 顿 系 统 . 然而 , 有 例子 表明 这 种 哈密 顿 形式 体系 可 以 
是 非 平 凡 的 , 不 化 约 为 拉 格 朗 日 形体 系 . 在 这 里 我 们 对 场 论 的 哈密 顿 形式 体系 作 某 
些 介绍 . 如 同 有 限 维 的 情形 , 其 中 的 基础 是 重要 的 “ 泊 松 括号 ”概念 . 我 们 考察 n 个 
变量 的 Ce 光滑 函数 wi(zx1,.… ,xz”) 组 成 的 函数 空间 , 但 不 去 详细 说 明 它 的 定义 域 
和 边界 条 件 . 此 外 , 我 们 还 要 使 用 这 样 的 约定 : 关于 全 导数 (全 散 度 ) 在 整个 空间 上 
的 积分 【(… )d"z 在 这 种 形式 计算 中 总 等 于 零 , 因为 我 们 不 考虑 边界 条 件 且 所 有 的 
变 分 都 是 有 限 的 . 

对 于 场 ww,… ,em 的 泛 函 可 以 定义 泊 松 括号 . 然而 , 根据 理论 物理 形式 体系 中 
的 假定 , 它 可 以 方便 地 通过 将 一 个 场 集中 于 一 个 点 而 写成 “点 的 泛 函 ”". 形式 上 , 我 
们 将 泊 松 括号 定义 为 一 个 算 子 { ，}, 由 公式 


(23) 


{ww (2), Ww (2)} = FY (x,Y) (24) 


给 出 , 其 中 除了 通常 的 指标 i,; 外 还 有 连续 指标 z,y. 泊 松 括号 应 该 关于 每 一 个 变 元 
是 线性 的 , 应 该 具有 莱 布 尼 茨 性 质 (28.7), 并 且 是 反 称 的 , 最 后 还 要 满足 雅 可 比 恒 等 
式 (28.8) ( 见 828). 回想 一 下 , 雅 可 比 恒等式 是 这 样 的 : 


{fg,h} = f{g,h} + g{f,h}. 


设 J = Pl(w, Vu,…)d"y 是 任意 泛 函 . 我 们 来 计算 泊 松 括号 {wi(x), 了 }， 由 线 
性 可 得 
{ue), / pary| = /ts), PW}a 
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(其 中 P(y) = P(u(y), Vu(y),.…)) 和 
{6 oO] Bx {0), ol)}. 


进一步 , 为 记号 的 简单 计 , 在 所 计算 的 情形 中 假设 只 有 单 变量 z 的 单个 场 u, 虽然 这 


一 点 无 关 紧 要 . 由 莱 布 尼 欧 性 质 和 线性 推出 
{u(2), P(N)} = {u(o), wl)} EW) + {un), wD)} SW) + e+ 
{uz), u(y)} ty (W). 


我 们 有 ce 
{7), P(N)} = 2 For ¥) pos {7), u(y)}. 
8 之 0 


因为 (fo9) = f'g + fg', 最 后 我 们 得 到 


{9 f rw} = / BO 三 人 这 (Rs ) % 


{wi(2), 7} = / {ui(2), we (WN)} 


或 


6u Fj 


公式 (25) 对 于 任意 多 个 场 和 任意 多 个 变量 都 是 对 的 . 其 证 明 是 完全 类 似 的 . 


由 公式 (25) 可 以 推出 对 两 个 泛 函 且 , J 的 泊 松 括号 的 如 下 公式 : 


(= i (0), dry, 


其 中 
7 = | #05 ) bui (x)d"z 
(由 定义 , 所 有 的 变 分 bui(z) 都 是 有 限 的 ). 
定义 30.2. 泊 松 括号 (24) 称 为 局 部 的 , 如 果 它 由 有 限 和 给 出 : 


{wi (2), ww (9)} = FY(z,y) = > BYOK6(z — Yy), 
天 


(25) 


(26) 


(27) 


0 
其 中 天 一 (ki,…… ,kn),kj > 0,08 = O12.… On3,0jz 二 到 符号 6(z 一切 = 


LI 5(zi yi) 表示 通常 的 6 函数 (单位 算 子 的 核 ) 


" flz)i(z Warr = f(y), 


jlz)ak6(z — ydrz = (K++kn Ok f(y). 
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我 们 在 这 里 只 是 在 形式 上 , 即 代数 地 运用 了 所 有 的 这 些 符号 , 而 并 不 去 讨论 有 关 的 
函数 空间 . 这 一 组 系数 Bk 只 依赖 于 在 点 x 的 场 和 它 的 有 限 多 个 导数 (“局 部 性 原 
理 ”). 
我 们 用 4 表示 微分 算 子 
A= (43)= $3 By (ue) ) 


天 


其 中 和 是 有 限 和 . 由 公式 (25) 我 们 有 


Co 站 = ft a= /Usate- 7 
da” wiI 0J 
=-- fie -yl(4 "i ) = a 
其 中 4* 是 共 堪 算 子 , (v(z)0;)* = -0;(v(z).…). 考虑 到 泊 松 括号 的 反 称 性 4* = -A4， 
我 们 可 得 


{ui(z), J} = A (28) 
类 似 地 , 由 (27) 对 两 个 泛 函 成 立 下 面 的 公式 
WS / 二 吉 | A (29) 


其 中 , 由 于 6 函数 的 性 质 , 关于 y 的 积分 可 直接 计算 . 

对 于 任意 的 由 矩阵 算 子 4 = (42) 给 出 的 形 如 (30) 的 泊 松 括号 验证 雅 可 比 恒 等 
式 是 比较 困难 的 , 然而 对 于 “ 常 ” 系数 的 , 即 系 数 与 场 v 及 的 导数 无 关 的 (但 可 能 
明显 地 依赖 于 z 的 ) 算 子 4 成 立 雅 可 比 恒等式 则 是 显然 的 . 这 个 验证 只 是 逐 字 重复 
在 有 限 维 情形 对 具 常 系数 的 泊 松 括号 的 类 似 过 程 . 

最 简单 的 例子 . 常 系数 的 括号 . 

(1) 拉 格 朗 日 括号 设 给 定 场 pi,:… ,pn,g!,:… ,9 及 括号 


{pi(7), p;(y)} = {9 (7), 9 (y)} = 0, (30) 
{9 (2),p;(y)} = 556(7 — Y). 
这 种 括号 产生 于 下 列 形式 的 非 奇 异 泛 函 : 
siq= /4 (a 2 ) ia 天 
oO4 /., do 
Dji(Z) = 7 G = 全) 
根据 公式 (6),(7),， 可 以 很 容易 地 将 它 推广 到 有 具 高 阶 导数 的 拉 格 朗 日 函数 , 如 果 取 哈 


密 顿 函数 为 
| / Todnz = / (p07 — Marz, (31) 
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则 欧 拉 - 拉 格 计 日 方程 取 哈 密 顿 形式 ( 试 证 之 !) 


5H (32) 

2 (z) = {gq (7), H} = pe 

全 动量 的 分 量 | 有 
/i [Ee (33) 


生成 沿 坐标 ze 的 移动 群 , 如 果 取 它们 为 哈密 顿 函数 ( 试 证 之 !). 

(2) 科 尔 泰 活 赫 - 德 弗 里 斯 (KdV) 方程 ”我 们 有 1 维 空间 中 的 一 个 场 wz), 泊 
松 括号 为 

{u(z), u(y)} = 5 一切 (34) 
(其 中 8 是 5 函数 的 “导数 ", 具有 性 质 : 对 任意 函数 了 
f ws)as = — f ol) f(s)as = 700)) 
这 个 插 号 具有 “ 零 化 子 ”h, 即 具 有 这 种 泛 函 五 使 得 
{u(7X), lo} = 0. 


事实 上 , 可 以 取 1 = [u(y)dy 为 满足 这 种 性 质 的 泛 函 . ( 沿 zx 的 运动 的 生成 元 ) 动量 
形式 为 


P= 1 Swidz, {u(z), P} = (35) 
哈密 顿 函数 
n= (s+ + Se) de (36) 
生成 熟知 的 KdV 方程 
u(x) = {u(x), H} = i = Uzzz + uuz + cuz. (37) 


习题 30.2. 证 明 : (17) 中 每 一 个 量 产 生 KdyV 方程 的 一 个 守恒 律 , 即 对 于 5S, = 

[Lodz, 由 KdV 方程 成 立 
5, = 0. 
证 明 {S,,S,}=0 及 = Si1+cSo. 

如 同 有 限 维 的 哈密 顿 形式 体系 ( 见 卷 1, 834), 下 面 是 泊 松 括号 的 非 平 凡 的 基本 
性 质 , 这 种 性 质 如 果 没有 雅 可 比 恒 等 式 (以 及 其 他 的 一 些 较 为 简单 的 性 质 ) 是 不 可 能 
的 . 设 有 三 个 泛 函 厂 ,J2,J3 = { 用 1, J2}. 它们 按照 公式 

Ou’ Ow’ (x) 


9 = {w(x), Ja},a = 1,2,3 
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给 出 三 个 哈密 顿 向 量 场 (“流动 形 "). 于 是 , 前 两 个 流动 形 的 换 位 子 等 于 第 三 个 . 如 果 
{m,.2} = 0, 则 我 们 得 到 的 流动 形 是 交换 的 . 

与 任何 泛 函 的 括号 等 于 零 的 泛 函 全 体 称 为 泊 松 插 号 的 “ 零 化 子 ”. 非 退 化 的 括号 
没有 非 平凡 的 零 化 子 . 

泊 松 括号 有 趣 的 例子 来 自 于 流体 动力 学 . 我 们 将 从 R* 中 向 量 场 的 李 代 数 工 , 
和 它 的 子 代 数 L9 cC 三 着 手 , 其 中 L9 由 散 度 为 零 的 向 量 场 w = wie; e Ln 组 成 
(Giw' = 0). 我 们 有 ( 见 卷 1, 823) 


[wu wii 一 Du 


其 中 vw = viei,w = wiei, [ei,e;] = 0. 使 用 场 分 量 vi(x),wi(y) 的 结构 常数 可 将 它们 的 
换 位 子 写成 


jw w)(z) = // ci (x,Y, z)v (rz)wi (yerd" rad"y, (38) 
因此 
Ci (TYy,2) = 676(T — Z)6i(T —Y) — 6(y — 2)67(y — 1), (39) 
其 中 5(z) = 2;6(z). 对 侦 空间 ZX 有 自己 的 场 坐 标 pj(z), 其 中 表达 式 (标量 积 ) 


[ue i 


在 变量 > 的 光滑 变换 时 保持 不 变 . 于 是 从 张 量 的 观点 看 , 量 p = (p1,… ,pn) 是 一 个 
余 回 量 的 密度 , 它 在 变换 z = zx(z') 下 要 乘 上 变换 的 雅 可 比 行列 式 J. 量 p 将 称 为 动 
量 密度 . 我 们 注意 到 对 每 一 个 p, 标量 积 (40) 定义 了 L,, 上 的 一 个 泛 函 (这 种 泛 函 的 
集 我 们 同样 记 为 L*); 对 应 的 对 偶 空间 Z0* 具有 商 空间 形式 : 


Lr = Li/(p; = Op), (41) 
因为 对 形式 为 p; = Bip 的 密度 , 由 于 条 件 9;vi = 0,v e L0, 我 们 有 
/ao)wara = 一 | va)as =0. 
泊 松 括号 形式 为 
(pi) pi)} =/ Say pros = pWi(z WD) -pi(D (ys). (4) 


密度 p = 常数 的 不 可 压缩 流体 的 流体 动力 学 方程 来 自 于 相 空 间 Lo* 上 的 哈密 顿 函 
数 
KH= /时 es (43) 
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其 中 p; = pvui (v = v(z) 是 流体 在 点 z 处 的 速度 , 满足 2iu: = 0; 度量 则 假定 为 欧 几 
里 得 度量 ). 这 些 方程 通常 在 整个 L; 上 写成 方程 组 形式 


Di; 一 po’ 一 {pi, H} 二 QP = PUK ORV; 二 0; (全 十 P) 
Ov 关 浊 
其 中 P= P(z) 是 压强 , 由 公式 (44) 定义 . 


对 于 可 压缩 流体 则 要 考察 通过 “内 部 变量 ”扩充 的 代数 L,. 在 场 论 中 , 增添 新 
的 场 变量 : 质量 密度 p 和 和 炳 密度 s, 以 及 括号 运算 


{pi(7), p(y)} = p(2)6i(z — Y), 
{pi(2), s(y)} = s(z)6i(T — Y), (45) 
{s(z), s(y)} = {p(x), p(y)} = {s(7), p(W} = 0. 


(在 欧 几 里 得 空间 中 ) 哈密 顿 函数 形式 为 


(44) 


n= [+eolps)| rs (p= po) 
其 中 eo 是 能 量 密度 . 
习题 
30.3， 证 明 : {vw;(z),vj(y)} = (Ow; 一 Diui)6(z ~ Y). 
30.4. 当 维 数 ”= 2 时 , 考察 置换 (“ 克 莱 布 施 变量 ”) 
pi = pOiY + Sa. 
证 明 (所 有 不 等 于 零 的 ) 括号 形式 为 
{p(7), pW)} = {s(7), a(y)} = dz — Y). 


研究 整体 上 给 出 克 莱 布 施 变 量 的 可 能 性 问题 . 
30.5。 对 n = 3. 考察 置换 


pi = pOiy + sOia + BOiY 
及 (所 有 不 等 于 零 的 ) 括号 
{p(7), p(y)} = {s(z)ha()} = {8(7), 7(9)} = 50z 一 切 : 


证 明 这 个 泊 松 括号 与 (45) 相符 . 研究 由 克 莱 布 施 变量 o, yy, s, a, 6,7 的 非 唯一 性 引起 
的 “规范 群 ”. 
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30.6. 设 n= 3, 流体 满足 so = eo(p) 且 在 所 研究 的 过 程 中 炳 不 作为 场 变量 参 
与 . 设 p; = p6imp + a8;5. 研究 整体 上 引入 克 莱 布 施 变 量 p,y,a,6B 的 可 能 性 . 

对 于 任意 的 张 量 场 T(z) 可 以 引入 泊 松 括号 {p;(z),T(y)}, 想法 是 要 求 将 其 “ 洪 
结 在 内 部 ”: 我 们 要 求 对 任意 向 量 场 w 成 立 


T(z) = LT(2) 
其 中 右边 是 张 量 场 了 沿 w 的 李 导 数 . 于 是 对 如 下 形式 的 哈密 顿 函数 
a | vita 
我 们 置 
{T(z), Hy} = LyT (7). (46) 
如 果 我 们 对 (46) 再 补充 { 工 (z),T(y)} = 0, 则 我 们 就 唯一 地 完成 了 对 泊 松 括号 
的 代数 扩充 . 
特别 有 趣 的 是 人 = (HH;)(R3 中 的 一 个 闭 2- 形式 ) 为 磁场 的 情形 . 由 于 在 坐标 


变换 下 它们 将 乘 上 变换 的 雅 可 比 行列 式 , 所 以 质量 密度 和 能 量 密度 是 R? 中 的 3- 形 
式 . 它们 的 商 sp-! 是 R3 中 的 标量 . 可 以 证 明 哈 密 顿 函数 


1 5) 
HH= / (多 十 solp， 5) 十 2 ) dizx (47) 


连同 所 定义 的 括号 产生 磁 流 体 动力 学 方程 , 其 中 , 场 被 “冻结 ”在 流体 中 . 
我 们 在 这 里 考察 的 泊 松 括号 是 更 一 般 的 “微分 - 几何 ”的 泊 松 括号 的 特殊 情形 . 
定义 30.3， 对 于 一 族 场 wl(z),…. ,um(z), 它们 的 齐 次 的 微分 - 几何 括号 形式 
为 
{ww (7), ww (Y)} = gH (vu(z))Oa6(z — Y) + (uz)) ud(z — Y) (48) 
其 中 wk = B06u*(z),z = (zl Za = 1 ,ni = 1 ,Mm. 


非 齐 次 的 微分 - 几何 括号 由 下 式 给 出 : 
{ww (27), (9)} = g7 (uz)) Oa6(z — Y) + [bE (ulz))us + eI(u(z))]6(z —Y). (49) 


形 如 
KH = /oa 


的 量 自 然 地 称 为 流体 动力 学 型 的 泛 函 , 它 的 密度 h(w) 不 依赖 于 导数 ( 见 (44),(48)). 
这 样 的 哈密 顿 函数 连同 泊 松 括号 (48) 产生 流体 动力 学 型 方程 组 


vi = {vi(z), HY = a (wu (50) 


括号 (48), 流体 动力 学 型 泛 函 和 (50) 型 的 方程 在 局 部 变量 变换 w = w(v) 之 下 都 是 
不 变 的 , 因为 不 包含 导数 . 
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引 理 30.3， 在 局 部 变换 w = w(v) 下 , 所 有 的 9 好 ( 当 固 定 a 时 ) 如 同 v 空间 中 

的 (2,0) 型 张 量 一 样 变换 , 而 分 量 bw'* 则 如 同 克 里 斯 托 费 尔 符号 0 = 9giee2ie 

一 样 变换 , 如 果 gj。 非 退 化 ， 

由 莱 布 尼 茨 性 质 容易 导出 本 引 理 . 

我 们 较为 详细 地 来 考察 x 是 1 维 时 的 情形 ”= 1 (因此 gz = gl = 99). 设 
det 902 #0. 

定理 30.2. (48) 具有 泊 松 括号 的 所 有 性 质 (包括 雅 可 比 恒等式 ) 当 且 仅 当 " 度 

量 ”9%2 是 对 称 的 , 联络 Ti 与 这 个 度量 相 容 且 其 曲率 和 挠 率 都 等 于 零 . 

推论 1 形 如 (48) 的 泊 松 括号 当 = 1 时 (局 部 上 ) 由 一 个 不 变量 决定 , 即 由 度 

量 9%52 = gii(det gi 关 0) 的 符号 差 决定 . 存在 空间 中 的 局 部 坐标 使 得 gi = 

常数 , b= 0. 

我 们 不 去 证 明 这 些 结果 ; 证 明 需 要 作 一 定量 的 计算 . 可 以 证 明 当 m = 1 时 , 形 
如 (50) 的 方程 组 的 哈密 顿 性 质 连同 其 可 对 角 化 性 ( 即 矩 阵 (ai(w)) 在 整个 区 域 中 可 
sn. 足以 保证 在 某 种 精确 的 “ 刘 维 尔 * 意义 上 方程 组 (50) 的 可 积 性 . 对 于 

= 2 的 情形 (两 个 分 量 的 系统 ) 在 19 世纪 中 (大 约 从 黎 曼 开始 ) 已 经 知道 若干 结 

果 它们 可 简 述 如 下 : le 

习题 30.7. 1) 证 明 : 对 于 函数 z = z(ul,w2),t = t(wl,w?), 方程 组 (50) 是 线性 
的 ( 达 端 曲线 变换 ). 2) 证 明 : 当 m=2 时 方程 组 ， (50) 五 可 通过 局 部 变换 u(v) 对 角 化 . 

对 于 场 的 个 数 m > 2 的 情形 , 最 近 已 找到 速 端 曲 线 方法 的 推广 , 但 是 与 经 典 的 
m = 2 的 情形 相 比 , 它 在 本 质 上 要 借助 于 方程 组 的 哈密 顿 性 质 ， 我 们 来 考察 n = 1 
时 形 如 (50) 的 两 个 交换 哈密 顿 方程 组 : 


ut 一 vi (u) us, 
us 天 jz()az， 
其 中 (地 ) 是 对 角 和 矩阵 , v5 = 5ivi(w),v1 关 如 关 … 闫 vr. 于 是 wj(w) 也 是 对 角 和 矩阵 
( 试 证 之 !). 下 面 的 方程 组 : 
ws = (r+t, 其 中 wi = w’6), (51) 
决定 了 一 族 函 数 
ww (zt), ,T(z,t). (52) 


可 以 证 明 这 族 函数 (52) (它们 是 (51) 的 解 ) 满足 方程 组 wi = vi(w) 刀 . 这 就 是 广义 速 
端 曲线 方法 . 

对 于 n= 1 时 的 非 齐 次 括号 (49) 及 条 件 det g5 关 0, 成 并 

定理 30.3， 量 cz (w) 的 形式 为 


Ci (wu) = cg + eo, (53) 
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其 中 , 在 成 立 95 = 常数 , b% = 0 的 坐标 wu* 中 , cp = 常数 ,cy = 常数 .此 外 , (ck) 
是 基 灵 度量 为 %5 的 半 单 李 代数 的 结构 常数 张 量 , 而 (cj) 则 是 这 个 李 代数 上 的 上 闭 
链 , 即 成 立 恒等式 
ciscik + cfsci + edscki = 0. (54) 
在 成 立 %5= 常数 , 5 = 0 的 坐标 系 中 完成 这 个 定理 的 证 明 并 不 复杂 . 我 们 在 这 
里 不 去 研究 高 维 的 情形 以 及 这 个 定理 的 推广 . 
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831. 广义 相对 论 (OTO) 中 的 某 些 流 形 


1. 问题 的 表达 


从 几何 学 观点 来 看 , 广义 相对 论 的 问题 就 是 寻找 4 维 流 形 M4, 它 具 有 符号 差 为 

(+ 一 一 一 ) 的 度量 gs 且 满 足 爱 因 斯 坦 方程 

Ros 一 > Rga = 7 cb (1) 
其 中 ZT。 是 介质 的 能 量 - 动量 张 量 . 从 最 一 般 的 观点 来 看 , 对 张 量 Ts 只 有 一 个 限 
制 : 如 果 & = (€*) 是 任意 的 类 时 间 量 , Ee£8go。> 0, 则 应 成 并 Tbto6 > 0 (能 量 密度 
非 负 性 条 件 ). 

实际 上 本 章 中 我 们 将 只 考察 所 谓 的 流体 动力 学 的 能 量 - 动量 张 量 ( 见 卷 1， 
§39.4) 

Too = (P+ Ee)Uadp — pqab, (2) 
它 对 于 揭示 大 质量 物体 的 引力 场 是 重要 的 ; 在 这 里 w = (w。) 是 4 元 速度 问 量 , (wu) = 
1,p 是 压强 , s 是 能 量 密度 . 

一 般 来 说 , 对 方程 (1) 的 分 析 是 十 分 复杂 的 任务 . 但 是 在 一 些 场合 , 如 果 能 找到 
某 个 度量 , 它 容 有 较 大 的 作用 在 M4 上 的 运动 群 G, 则 方程 (1) 在 适当 的 坐标 系 中 
就 可 化 为 相对 简单 的 形式 , 结果 就 可 以 精确 地 解 出 , 至 少 可 以 对 它 作 定性 的 研究 . 这 
种 情形 中 也 总 会 出 现 这 样 的 问题 , 即 我 们 找到 的 解 在 多 大 范围 中 适用 , 是 在 整个 M4 
上 还 是 仅仅 在 其 中 的 一 个 区 域 上 适用 ? 其 中 一 个 最 简单 但 非常 基本 的 情形 , 即 纯 坐 
标 方法 只 产生 M4 的 一 个 区 域 的 情形 是 点 质量 场 的 相对 论 的 类 比 物 一 一 “ 施 瓦 茨 廊 
尔 德 解 ”( 见 卷 1, 839.3). 
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我 们 给 出 某 些 定义 . 
定义 31.1. M4 上 的 函数 f(z) 在 点 ze M 处 称 为 a) 类 时 的 ; b) 类 空 的 ; c) 类 
光 的 或 迷 向 的 , 如 果 : 


a) 9 oy 上 5 > 0, 即 (Vf,Vf) > 


b) gw 各 <0, 即 (V/V) < 


a of of 
c) 9 =0, Bp (Vf,vf)=0. 
这 里 Vf = grad f (f 的 梯度 ). 

例如 , 如 果 f(z) = z2, 则 


ab of of aa 


VV Orzo OTe 


标量 平方 (Vf,Vf) 将 常 记 为 gfi. 


2. 球 对 称 解 

定义 31.2， 具 爱 因 斯 坦 度 量 gp 的 流 形 M4 称 为 球 对 称 的 , 如 果 它 具有 轨道 为 

2 维 球面 52? 的 运动 群 G = SO(3). (保持 “时 间 ” 坐 标 不 动 的 “空间 ”旋转 是 最 

简单 的 类 似 SO(3) 变换 的 例子 .) 

这 些 轨道 显然 是 类 空 的 ( 即 在 S? 上 的 任意 处 的 所 有 非 零 切 向 量 ¢ = (&*) 满足 
gab&°*&t < 0), 因为 球面 9 上 每 点 处 群 SO(3) 的 迷 向 子 群 迷 向 地 作用 在 该 点 的 切 空 
间 上 , 而 同时 类 时 方向 是 一 维 的 . 

我 们 用 M? 表示 商 空 间 M4/SO(3), 它 是 一 个 2 维 的 参数 空间 , 用 来 对 群 的 轨 
道 编 号 . 我 们 得 到 一 个 纤维 从 

np: M4— M2, (3) 
纤维 为 52 = p-1(x),x € M?, 其 中 5? 是 群 50(3) 在 M4 上 的 轨道 , 纤维 从 (3) 上 有 
联络 : 这 个 联络 的 水 平方 向 按 定义 (关于 度量 gs) 正 交 于 纤维 (SO(3) 的 轨道 ). 

引 理 31.1. 这 个 联络 是 平凡 的 , 即 是 可 积 的 . 

证 明 考察 点 ye M4. 设 矿 , C 50(3) 是 点 y 的 迷 向 群 . 在 群 SO(3) 的 轨道 上 
群 肪 , 的 不 动 点 y 是 孤立 点 , 从 而 群 五 , 的 不 动 点 组 成 M4 中 的 一 张 与 纤维 正 交 的 
2 维 曲 面 (积分 曲面 ). 引 理 得 证 . 口 

设 UC M? 是 底 上 的 点 ze M? 的 一 个 邻 域 , 其 中 坐标 为 7, R, 度量 形式 为 


good7 + gi1dR’, goo > 0,g11 < 0, (4) 


( 即 > 与 R 是 正 交 的 ). 在 M? 的 (小 ) 区 域 中 总 可 取 到 这 样 的 坐标 . 设 9,w 是 球面 
52 上 的 标准 坐标 , 使 用 这 种 坐标 单位 球面 上 的 度量 为 422 = db2 + sin2 gdp2, 它 关于 
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SO(3) 是 不 变 的 . 由 引 理 31.1, 在 整个 区 域 p-1(U) Cc M4 中 可 引进 坐标 +, R,9,% 使 
得 爱 因 斯 坦 度量 形式 为 


g0od7 + gl1dR* 一 rd22， r=7(R,7), (5) 


其 中 goo 和 gil 只 依赖 于 (R,7) 而 7 是 “轨道 的 大 小 ". 由 引 理 31.1, 公式 (5) 局 部 
地 给 出 了 M4 上 的 一 般 的 5O(3) 对 称 度量 , 因为 底 M2 上 的 度量 总 可 以 表达 成 形 
式 (4). : 

在 推导 Ts = 0 的 爱 因 斯 坦 方程 的 施 瓦 蒋 席 尔 德 解 时 , 我 们 假定 ( 设 c = 1) 


Tt 三? (6) 


并 得 到 了 下 列 形 式 的 解答 ( 见 卷 1,839.3) 
goo = 工 一 一， 911 = -一 5 (7) 


7 


这 个 公式 仅 在 > > a (“外 部 观测 者 所 在 的 区 域 ") 中 才 是 正确 的 . 当 7 < a 时 , 也 可 以 
形式 上 考察 这 个 公式 . 这 时 我 们 有 : 

a) 函数 > (半径 坐标 ) 是 类 时 的 : or = 9l > 0; 

b) 函数 上 (时 间 坐 标 ) 是 类 空 的 : g# = g% < 0. 

当 7 从 外 部 区 域 趋 于 a 时 , 我 们 有 


gr 一 0， 匀 一 co 7 一 4. 


于 是 , M4 上 的 函数 上当” = a 时 一 般 是 无 意义 的 . 如 果 有 意义 , 则 在 > = a 上 函数 
r 是 迷 向 的 . 虽然 公式 (7) 表明 当 + = a 时 , 坐标 t,7,9, yp 本身 没有 意义 , 但 是 底 M? 
上 的 坐标 7, R 可 以 以 不 同 于 施 瓦 茨 席 尔 德 解 (7) 中 的 方式 来 选取 . 在 解 “ 空 ”空间 
( 即 不 存在 介质 的 空间 ) 中 的 爱 因 斯 坦 方程 


1 
Ro 一 5 Rgab 一 0 (8) 


或 Re=0 时 ( 见 卷 1, 837.4), 不 失 一 般 性 , 我 们 可 以 选取 7 使 得 goo = 1. 这 种 选取 
可 以 做 到 , 因为 在 底 M? 上 符号 为 (+, -) 的 任何 度量 在 适当 的 坐标 系 中 总 可 取 (4) 
的 形式 , 从 而 进一步 的 坐标 变换 可 将 它 变 换 成 形 如 dT? + gi1d4R?,g11 < 0. 于 是 , 使 
用 局 部 坐标 7, R,9,y 可 假定 度量 为 


dr2 十 gildR2 — r2(d0? + sin? gdwp2)， (9) 


其 中 函数 7+ 和 gi 只 依赖 于 R 和 r+， 解 方程 (8) 没有 多 大 困难 . 如 果 按 一 般 公式 
( 见 卷 1, 829,830) 写 出 Fe 和 Ros, 我 们 就 得 到 用 参数 v, 和 ,1 表达 的 方程 ( 见 后 面 
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的 (17)) 
900 一 es 9011 一 e^， 站 一 es 
5 (10) 
Bs Ey go00 三 1. 
解 可 以 方便 地 写成 参数 形式 
1/R? 
- SS ( 握 十 1 (1 — cos7), 
1/R? 4 1 
了 (在 (7 — 7 + sin”), WW 
On 27 


“ 克 鲁 斯 卡尔 流 形 ”M4 的 结构 如 图 115 所 示 . 在 > = 0 上 群 SO(3) 的 轨道 变 为 一 些 
点 . 在 这 些 点 上 , M4 的 度量 有 奇 性 . 在 区 域 I( 施 瓦 茨 席 尔 德 区 域 ) 中 的 外 部 观测 者 
的 世界 线形 如 


7 一 70 >Q，， 一 oo<<t< 十 co， 


(12) 
0 = 00， o = po-: 


和 人 II 1 外 部 图 115 (R,7T) 平面 . 阴影 线 部 分 是 “无 意义 ”区 


有 域 + < 0. 实 曲线 表 示 水 平 曲线 7(R,7) = 
条 有 虚线 表示 , 水 平 曲线 t(R,7)= 常数 . 在 + = a 处 ， 
区 国政 总: 除了 这 两 条 线 的 交点 (鞍点 ) 外 , 我 们 有 |i| = oo 
Wt 在 交点 处 t 没有 定义 , 因为 所 有 的 水 平 曲线 t = 
常数 收敛 于 该 点 . 点 + = 0, R = 0 是 鞍点 ; 在 
该 点 宁 = -= = 0. 在 曲线 + = a 上 我 们 有 
(Vr, Vr) = 0. 区 域 1 和 了 是 等 距 的 (R 一 一 已 ); 

区 域 三 和 了 也 是 等 距 的 (7 一 一 7). 


外 部 观测 者 可 以 从 区 域 I 中 接收 到 信和 号 , 但 无 法 将 信号 反 向 传送 进 I (“ 白 洞 "). 与 
此 相反 , 外 部 观测 者 可 以 将 信号 传送 进 区 域 I, 却 无 法 从 工 中 接收 到 信号 (“黑洞 "). 
对 于 I 工 和 I, 无 论 是 接收 还 是 传送 信和 号 都 是 不 可 能 的 . 它们 独立 地 刻画 了 (7, R) 平 
面 上 的 光 锥 . 

元 鲁 斯 卡尔 - 施 瓦 茨 席 尔 德 解 对 于 球 对 称 物 体 的 韧 缩 问题 ( 坪 缩 中 的 星球 或 
“ 夫 缩 星 ?") 有 重要 的 应 用 . 考察 形 如 图 116 所 示 的 坐标 平面 +, R (9,% 任意 ) 中 质点 
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的 类 时 世界 线 y. 对 所 有 的 9, yp, 这 些 世 界线 y 的 集合 组 成 一 张 3 维 曲 面 SC M4， 
它 将 M4 分 成 两 个 区 域 : 4 一 内 部 和 B 一 内 部 . 星球 的 十 缩 将 用 方程 (1) 的 具有 下 
列 性 质 的 球 对 称 解 描述 : 


a) 在 区 域 4 中 ，gos 与 克 鲁 斯 卡尔 流 形 中 的 相同 ， 即 此 时 
Rap = 0; 


| 


i 
Sa: 


以 
SN 


LR 


心 


b) 在 区 域 B 中 , goo 满足 带 有 流体 动力 学 能 量 - 动量 张 量 (2) 
的 方程 (1), 此 时 “ 物 态 方程 ”由 < = s(p) 给 出 ; 


c) 星球 的 边界 ((7, R) 平面 上 的 曲线 7) 当 t+ 一 +ee 时 相交 
于 “视界 "r = a, 其 上 gr = 0; 当 上 一 -ooe 时 星球 边界 则 一 次 也 
不 会 与 地 平 线 相交 . 


| 


一 -一 一 门 
一 

一 

人 


tllll 


因此 , 我 们 需要 在 区 域 B 中 解 方程 (1), 其 中 Ts。 关 0. 由 球 
对 称 性 导出 非 零 项 只 有 


加 


~ 


ps 


T=éT,T,To = —y. 


S ttt | 


(13) 
我 们 选取 伴随 坐标 系 , 其 中 = (10)) 11 = 于 =0. 则 


T9 =e,Ti= 7 =0,T° = 一 D， (14) 
度量 仍然 形 如 (5). 


注 一 般 来 说 , 其 中 时 间 坐 标 > 正 交 于 坐标 空间 R,9,o% 的 伴随 坐标 系 不 是 “ 同 
时 的 ”, 即 goo 冯 1. 


守恒 律 Ve78 = 0 给 出 : 如 果 goo = e”,g11 = 一 e ,7? = er*, 则 


es (15) 
由 此 立即 导出 


—g1174 = exp 1-2/ | exp $(R), 
, (16) 
go =exp { -2 { se ) ep vlr) 


其 中 8(R) 和 Vw(r) 是 任意 函数 ,如何 选取 这 些 函数 会 影响 对 坐标 >, 的 选取 . 在 
(16) 中 尽 可 能 适当 地 选取 函数 4(R) 和 w(r) 从 而 确定 局 部 坐标 7, R, 并 可 从 方程 (1) 
中 消去 e,p. 


在 坐标 系 y= 7,y! = R,y = 0, = yp 中 计算 出 Rs 和 Ie 后 ,方程 (1) 化 为 
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下 列 形式 : 
87G 1 ] 三 DA jp Ee he 3 .3 = 
有 (每 + 几 e L ad ek; 
b) 二 7 = erA(2r 十 zj2 十 2 军 1 本 poy = 1 ) 十 
1 人 
ze Wt M2 2 pe); (17) 
BHO, Rn DN NN 
C) La 20 = C C tik 9 二 全 A eh 


87G 1 ed , 
d) 70 一 3e (2p 二 LM > A 一 vj). 


我 们 用 (Vr, Vr) = grr = 1- - 定义 函数 a = a(7, R). 对 于 施 瓦 芯 席 尔 德 解 我 
们 有 a = 常数 = 2MG/e?, 其 中 M 是 物体 的 质量 . 在 一 般 情形 , 方程 
a(7, R) = 7(7, R) (18) 


给 出 “视界 ”g”” = 0, 在 那里 x(7, RR) 成 为 迷 向 函数 , (Vr, Vr) = 0. 
注 ” 爱 因 斯 坦 方程 ( 见 (17)) (经 借助 (16) 及 $=wy=0 消去 TI=7T2=--p 和 
7T9 = s 并 接着 消去 v 后 ) 可 以 由 下 面 的 “2 维 场 论 ”的 拉 格 朗 日 函数 得 到 


§= | haRar, 
其 中 A 4(A ,MN, pb, A 1) 二 1 十 2 十 U. 
AL / / / R= 1 
7T1 = 一 本 十 AAA 十 21) | exp A+(h+1)p 


ot k—1 
275 (与 tn) exp {3 M+ AA) 0 = 2erp {A kyl 


2 
其 中 是 常数 . 在 卷 1 837 中 对 泛 函 5 定义 的 形式 上 的 能 量 - 动量 张 量 取 下 列 形式 : 
Tn - -1+jes 1 二 42 一 -1 一 局， 
71 = -的 = 
T1 = Re 十 0 = se *(2p + jp ~ Mp — (kX + 2kp)p), 
70 = 十 9 Te 


共 流 体 动力 学 的 能 量 - 动量 张 量 的 球 对 称 物体 的 爱 因 斯 坦 方程 (17) 等 价 于 在 曲面 
24 = 7T9 =0 上 拉 格 朗 日 函数 4 的 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 55 = 0. 对 于 研究 不 依赖 于 


. 266 . 第 八 章 ”高 维 变 分 问题 解 和 的 整体 结构 


+ 二 &0 或 R= él 的 解 , 使 用 泛 函 5 是 很 方便 的 . 如 果 入 尖 0,X 夭 0 太夫 0, 太 天 0, 则 
方程 中 = 如 = 0 可 解 出 , 爱 因 斯 坦 方程 (17) 化 为 一 阶 方程 组 (24). 
由 函数 a(7, R) 的 定义 我 们 有 


人 om () "(六 2 
a=7( 7r, V7))=7|1-—9g = 一 9 区 : 
结果 , 像 通常 那样 令 goo = er,gii = 一 e^,7? = et, 我 们 就 得 到 

Qa 一 ek (~ Te 2 je ) 


由 此 及 方程 (17) (连同 TI = 72 = 一 p, 7T8 = e) 推出 ( 试 证 之 !) 


Oa(7, R) » Or 87G 
rr ?ere 
(19) 
Oa 2Or 8mG 
BR 88 oA’ 


其 中 。 和 p 由 度量 关系 (16) 联系 . 因为 。 是 能 量 密度 , 物体 在 r = m = 常数 时 的 能 
量 由 下 式 确定 


a 一 | evorigagsaldRdede = | srerreV2aR. 


TT 三 TO T 二 TO 


但 是 , 由 (19) 明显 可 见 下 面 的 量 


Ei = / 47rer2dr = / tner? HrdR (20) 
是 方程 组 的 积分 且 在 曲面 及 = 70 = 0 上 重合 于 由 拉 格 朗 日 函数 4 决定 的 系统 的 
哈密 顿 函数 . 因此 , 我 们 得 到 “引力 能 量 亏 损 ” 


Es 坟 总- 
考察 p = 0 的 情形 ( 尘 云 现 象 ). 从 (19) 的 第 一 个 方程 和 (16) 的 第 二 个 方程 可 得 
二 a(R); 000 二 常数 . (21) 


设 go = 1. 从 (16) 的 第 一 个 方程 导出 ga = -5, 并 将 (19) 的 第 二 个 方程 中 < 的 
表达 式 代入 可 得 
ER 
nn) 
由 此 及 a 的 定义 (g%" = 1) 可 得 


二 
1 Sg + gr = (a) (EE) ， 
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最 后 有 
F= 主 /1 a) ,amy (He) . (22) 


这 个 方程 经 一 次 积分 即 可 积 出 并 给 出 熟知 的 “ 托 尔 曼 解 ”, 将 导致 尘 云 物质 或 者 藤 缩 
或 者 膨胀 , 因为 如 果 度量 无 奇 性 , 7 在 1 - = > 0 时 不 可 能 改变 符号 . 在 视界 外 部 我 


们 有 : 
六 二 土 一 土 V9grr 十 |91772| 和 0,977 > 0. (23) 
由 此 导出 , 当 在 视界 外 部 不 出 现 度量 和 能 量 密度 (0 < s < oo) 的 奇 性 时 , 量 + 不 会 
变 号 . 
对 于 p = ke,0 < kk < 1 时 的 较 一 般 的 方程 (19), 如 果 $= 少 =0, 则 由 (16) 我 
们 有 


> .8TC 
t= 一 2 一人， 
C 
a’ = er2r’ >, (24) 


1 — ~ 2enr _ rr4ert 
7 
消去 s, 我 们 将 方程 写成 
六 二 土 VgB(mrr0a,a') = 土 V(grr + |r2rterti|)e- tI 


d= hk VG, 0O<k<1. 


(25) 


于 是 , 如 果 给 定 r(0, R) 和 a(0, R), 则 解 ( 除 7 的 符号 外 ) 就 完全 地 确定 了 .在 视界 
(9 > 0) 外 部 , 我 们 有 与 p = 0 的 情形 相同 的 结论 : 由 于 5 > 9 > 0,7 的 符号 不 会 
改变 . 

绪论 ”如果 度 量 及 能 量 密度 < > 0 无 奇 性 , 则 物质 或 者 单调 地 声 缩 或 者 单调 地 

膨胀 . 

注 a) 当 物 态 方程 是 “极限 刚性 的 ", 即 & = 1 时 , (24) 的 最 后 一 个 方程 有 更 简 
单 的 形式 , 即 

人 去 (Pr (26) 


b) 当 yp = 三 0 时 ,方程 (24) 关于 伸缩 变换 群 


7 一 Er，a a, To QT7, (27 
Ro 0R, 7 2D 一 T2， | 


是 不 变 的 , 其 中 全 6- 误 ,7 一? 
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还 可 以 寻找 所 谓 的 “ 自 相似 ” 解 ， 即 在 这 个 群 的 形 如 a = fp',€ = br,y = 
9 + 久 的 单 参数 子 群 下 不 变 的 解 ， 其 中 是 菜 个 参数 ， 这 种 不 变 解 的 形 


式 为 


r= Erri(A),a = Rra(N),e = R- ?Ye(N),A = By: (28) 


方程 (24) 仅 当 s = Tt “ 时 有 形 如 (28) 的 解 . 在 这 个 情形 , 方程 (24) 定义 了 一 个 
常 微 分 方程 组 (动力 系统 ) 
d dri 8TrCG 
下 一 kewr? i 
eh Maal Se A _ A 8rC 
YC1 SA = clr1 TT1 OA eA! 
> = (有 < — (mr -2 4 4 


对 于 静态 解 ( 即 不 依赖 于 7 的 解 ) 和 不 依赖 于 R 的 解 的 研究 也 导致 动力 系统 , 我 们 
不 在 这 里 深入 . 

可 以 这 样 来 设 定 方程 (24) 的 边 值 问题 . 在 初始 时 刻 + = 0 我 们 要 求解 满足 下 列 
条 件 : 

a) 7' > 0,a' > 0 (第 一 个 条 件 意 味 着 球面 形 纤 维 可 以 按 半径 7 排序 , 而 第 二 个 条 
件 则 由 第 一 个 条 件 及 s > 0 立即 可 从 (24) 的 第 二 个 方程 中 导出 ). 

b) 如 果 伴 随 坐 标 R 的 取 值 范围 为 Re < R < 
Ri(Ri 可 以 是 +o0), 则 此 时 7 的 变化 范围 为 0 < 
r < oo, 而 a 从 0 到 ao; 于 是 , 在 边界 上 必须 有 
r(Ro,0) = 7(Ro) = 0,a(Ro,0) = a(Ro) = 0 且 当 
RR 一 Ri 时 7 一 o0,0 一 a0. 关于 R 的 区 间 可 以 


是 无 限 的 (这 不 是 实质 性 的 ). 方程 (24) 总 是 对 的 ，“ 
但 仅 当 e 关 0,7' 关 0,7 关 0 时 才 等 价 于 方程 (17).， 0 
当 -oo 时 由 此 导出 < 0, 结果 这 个 区 间 收 敛 : “ 2 人 
= SC [rR Blx 涡 数 < in 

Ro 


c) 当 7 = 0 时 必须 有 7(R) = 7(R,0) > a(R), 其 中 R > Ro. 这 个 条 件 产 生 于 这 
个 要 求 : 在 初始 时 刻 + = 0 时 所 有 的 物质 都 是 可 观测 到 的 (图 117). 
3. 轴 对 称 解 


现在 考察 爱 因 斯 坦 方程 的 轴 对 称 静 态 解 , 即 所 谓 的 “ 克 尔 解 ”, 它 刻 画 了 “旋转 
黑洞 ”的 引力 场 . 
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定义 31.3， 流 形 M4 上 符号 为 (+ - --) 的 度量 gus 称 轴 对 称 的 和 静态 的 , 如 

果 在 某 个 局 部 坐标 系 中 它 不 依赖 于 时 间 上 和 一 个 (类 空 的 ) 角 坐 标 0 < yp < 27; 

或 者 换 种 说 法 , 如 果 交 换 群 G = RR x S51 作为 运动 群 作用 在 流 形 M4 上 , 其 中 轨 

道 R x {so} 是 类 时 的 , 而 轨道 {to} x 5S1 则 是 类 空 的 . 

在 空空 间 (Ts, = 0) 中 方程 (1) 的 克 尔 解 在 用 tr,0,o 表示 的 坐标 系 中 由 下 式 定 
义 (c=1,G=1) 


ds = dt? — [dr? + 2a sin? bdrdyp + (7? + a?)sin? gdp? 十 
2 
02dg2 十 (dr + gasin? gdy + dt)2], (29) 
其 中 p? = 7? 十 a?cos29,m = 常数 (旋转 体 的 质量 ), a = 常数 . 通常 的 笛 卡 儿 坐 标 
7z,y,zZ € Rs 的 形式 为 
T= Vr?+a?sinObcos le — arctan =~) ; 
Y = Vr + a singsin (¢ 一 arctan ， (30) 


2 一 rcos0 0<0O&A, Oy < 27. 


于 是 , 水 平 曲面 7 = 常数 ,上 = to 是 沿 z 轴 变 扁 的 椭 球 面 . 另 一 方面 , 曲面 9 = 600,t = 
to 是 单 叶 双 曲面 : 


zx2 + wy? 2 加 
ca2sin2 Oo a2cos?00 | WD 
特别 , 如 同 后 面 可 看 到 的 那样 , 坐标 > 可 以 是 负 的 . 
我 们 记 
4 一 7r2 一 27nr 十 a2， 
dr 
dp”* = dy 十 a 


在 新 的 坐标 t#*,7,9,p* 中 , 度量 (29) 的 形式 为 ( 试 证 之 !) 


2mr 


2 
ds = (dt*)2— dr? — pd0? + (r?2 +a?)sin? 0(dp*)?— 7 一 (asin2 Gdyp* + dt*)*. (33) 


群 G 的 作用 方式 为 
t* 一 十 常数 ,gp* 一 p* 十 常数 . 


当 g =0 时 由 公式 (33) 得 到 施 瓦 茨 席 尔 德 度量 (6),(7). 
习题 31.1. 证 明 : 当 m = 0 时 度量 (33) 等 价 于 闵可夫 斯 基 度量 . 


270 ， 第 八 章 ”高 维 变 分 问题 解 的 整体 结构 


对 于 度量 (33) 的 非 零 项 g% 我 们 有 (c= 1,G = 1) 


«4 1 
gtt ee ee We 
a 忆 人 (34) 
_ 90 - 二 1 (1 _ 2mr 人 4mra 
02 4sin26 p2 人 024 


如 施 瓦 菊 席 尔 德 解 一 样 , 地 平 线 由 条 件 g%” = 0 定义 , 由 (34), 这 等 价 于 4 = 0, 即 


A=7?—2mr++a’=0, (35 
r+ 二 mM 土 Vm? 一 az. ) 
这 里 有 两 种 情形 : 

1) a > m, 这 时 根 >+ 是 复 根 ; 

2) a < m, 这 时 根 >+ 是 正 实 根 . 

我 们 先 分 析 情 形 1) ( 它 称 为 快速 旋转 , 因为 量 ma, 在 某 种 意义 上 , 度量 了 物体 的 
角 动 量 ). 此 时 , 对 实 的 7, 4 关 0. 因而 度量 (33) 总 有 意义 . 由 于 对 所 有 的 ", 9 < 0， 
所 以 视界 不 存在 . 我 们 总 有 gtt > 0. 当 r = 0,cos?9 = 0(t*,w* 任意 ) 时 , 度量 有 奇 
点 . 在 坐标 z,y, z 中 , 奇 点 集 由 下 列 方程 给 出 : 

7 十 y= 二 0a?,z 二 0,t* 任 意 . (36) 

因为 从 外 部 可 观测 到 奇 点 , 这 种 奇 点 称 为 “ 裸 奇 点 ”. 方程 yp ” = 0 给 出 


r2 一 27ny +a2cos20=0ir 王 你 土 Vrmn2 一 a2cos20. 


这 称 为 “ 饥 历 球面 在 遍历 球面 内 部 ( 即 在 r? - 2mr +o“cos20 < 0 的 后 处 ) 函数 
2* 的 梯度 是 类 时 的 , 在 遍历 球面 外 部 它 当然 是 类 空 的 . 
在 区 域 


2 
中 yp* 坐标 曲线 (r = 常数 , 9 = 常数 , t* = 常数 ) 是 类 时 闭 曲 线 . 当 cosg = 0 ( 即 
de 2) 时 , 它 就 是 曲线 r? = r2 < ma. 
现在 考察 情形 2) (a < m). 外 部 观测 者 的 区 域 为 


omra? sin?0 
goes sin? (r+ ot >0 (37) 


(1) r>m+ Vm -a=ri; (38) 
我 们 注意 在 这 个 区 域 中 7 是 类 空 的 . 我 们 还 有 区 域 

(了 r_ <r<r (39) 
(r 是 类 时 的 )， 


( 正 ) 一 Oo <7 <7- (40) 
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( 是 类 空 的 ). 如 果 从 区 域 I 中 7 一 >, 则 gt 一 00. 因此 外 部 观测 者 的 时 间 t* 只 
在 区 域 I 中 有 意义 . 当 7 = r+ ( 即 在 视界 上 ), 坐标 > 是 类 光 的 . 


因为 ri > 0, 度量 的 所 有 奇 点 (r = 0,6 = 2 的 任意 ) 都 位 于 区 域 正 中. 在 区 


域 五 中 gp* 的 变化 轨 线 (r = ro < 0,6 = 常数 , t*= 常数 ) 是 类 时 闭 曲线 ( 试 证 之 !). 

由 粘 合 形 如 ], I, 耳 的 区 域 来 得 到 整个 流 形 M4 的 构造 过 程 可 以 类 似 于 克 和 鲁 斯 卡 
尔 流 形 那样 完成 ( 见 (11) 和 图 115). 1) 对 于 7 一 >; 处 的 区 域 I 可 以 附加 两 个 工 型 
区 域 ( 像 施 瓦 茨 席 尔 德 解 那样 , 在 t 一 -oo 处 , 一 个 “ 白 洞 ” 而 在 t 一 +o0 处 , 一 个 
“黑洞 >); 2) 对 于 型 区 域 可 以 附加 : a) 两 个 焉 型 区 域 , 在 一 + 处,b) 两 个 工 型 
区 域 , 在 7 一 r+ 处 ; 3) 对 于 亚 型 区 域 可 以 在 7 一 +， 处 附加 两 个 了 型 区 域 . 所 述 的 
粘 如 图 118 所 示 . 


局 部 华 标 系 信 ,WW ee AR 


WW 
Mum 
ou 


KI》 IH 
GO um 
i rr RA" 

r=—r, 


二 一 Co r= 
I 型 区 域 II 


(r 的 水 平 曲线 ) 
r=r_. 


和 


J /=—% 


图 118 
在 每 一 个 1 一 王 型 (VW%) 和 开 一 下 型 (Wi,) 的 四 边 形 中 的 坐标 ( 见 图 118) 类 似 于 
克 鲁 斯 卡尔 坐标 ( 见 图 115). 然而 , 完成 这 种 粘 合 所 需 的 分 析 是 相当 宛 长 的 . 不 过 ， 
Wn+1 的 变换 B 是 运动 (等 距 ). 因此 我 们 可 以 构造 “ 非 单 连通 的 克 尔 解 " 如 果 对 任 
意 点 Ze M4, 令 
M’ = M4/B. 
沿 指 癌 未 来 的 类 时 曲线 可 能 的 转移 如 下 : 
区 域 (Vn, 1) 区 域 (Wn+1, I) 二 区 域 (V;， H), 
区 域 (Wi, 了) 一 区 域 (Vi, 了)， 
区 域 (HP , 了) 一 区 域 (Wi,, 了 对 区 域 (了 
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于 是 , 在 非 连通 流 形 下 ”中 存在 始点 和 终点 均 在 外 部 观测 者 的 区 域 I 中 的 类 似 
闭路 . 

注 施 瓦 茨 席 尔 德 解 和 情形 2) 中 的 克 尔 解 具有 这 样 的 性 质 : 视界 曲面 上 不 存 
在 M4 中 度量 的 奇 点 ， 也 就 是 说 , 在 这 些 解 中 不 存在 “ 裸 奇 点 ", 即 不 存在 那 种 可 以 
直接 观测 到 的 奇 点 . 有 定理 证 明了 在 爱 因 斯 坦 方 程 Re。 = 0 的 具有 这 种 性 质 的 解 的 
某 些 特定 类 中 这 种 度量 的 唯一 性 : 施 瓦 茨 席 尔 德 解 是 在 坐标 z,y, z, 上 中 goa = 0, 当 
r 一 oo 时 是 渐 近 平凡 的 且 在 (z,y z) 空间 中 有 非 奇 异 的 视界 曲面 而 在 视界 曲面 外 有 
定义 的 静态 度量 中 的 唯一 解 ; 克 尔 度量 则 是 go 关 0, 在 视界 曲面 外 非 奇 异 的 静态 度 
量 中 的 唯一 解 . 我 们 不 在 这 里 证 明 这 些 重 要 的 唯一 性 定理 . 

存在 这 样 的 假设 , 根据 这 个 假设 任何 有 限量 的 壕 缩 物质 当 + 一 oo 时 其 周围 的 度 
量 将 渐 近 于 施 瓦 茨 席 尔 德 度量 或 克 尔 度量 (在 外 部 观测 者 区 域 中 ). 此 时 已 假定 (在 
ti=0 时 的 ) 初始 度量 无 奇 性 . 


4， 宇宙 模型 


广义 相对 论 (OTO) 的 另 一 类 问题 涉及 演化 模型 的 构造 及 其 性 质 的 研究 . 这 些 模 
型 可 能 会 对 于 整个 宇宙 的 大 范围 度量 的 演化 给 出 一 些 明 确 的 解释 . 与 之 相应 的 具 度 
量 go。 的 4 维 流 形 M4 称 为 宇宙 模型 . 由 于 不 可 能 系统 表述 在 这 些 情形 下 爱 因 斯 坦 
方程 通用 的 边界 条 件 , 我 们 将 限于 考察 所 谓 的 均匀 的 宇宙 模型 ,其 中 假定 在 空间 的 
一 切 点 处 (在 给 定 的 时 刻 ) 度量 在 某 种 意义 上 是 相同 的 . 这 可 以 更 精确 地 表达 如 下 . 
定义 31.4， 具 满足 爱 因 斯 坦 方 程 (1) 的 度量 go。 的 4 维 流 形 M4 称 为 均匀 字 
害 模型 , 如 果 其 上 已 给 定 一 个 ( 左 作 用 于 M4 上 的 ) 运动 群 G 且 G 的 轨道 是 3 
维 类 空 的 . 


今后 我 们 总 选取 局 部 坐标 使 得 zl, zx?, zx3 方向 与 群 G 的 轨道 相 切 (它们 称 为 “ 空 
间 方 向 ”), 而 “时 间 ” 坐 标 z0 的 方向 横 截 群 G 的 轨道 . 如 果 坐 标 z0 = ct 与 轨道 正 交 
且 go = 1, 则 这 个 坐标 系 称 为 同时 坐标 系 . 我 们 将 基本 上 在 同时 坐标 系 中 研究 均匀 
模型 . 最 一 般 的 均匀 模型 应 该 具有 3 维 的 运动 群 G (它们 的 李 代数 分 类 在 卷 1, 824 
中 已 完成 ). 

全 体 轨 道 组 成 一 个 1 维 流 形 Ni (“时 间 轴 ”). 我 们 有 自然 的 映射 


p: MN, 


它 的 纤维 p-1(to) 是 群 G 的 轨道 ， 取 定时 间 轴 , 例如 取 定 一 个 同时 从 标 系 , 就 在 
这 个 纤维 从 中 引进 了 联络 ， 由 于 底 Ni 是 1 维 的 , 所 以 这 个 联络 不 存在 曲率 ( 见 
824.2, 825.3). 设 群 G 是 3 维 的 . 在 这 种 情形 , 不 难 取 定 流 形 M4 的 度量 表示 : 考察 
左 不 变 向 量 场 (不 要 将 它们 与 群 G 的 生成 元 混 消 ) Xo, Xi, XX2, Xa, 其 中 Xo 横 截 群 
G 的 轨道 , 而 Xi, 义 2, Xs 与 轨道 相 切 , 我 们 再 加 上 一 个 要 求 : 向 量 场 Xo, Xa 的 换 位 
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子 的 形式 为 (a, 6 = 1,2,3): 
[Xo, 六 a| = 0， [Xo, Xa] Cup 大 Ti (41) 


这 里 的 C7 是 群 G 的 李 代数 的 结构 常数 , 与 时 间 无 关 . 此 外 , (在 同时 坐标 系 中 ) 我 
们 要 求 Xo 正 交 于 群 的 轨道 且 (Xo, Xo) = 1. 在 这 种 情形 , 可 以 选取 坐标 轴 的 方向 沿 
着 这 些 向 量 场 的 局 部 同时 坐标 系 使 得 度量 的 分 量 为 - 


dab 一 (Xa, Xo), 900 一 ]; 90a 二 0, a > 1,2,3. (42) 


由 于 模型 是 均匀 的 , 分 量 gs 只 依赖 于 时 间 t, 其 中 时 间 曲 线 沿 着 向 量 场 Xo 走 . 

具有 流体 动力 学 的 能 量 - 动量 张 量 Ts = (p +e)uaus - pgub 的 爱 因 斯 坦 方程 就 
成 为 关于 分 量 gos(t) 的 一 个 二 阶 常 微分 方程 组 , 只 要 我 们 在 它们 当中 利用 守恒 律 和 
以 下 关系 消去 ww se,p: 

Valyp =0, (u, wu) = 1,p= pe). (43) 
像 以 前 一 样 , 我 们 假定 p = ke, 其 中 0 < k < 1 (特别 有 趣 的 情形 是 pz= 0 和 p = </3， 
此 时 Te = 0). 经 过 这 些 消 元 后 我 们 得 到 12 维 的 相 空间 (gag(t), gas(t)) 中 的 一 个 动 
力 系统 . 更 精确 地 说 , 一 个 在 这 个 相 空 闻 中 由 下 列 条 件 划分 出 的 区 域 中 的 动力 系统 : 

1) gapt 上 cep < 0, 对 一 切 与 轨道 相 切 的 3 向 量 上 (轨道 的 类 空 性 ); 

2) s(gap,gap) > 0 (能 量 的 非 负 性 ). 

我 们 将 这 个 区 域 称 为 相 空 间 (gs,9o6) = R12 中 的 “物理 区 域 ” 并 用 字母 9 表 
示 它 . 爱 因 斯 坦 方 程 将 被 看 作为 相 空间 的 物理 区 域 5 中 的 动力 系统 . 它 的 每 一 条 积 
分 轨道 代表 一 个 度量 gs(t) 或 者 说 一 个 具 给 定 的 (3 维 ) 运动 群 的 均匀 宇宙 模型 , 即 
流 形 AM4. 

在 这 些 均匀 模型 中 取出 这 样 的 度量 gas(, 它 的 真正 运动 群 , 即 流 形 M4 的 完全 
运动 群 G 是 更 大 的 群 : G 2 G. 考察 具有 和 G 相同 轨道 的 最 大 运动 群 G > G. 因为 
( 李 ) 群 G 作为 运动 群 可 递 地 作用 在 群 G 的 每 一 条 轨道 M3(t) 上 , 所 以 M3(t) 可 以 
表示 为 一 个 齐 性 空间 ( 见 85.1): 


M3(t) ¥ G/H, 


其 中 五 是 这 条 轨道 上 一 点 的 迷 向 群 . 3 维 群 G 与 有 的 交 Gn 互 显然 是 离散 的 . 关 
于 维 数 我 们 有 
dimG =3 十 dim 五 . 

注 原则 上 下 列 情形 是 不 可 能 的 : 具有 维 数 > 3 的 群 G 的 均匀 模型 M4 有 3 
维 类 空 轨道 M3(t), 但 G 却 没有 任何 可 递 地 作用 在 M3(t) 上 的 3 维 子 群 G. 我 们 将 
不 去 研究 这 种 情形 . 

在 一 般 情形 , 包括 所 有 的 最 有 趣 的 例子 及 参数 个 数 最 多 的 情形 , 群 G 包含 这 样 
的 3 维 可 弟子 群 G. 
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习题 31.2. 找 出 一 个 3 维 流 形 的 所 有 不 包含 3 维 可 弟子 群 的 运动 群 . 

如 果 维 数 dim G > 3, 则 齐 性 空间 M3(t) 的 度量 gas(t) 由 于 齐 性 可 由 一 个 点 处 
(t 给 定 ) 的 标量 积 矩 阵 决定 , 因而 不 可 能 是 任意 的 . 保持 这 个 点 不 动 的 群 了 c G 的 作 
用 对 矩阵 gag(t) 加 上 了 限制 , 同样 对 矩阵 gg(t) 也 加 上 了 限制 . 因为 gae 上 "62 < 0， 
群 有 是 群 SO(3) 2 H 的 子 群 . 因此 可 能 有 两 种 情形 : 

a) H 宇 SO(3) (完全 迷 向 ); 

b) 瑟 兰 5O(2) (在 一 个 平面 中 的 轴 迷 疝 ). 

结果 , 群 G 的 维 数 可 以 等 于 6 (情形 a)) 或 4 (情形 b)). 


5. 弗 里 德 曼 模型 


具 维 数 为 6 的 群 G 的 模型 (完全 迷 向 情形 ) 称 为 各 向 同性 的 均匀 模型 (或 弗 里 
德 曼 模型 ). 这 个 模型 易于 研究 且 在 相对 论 宇宙 学 中 具有 重大 的 意义 . 天 文学 的 观测 
表明 在 宇宙 演化 的 现 阶段 , 如 果 求 平均 是 对 充分 大 的 尺度 所 做 的 , 则 物质 的 分 布 “ 在 
平均 上 ”是 各 向 同性 和 均匀 的 , 这 个 尺度 尽管 大 但 与 总 星系 相 比 却 仍 是 微不足道 的 
小 , 总 星系 是 指 当今 可 观测 到 的 宇宙 部 分 (其 大 小 ~ 103cm). 如 果 要 说 物质 的 分 布 
是 各 向 同性 的 , 那么 应 该 是 对 银河 星团 的 尺度 即 10” ~ 102cm 来 做 这 个 平均 (我 
们 注意 到 在 残留 的 背景 辐射 中 尚未 发 现 有 各 问 异 性 , 而 在 宇宙 演化 的 极 早 期 背景 辐 
射 的 能 量 密度 大 于 质量 密度 .) 

总 共存 在 3 种 具 6 维 群 G 的 各 向 同性 和 均匀 的 3 维 单 连通 流 形 M3. 它们 是 
球面 53, 欧 几 里 得 空间 R3 和 罗 巴 切 夫 斯 基 空 间 [3 ( 见 卷 1, 89, 8$10, 那里 考察 了 2 
维 的 情形 ). 这 些 空间 的 度量 可 以 描述 为 (t 参数 ): 


dx2 + sin2 xdf22 (S93), 
dl?2(t) = a?(t)dlf = oa? 4 dx? + x2df? (及 3)， 

dx2 + sh*xdf2? (1L3), 
d022 = db2 +sin2 gdop2， 


其 中 a2 是 尺度 因子 , df2? 是 单位 球面 5? 通常 的 度量 . 与 此 对 应 的 M4 的 度量 在 同 
时 坐标 系 中 可 号 为 


(44) 


ds? = cdt? — dl?2(t) = (dr°)? ~ a?(t)dlt. (45) 
我 们 引入 一 个 新 的 时 间 坐 标 w, 令 
cdt = ad”n. (46) 


于 是 我 们 有 
ds? = o2(n)(dm? — dl) (47) 


(由 此 , 度量 显然 在 a = 0 处 有 奇 性 .) 
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习题 31.3. 证 明 : 上 述 模 型 的 度量 是 “ 共 形 平坦 的 ”( 即 共 形 等 价 于 闵可夫 斯 


基 度 量 ). 
对 于 度量 (47), 爱 因 斯 坦 方程 化 为 一 个 方程 
Ros =R 二 bet (48) 


进一步 , 由 于 非 零 的 空间 方向 的 速度 将 破坏 完全 迷 向 性 , 因此 在 完全 迷 疝 情形 , 物质 
速度 “ 必须 是 平凡 的 ， 


4 = (1,0,0,0). 
因此 79 = e. 由 关系 式 Te = 0,a 关 b, 在 所 有 的 三 种 情形 53,R3, L3, 我 们 都 有 
ee 
DE 
三 
Si -| 过 + 常数. (49) 


如 果 知 道 物 态 方程 p(e), 则 从 (48) 和 (49) 我 们 可 得 决定 度量 ds2, 即 函数 a(t) (或 函 
数 oa(7) 和 #7)) 的 问题 的 完整 解答 . 下 面 我 们 在 p = 0 时 分 别 对 53, L3,R3 作出 显 
式 解 . (对 p = 0 的 情形 我 们 有 < = je?, 其 中 人 是 质量 密度 . 量 M = Ha3 是 方程 (48) 
的 一 个 积分 .) 

a) 在 球面 53 的 情形 , 按 普通 公式 计算 R9 和 R ( 见 卷 1, 830) 可 得 


6 0 3,, da 
R=—-s(e+0"),R = S00 
这 给 出 方程 i 
A 
a i 


注意 到 ea? = 常数 (因为 p = 0, 见 (49)), 这 个 方程 的 解 为 
a = ao0(l — cosn),t = 2(n 一 sin),ao = 常数 . 
当 小 的 时 刻 , 即 当 了 一 0 时 , 对 于 质量 密度 我 们 得 到 


50 
人 C2 6TrC (50) 


( 试 证 之 !). 在 a 一 0 处 度量 有 奇 性 . 
b) 在 的 情形 , 类 似 地 可 得 
8nG 
c4 
a = ao(ch 7 —1),t= (sh 7 ~ ”7). 


3 2 2 
Ee 二 7 一 忆 )， (51) 
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我 们 注意 到 当 7 一 0 我 们 对 于 质量 密度 也 有 前 面 的 渐 近 式 (50): 


Wa 


c) 在 R3 的 情形 , 我 们 有 (p = 0) 


z 
一 训 (名) ， HQ 二 常数 ，a = 常数 .万 
当 m 一 0 我 们 又 有 


PY orG | 


(52) 


在 所 考察 的 三 种 情形 中 , 量 a(m) 的 图 像 (也 可 以 作 替换 上 一 -t,n 一 -7) 如 图 


119 所 示 . 

注 ”也 可 假定 当 < 一 0 ( 即 小 时 刻 时 ) 应 该 用 物 态 方程 
p = se/3 替代 p = 0. 此 时 对 这 些 情形 也 容易 得 到 类 似 的 公 
式 , 但 是 (49) 的 积分 此 时 应 为 ea4 = 常数 . 

在 所 有 的 三 种 情形 中 ， 从 (47) 易 见 光 射 线 是 沿 曲线 
(p =9= 常数 ) 


x = 土 n 十 常数 (53) 


传播 的 . 

由 于 度量 是 非 静态 的 , 光 的 频率 w 不 是 运动 的 积分 , 因 
为 沿 着 光 射 线 成 立 wa = 常数 . 

习题 31.4.。 考察 形 如 ds? = Qe2(n)(dm? - di2) 的 迷 向 度 
量 中 的 麦克 斯 韦 方程 , 其 中 a(7) 是 任意 函数 . 找 出 形 如 


4(z,t) = eiwt 4(z)， cdt = adn, w Sa, 


的 解 . 证 明 wa = 常数 . 
如 果 wo 是 在 光 锥 的 瞬间 m = 7 一 x 时 的 频率 , 则 在 观 

测 到 的 时 刻 n 我们 有 
a(n — X) 

a(n) 
天 文学 的 观测 表明 宇宙 正在 膨胀 : 直接 观测 到 的 量 

on) dina 
Ca 


称 为 “ 哈 勃 常数 ”. 量 互 -: 与 时 间 有 关 , 现在 的 估计 值 为 : 


WwW 一 WO (54) 


H = 


H-! ~ 13. 10 年 土 25%. 


a=ao(1—cos 7) 


a . 
a 二 (ysin 7) 
2a0 
{ 


a=ao(ch 7 一 1) 
a 
二 人 (sh 7 一 及 


t 


(55) 


(56) 
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由 此 导出 从 a = 0 的 时 刻 到 1/H 取现 在 的 值 (56) 的 时 刻 to 是 一 段 有 限 的 时 间 . 我 
们 可 以 得 到 关系 式 


ed ny 
2 
R :t=3H, (57) 


3 0 lbn(sh 


因为 5 < f(m) < 1,0 < g(m) < 5, 所 以 在 所 有 情形 中 都 可 得 到 一 个 共同 的 结论 
在 p 二 0 的 弗 里 德 曼 各 向 同性 模型 中 从 a = 0 的 时 刻 到 达 现在 的 值 太 经 历 的 时 间 
to 不 超过 五 


习题 
31.5， 证 明 : 在 采用 物 态 方程 p = s/3 时 对 宇宙 年 龄 的 估计 不 会 有 实质 性 的 
改变 . 
2 2 
31.6， 证 明 : 4 > 的 情形 是 53, 1 = 32。 的 情形 是 Ra,n < 25 的 情形 
是 L3(p = 0). 


6. 各 向 异性 真空 模型 


自然 会 产生 这 样 的 问题 : 在 研究 各 向 同性 的 均匀 宇宙 模型 时 得 出 的 最 重要 的 结 
论 在 多 大 程度 上 对 更 一 般 的 模型 仍然 有 效 . 为 此 目的 , 人 们 考察 了 各 种 不 同 的 作 过 
扰动 的 各 向 同性 模型 .唯一 的 一 类 当今 被 人 们 充分 透彻 地 研究 过 的 “大 大 ”扰动 过 
的 各 向 同性 模型 就 是 一 般 的 均匀 (但 各 辐 异 性 的 ) 模型 .其 中 最 重要 的 问题 是 下 列 
问题 : 

(1) 此 时 在 一 般 解 中 是 否 有 奇 性 , 抑或 奇 性 只 是 各 向 同性 模型 特有 的 ? 

(2) 能 否 在 某 种 意义 上 找到 充分 一 般 的 初始 条 件 保证 度量 在 宇宙 演化 过 程 中 “各 
癌 同性 化 ”到 当今 观测 到 的 各 向 同性 状态 ? 

关于 奇 性 存在 的 理由 容易 证 明 下 列 事实 : 设 g = det(gas(t))(a,6 = 1,2,3), 其 中 
gab 是 符号 为 (+ -- -一 ) 的 度量 ,do = V9d4z 是 M4 上 的 体积 元 . 我 们 将 使 用 同时 
坐标 系 , 其 中 “空间 ”部 分 就 是 群 的 轨道 而 时 间 t 与 轨道 正 交 . 由 爱 因 斯 坦 方程 及 能 
量 密度 非 负 (Too > 0) 条 件 容易 推出 存在 点 to 使 得 g(t0) = 0. 对 某 些 均匀 模型 将 在 
下 面 给 出 这 个 结论 的 推导 . 但 是 这 并 不 意味 着 度量 为 go。 的 流 形 M4 存在 奇 性 . 

我 们 现在 考察 新 的 时 间 坐 标 zo, 它 不 与 轨道 正 交 (但 是 横 截 轨道 ), 当 采 用 它 为 
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坐标 时 度量 gs 的 形式 为 , 例如 


9goo g901 0 0 
910 G11 912 913 
0 921 922 923 
0 9al 932 933 

设 go1 到 0 可 以 选取 ,比方 说 ,“ 光 ”坐标 x0 使 得 goo = 0， 严 格 说 , 我 们 有 
新 的 左 不 变 向 量 场 X。 也 满足 关系 式 (41)， 如 果 场 X 的 积分 曲线 是 光 测 地 线 , 则 
oo = 0, (Xo,Xo) = 901 = Y= 常数. 如 果 当 上 = to 时 


gab = gab = 9ba (58) 


911 = 912 = 913 = 0, 


则 度量 go 在 轨道 M3(to) 上 的 限制 将 是 奇异 的 . 在 这 种 情形 , 如 果 再 回 到 同时 坐标 
系 , 就 有 9 = 0. 这 种 情形 称 为 “ 虚 奇 性 ”. 它 也 可 能 出 现 于 轴 对 称 扰动 的 各 回 同性 模 
型 中 . 

不 同 于 各 向 同性 情形 , 各 向 异性 的 均匀 模型 有 一 些 非 平凡 的 “真空 解 ", 即 其 中 
e 二 0 的 解 . 我 们 将 介绍 其 中 最 简单 的 解 . 

1) 卡 斯 纳 解 此 时 G = R3, 具 交 换 李 代 数 ( 按 卷 1, 824.6 的 分 类 属于 工 型 ). 平 
行 于 对 应 的 坐标 轴 “定向 的 ”向 量 场 X。 互相 交换 , 度量 的 形式 为 (c = 1) 


3 
ds“ = dt? 一 >》， t2pc (dza)2. (59) 


C 一 | 


下 面 的 两 个 条 件 等 价 于 真空 空间 中 的 爱 因 斯 坦 方程 : 
3 3 
Ras=00mD pa=1, >,P2=1. 
a=1 a=1 


习题 31.7， 证明: 卡 斯 纳 度量 (59) 当 pi = 0,p2 = 0 及 ps = 1 时 通过 坐标 变 
换 可 成 为 闵可夫 斯 基 度 量 . 于 是 , 在 这 种 情形 中 奇 性 上 = 0 是 “ 虚 奇 性 ”. 在 闵可夫 斯 
基 空 间 中 群 G = R3 是 如 何 作 用 的 ? 

2) 陶 布 - 米 斯 纳 解 ”此 时 G = SU(2) (区 型 ). 在 同时 坐标 系 中 我 们 将 假定 矩 
阵 gap(t) 是 对 角 阵 : YapB 二 d26a6. 设 g? 一 Q， gz = 03 一 C. 陶 布 到 米 斯 纳 解 由 下 列 
条 件 决 定 : 

a) 轴 向 各 向 同性 , a = 5 (在 这 里 完全 群 G 是 4 维 的 并 同 构 于 SU(2) x SO(2)); 

b)e=0. 
爱 因 斯 坦 方程 Rs = 0 在 这 种 情形 是 完全 可 积 的 (在 同时 坐标 系 中 ) 解 的 形式 为 

2 _ ,2 gch(2qr 十 0) 2? 2g dT 1 


和 60 
四 2 ch*(gr + 62) ch(2g7 + 61) at abc ( ) 
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其 中 gd， 01, 02 是 常数 . 
类 空 轨道 M3(t) 兰 SU(2) 兰 53. 由 公式 (60) 明显 可 见 , 当 上 一 0 时 轨道 上 沿 一 
个 方向 的 距离 收缩 到 零 . 这 意味 着 在 同时 坐标 系 中 我 们 有 一 个 收缩 映射 


to 0,p:53 — 5 M0) S/S5! 兰 SU(2)1SO(2)， 


纤维 为 51. 这 正 是 5S? 上 的 霍 普 夫 纤维 化 ( 见 824.3). 于 是 , 在 上 = 0 处 可 能 出 现 奇 
异 球 面 52. 但 是 可 以 引进 新 的 向 量 场 X+ 满足 条 件 (41), 光 坐 标 为 XE#, 在 这 个 坐 
标 系 中 在 上 = 0 处 度量 无 奇 性 且 形 式 为 


0 +l1 0 0 
一 {十 
| Ht” 0 0 


0 0 2 0 


0 0 0 st) 
a 要 At+1— 4B2t2 ~ 人 ( 士 ) ~( 土 ) 
911 =01 = B(ABI2 +41) ;922 二 YJ33 二 
这 就 是 陶 布 - 米 斯 纳 度量 (或 陶 布 -NUT 度量 (Newman, Unti 和 Tamburino)). 
习题 
31.8.， 证 明 : 度量 (61) 和 (60) 在 区 域 1 > 0 中 定义 了 9 Mt4. 
31.9， 找 出 向 量 场 X+ 到 XX 的 变换 矩阵 4A(t), 59) > 
31.10， 证 明 : 在 轨道 t= 0 上, 向 量 场 Xt 在 SU(2) 人 本 中 的 积分 曲线 是 
闭 的 类 光 曲 线 . ， 
并 证 明 : 从 区 域 t > 0 出 发 的 上 用 (同时 ) 坐标 zolt = —) 曲线 像 在 极限 环 上 那样 


卷 绕 在 这 些 闭 类 光 曲 线 上 . 它们 在 拓扑 上 是 长 度 有 限 的 无 限 曲线 (显示 出 不 定 度量 
的 “不 完全 性 ”). 

注 ”我们 注意 到 陶 布 - 米 斯 纳 度量 和 这 样 的 有 趣 性 质 : 它们 都 是 同一 个 由 同 
时 时 间 坐 标 (t) 表达 的 陶 布 度量 在 区 域 4 > 0 中 的 解析 延 拓 , 但 是 在 这 个 区 域 中 将 
度量 9 转换 成 9, 的 变量 置换 却 不 可 能 解析 地 延 拓 至 整个 流 形 上 . 更 有 甚 者 , 度量 
95 和 和 在 整个 流 形 M 上 一 般 不 是 (解析 ) 等 价 的 , 因为 这 些 度量 在 区 域 1> 0 中 
的 等 距 是 唯一 的 , 而 从 向 量 场 X+ 到 Xj 的 变换 矩阵 4( 在 t = 0 处 (t 是 同时 时 
间 坐 标 ) 不 是 解析 的 . 于 是 , 在 虚 奇 点 处 的 解析 延 拓 不 是 唯一 的 . 

陶 布 - 米 斯 纳 度量 的 这 个 性 质 并 不 令 人 惊讶 ; 作为 一 个 简单 的 例子 , 我 们 考察 
坐标 为 x,7 的 2 维 流 形 在 区 域 - > 0 上 的 度量 : 


x (61) 


1 
Bt* + 


2 
ds2 = dr?— Te 


这 个 度量 容许 变换 群 G : z 一 z +zo. 我 们 假定 坐标 x 是 循环 的 : z ~ x + 2r. 于 是 ， 
此 时 G = SO(2). 这 个 度量 是 同时 的 ( 即 坐 标 系 为 同时 坐标 系 ) 且 仅 当 7 > 0 时 有 意 
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义 . 通过 置换 
T=2Vut, T= Inu,—v, 
T=2/ T= nv +v, 


我 们 得 到 两 个 延 拓 . 
在 坐标 系 (wi ,v4) 中 我 们 有 


ds4 = +2durdvr — ur (dv4)?. 


矩阵 次 #… 的 形式 为 


0 1 0 1 
~(+) ~(—) _ 
gob 一 ( ) Jab 二 ( ) 
一 4 人 


在 考察 2 维度 量 ds4 时 , 我 们 可 以 假定 坐标 w+ 是 循环 
的 , 而 -ooe < ui < oo. 此 时 不 难 确信 和 曲线 w+ = 0 是 对 
于 与 群 G = SO(2) 的 轨道 正 交 的 同时 时 间 曲 线 x = 常数 
的 极限 环 (图 120). 

在 2 维 的 情形 , 从 其 ;” 到 其 ) 的 变量 置换 存在 且 形 
式 为 


UU 二 WU， VV 二 VW-. 图 120 
这 个 置换 并 不 能 推广 到 陶 布 - 米 斯 纳 解 上 . 
7. 更 一 般 的 模型 


已 经 知道 存在 一 些 更 复杂 的 上 其 “ 非 零 物 质 ”e 关 0 的 均匀 模型 , 它们 也 具有 “ 虚 
奇 性 ”并 且 可 延 拓 到 群 的 轨道 非 类 空 的 区 域 (此 时 解 可 能 具有 极 复杂 的 性 状 ). 其 中 
最 有 趣 的 是 群 为 I,V, VI 和 攻 型 的 均匀 模型 ( 见 卷 1, 824.6), 这 些 群 的 李 代 数 由 下 
列 公式 确定 : 

R3(I 型 ) : [X,, Xa] = 0; 
gs(V 型 ) : [Xi X2] = X2, [X2, Xs] = 0, [Xs, Xi1] = —Xs; 
g7(VI 型 ) : [Xi1, X2] = aX2 + Xs, [X2, X3] = 0, [X3, X1] = X2 — aX’; 
go(IX 型 ) : [Xi, X2] = Xs, [X2, Xa] = X1, [Xs, X1] = X2. 
这 些 模型 之 所 以 使 人 们 最 感 兴 趣 是 因为 它们 之 中 作为 特殊 情形 包括 了 弗 里 德 曼 


各 向 同性 模型 并 且 使 得 关于 宇宙 膨胀 时 度量 的 “各 向 同性 化 ”的 说 法 有 意义 . 这 种 类 
型 中 对 特殊 情形 的 各 向 同性 化 问题 给 出 “朴素 解 ” 的 最 简单 例子 是 赫 克 曼 - 许 金 度 
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量 (I 型 ) 


3 
ds2 = dt? — 》 cit2p 人 十 如)43 2P:dz? (62) 
i=1 


ci > 0,D1 十 p2 十 Da = 24 十 D2 十 D3 一 1 


当 t 一 0, 它 渐 近 于 (前 面 的 ) 卡 斯 纳 解 , 而 当 t 一 ce 时 渐 近 于 弗 里 德 曼 解 . 
对 于 弗 里 德 曼 各 向 同性 模型 , 它们 的 运动 群 的 李 代数 的 形式 为 


G = GY : [Xi, Xj] = ek Xr, (Vi, 1] = eijr Yr, [Xi, 1] = 0(53 的 情形 ); 
G = G0 : [Xi, Xi] = eijp Xk, [Xi V7] = eijp Yr, [Yi, 7] = 0(R3 的 情形 ); 
G = Ge : 李 代数 同 构 于 si(2, C) (Z 的 情形 ). 


我 们 指出 这 些 李 代数 中 I,V, VIL 区 型 的 3 维 子 代数 , 它们 可 递 地 作用 在 53, 及 3， 
L3 上 : 


Ee 2 

We ee oR a 
VI : [Xi1, X2] = aX + Xa, [X2, X3] = 0; [Xa, X1) = Xo 一 aX3; 
De | 


因此 , 各 向 同性 模型 的 弗 里 德 曼 解 是 I,V, VI 和 区 型 的 均匀 模型 的 特殊 情形 ， 
而 后 面 的 这 些 模 型 就 因此 而 在 研究 各 向 同性 模型 的 均匀 扰动 中 十 分 有 用 . (在 可 取 的 
结构 常数 集中 , I 和 V 型 是 VI 和 区 型 的 “极限 ”.) 

可 以 证 明 解 带 有 虚 奇 性 并 不 是 I, VI 和 区 (或 许 还 有 V) 型 的 模型 所 共有 的 特 
性 , 并 且 虚 奇 性 在 小 扰动 下 可 以 消失 . 存在 一 系列 的 渐 近 解 ( 当 t 一 0), 其 中 最 复杂 
的 是 不 太 久 前 发 现 的 所 谓 “ 振 动 体 制 ". 在 (20 世纪 ) 60 年 代 末 , 这 个 论题 曾 广泛 展 
开 过 . 我 们 在 这 里 不 去 进入 与 “振动 体制 ”以 及 与 作为 动力 系统 定性 理论 的 爱 因 斯 坦 
方程 理论 中 产生 的 问题 有 关 的 最 新 问题 . 

在 整个 70 年 代 曾 对 均匀 模型 中 宇宙 的 早期 演化 作 过 深入 的 研究 , 使 用 了 动力 系 
统 的 多 维 定性 理论 的 现代 方法 . 这 些 研究 结束 了 先前 的 物理 工作 , 首先 用 更 初等 的 
方法 发 现 了 复杂 的 字 宙 向 奇 性 收缩 时 度量 演化 的 振动 体制 , 给 出 了 在 早期 演化 中 所 
有 其 他 的 体制 的 分 类 , 并 且 使 得 有 可 能 (在 均匀 宇宙 模型 框架 内 ) 清楚 地 表达 和 解答 
下 面 的 问题 : 如 何 精确 地 定义 早期 演化 时 (与 膨胀 过 程 相关 的 ) 度量 的 “典范 初始 状 
态 ” 以 及 它们 实际 上 究竟 又 是 怎样 的 ? 

在 及 型 模型 的 情形 ( 群 G = SU(2)), 如 果 物 质 “ 在 平均 上 ”是 不 动 的 , u = 
(1,0,0,0), 则 空间 的 度量 在 所 有 的 时 刻 在 同时 坐标 系 中 可 以 假定 为 对 角 型 的 : 


(63) 


gap(t) = gabap: 
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如 果 p = ke,0 < << 1, 则 经 过 时 间 置 换 t 一 7,g*dr = dt, 其 中 g = qi1g2g3, 爱 因 斯 坦 
方程 取 哈 密 顿 系统 的 形式 ( 试 证 之 !), 哈密 顿 函数 互 为 


1 
H= yp 2D191, P2942, P343) 十 P 92， 5 》 64 
4(g1g2qg3)1—* ( ) (qi 2 g3)) ( ) 


P(x,y,2) = 2(7Yy + yz2+ 27) — (2+ + 2) 
其 中 p; = (qq) = go (gq), bp! 各 不 相同 . 
注 在 I 型 的 情形 , 系统 也 可 以 对 角 化 , 哈密 顿 函数 形式 为 


H = 五 1(p， 9) P2(p1q1, Pp2q2, p3q3). 


1 
4(g1qg2g3)!-* 


再 回 到 区 型 的 解 , 我 们 注意 到 互 和 之 间 有 这 样 的 关系 : 
e(qiq2q3) "1™* = A= H(p,g) >0. (65) 
因此 , 相 空 间 的 “物理 区 域 ”S C Rs (p,q) 由 条 件 
qa > 0, H(p,gq)>0 (66) 
决定 . 不 难 验 证 我 们 的 哈密 顿 系统 (64) 容许 伸缩 变换 群 : 


da 一 Aqa Pa = Mpa, H = N11H. (67) 


此 外 , 对 任意 的 值 F (0 < k < 1), 由 哈密 顿 方程 4。 = 了 一, 对 体积 元 g = V-5 = 
gq19293 成 立 
d = 59 (p1g1 + p2q2 十 p3g3). (68) 


由 此 可 以 证 明 : 如 果 g(to) < 0, 则 对 所 有 的 t > to,G(t) < 0, 此 外 还 有 O(a) < 0. 
习题 31.11. 假定 w = (1,0,0,0), 证 明 : 
2 
(gq) = -os; R=7T-— 7 二 村 了 2 
因此 ， 如 果 由 收缩 的 一 侧 作 为 时 间 的 定 网 ， 则 我 们 必定 会 到 达 点 t1， 在 那里 
g(t1) = 0 ( 奇 性 或 “ 虚 奇 性 ”)， 我 们 来 研究 相 曲 面 qz = gs (或 qs = ga,p2 = ps) 
上 的 轴 各 向 同性 的 情形 . 我 们 将 时 间 轴 的 定向 改变 成 反方 向 , 即 指向 膨胀 的 一 侧 , 从 
而 将 研究 4 > 0,g > 0 的 情形 . 利用 伸缩 群 (67), 我 们 将 爱 因 斯 坦 方 程 化 为 3 维 动力 
系统 . 如 果 取 坐标 


一 一 RN 一 一 一 一 一 一 


2oqz 十 paqa 2p2g2” 2p2q2， qi1 | 


2 
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我 们 就 得 到 动力 系统 
du _ t= w+ 2 一 2uo + (24 一 1 万 2， 
dT 


w= wu 1+2H, 20), 


v= 3v(—k— (1—k)(v— 1)— (1— kw — 4kv2), J 
2 -2 一 (一 1)2 一 to + 402), 开 二 
对 它 还 要 加 上 能 量 非 负 ( 见 (65)) 及 度量 无 奇 性 ( 它 是 正定 的 ) 条 件 : 
H2>0, w<0,v<0. (71) 


在 “边界 ”上 , 其 中 v = 0, 在 坐标 系 w,w,v 中 我 们 得 到 一 个 坐标 为 vu,w 的 2 维 
不 变 流 形 , 在 其 上 系统 形 如 


t= w+ (2 1)H2,wv = wu -1+2H,), (72) 
五 2 = 人 — (wu — 1)— w). 
这 个 动力 系统 的 向 量 场 有 下 面 的 奇 点 : 
(鞍点 ) w= 3 0 
C( 鞍 点 ) ”w= 2,w = 0,v=0; 
N( 焦 点 ) ”4= -7 = -i (1 + 3k)(1 — k),v = 0; 


T( 结 点 ) w=w=v=0. 


(72) 的 轨 线 的 性 状 图 如 图 121 所 示 . 

由 于 性 质 Yu < 0, (在 收缩 时 ) 一 般 的 轨 线 趋向 于 
曲面 v = 0. 整个 物理 区 域 在 坐标 系 vw,v 中 形式 为 
H2 > 0,w < 0,v < 0. 当 趋 近 于 边界 w = 0 时 , 轨 线 的 SNG) 
性 状 图 近似 于 2 维系 统 (72) 的 性 状 图 ( 即 在 边界 v = 0 
上 , 见 图 121). 从 物理 区 域 的 内 部 趋 近 于 6, N,T 型 奇 


尽 的 轨 线 的 那些 分 界线 (“ 手 臂 ") 给 出 爱 因 斯 坦 方程 的 


解 , 这 种 解 当 1 _，0 时 渐 近 于 度量 0 


(8) 全 ct 机 
(在 qi = qo = gs 的 特殊 情形 , 我 们 得 到 弗 里 德 曼 解 ) 


(7 ) G1 信 cit2, q2 ~ 人 ~C2 
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(在 gq2 = qs 的 特殊 情形 , 我 们 得 到 陶 布 解 ); 


一 大 3 十 万 3 十 大 
(N) dl 全 cit 4 , go ~ Cot ltR) ,gs ~ Cat HiTR). 


于 是 , 存在 许多 了 型 的 渐 近 解 , 它们 在 更 弱 的 意义 上 给 出 虚 奇 性 , 即 度 量 gp 
可 以 只 是 连续 的 延 拓 (无 二 阶 导数 ). 能 量 密度 有 (7 型 ) 的 “ 弱 ” 奇 性 e ~ ?2049) 
(e(q19293)1+* 一 常数 ). 

注 ”如 果 没 有 轴 各 向 同性 的 假定 , 则 在 IX 型 模型 中 了 型 解 不 再 是 “典范 的 ”. 

最 后 , 我 们 简短 地 考察 一 下 比较 简单 的 对 应 于 I 型 和 V 型 李 代 数 的 均匀 模型 . 
如 前 一 样 , 假定 物质 (在 平均 上 ) 是 不 动 的 (vw? = 1,u* = 0,a = 12,3), 则 (在 适当 的 
同时 坐标 系 中 ) 我 们 得 到 度量 形式 为 


gap 二 q2(t)6ap， 900 三 1. 
无 轴 各 向 同性 假定 的 爱 因 斯 坦 方程 在 这 两 种 情形 下 化 为 相 平面 上 的 2 维 动力 系统 
I 型 . 我 们 引入 坐标 


一 ”Pdl _ ?1 一 P24d2 — P3d3 
p2g2 十 p33 p24g2 十 p3q3 


在 这 个 坐标 系 中 , 爱 因 斯 坦 方 程 取 下 面 的 常 微分 方程 的 形式 (时 间 指 四 收缩 的 一 侧 ): 


人 


ai dv 1 k 
i EE i Hao=— (1- (v1)-v 
ge (2u ~ 1)H,, 2 2vH,, 2 了 On 
dT 加 gf 
dt (pi91 十 p2g2 + p3g3)(q19293) 
所 给 系统 的 奇 点 是 
DD 
Sli:(u—-1)+vw =1 S 
1 
中 : 字 一 7” 四 0, 
0 2 u 


积分 曲线 如 图 122 所 示 . 
V 型 . 此 时 可 方便 地 选取 坐标 为 


j=oP91 -P22 7 __ 2qg2 
P141 十 p242 P1941 十 D292 图 122 


于 是 , 爱 因 斯 坦 方程 等 价 于 系统 


d 1—k 
= wv(H2 + 4r’*), =r(~1l+ H+4r’), H2= 人 v2 一 127r2)， 
dT p141 十 D292 


一 一 


dt 2g1q9293 
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有 下 面 的 奇 点 : 


让 :7 一 0vu= 士 V3， 


积分 轨道 如 图 123 所 示 . 


123 


有 关 均 匀 宇 宙 模 型 理论 的 这 些 结果 以 及 别 的 结果 的 详细 描述 , 读者 在 书 [8] 中 
可 找到 , 也 可 参见 [9]. 书 [5], [69], [7] 中 包含 了 关于 相对 论 宇 宙 学 的 各 种 重要 的 物理 方 
面 的 论述 . 

上 面 所 做 的 区 型 的 轴 各 向 同性 模型 对 演化 早期 状态 的 系统 定性 研究 在 方法 论 
上 是 重要 的 . 它 表 明 对 应 于 (T 型 奇 点 邻 域 中 ) 收缩 过 程 的 “典范 状态 ”与 对 应 于 (N 
型 奇 点 邻 域 中 ) 膨胀 过 程 的 “典范 状态 ”是 不 同 的 . 这 立即 可 从 图 121 中 看 出 , 其 中 
箭头 指向 收缩 过 程 . 严格 地 说 ，( 收 缩 过 程 中 的 ) 术语 “典范 状态 ”的 意义 如 下 .如 
果 我 们 随机 地 选取 初始 条 件 并 在 收缩 方向 上 解 爱 因 斯 坦 方程 , 则 充分 接近 奇 点 时 我 
们 将 以 概率 1 进入 这 个 模型 中 的 了 型 相 邻 域 . 对 于 膨胀 过 程 , 典范 状态 的 精确 定义 
更 为 复杂 . 在 这 个 情形 , 利用 上 面 构造 的 坐标 为 u,v,w 的 3 维 流 形 比 较 合 适 , 其 中 
会 出 现 “ 极 早期 ”状态 ; 它 对 应 于 由 v = 0, 互 。 > 0 定义 的 一 部 分 平面 , 因为 当空 间 
的 体积 收缩 于 零 时 v 一 0. 考虑 到 这 个 极 早 期 状态 的 集 (严格 说 , 它 不 在 相 空 间 的 
v > 0, 8H2 > 0 的 物理 区 域 中 ), 我 们 就 有 一 种 自然 的 方法 来 定义 关于 膨胀 过 程 (不 是 
收缩 过 程 !) 宇宙 演化 早期 度量 的 典范 状态 这 个 概念 . 在 离 边 界 某 个 短 距 离 。 > 0 处 
(jv| = < ) 随机 地 给 定 初始 条 件 , 然后 , 在 膨胀 方向 上 解 爱 因 斯 坦 方 程 , 我 们 将 观察 度 
量 分 量 的 变化 ; 在 经 过 一 段 短暂 的 时 间 to(e) 后 , 度量 的 分 量变 成 集中 于 相 空 间 的 菜 
个 更 狭 窗 的 区 域 中 , 即 集中 于 一 种 体制 的 邻 域 中 , 这 里 当 < 一 0 时 to(e) 一 0. (在 对 
lv| = < 上 的 初始 值 分 布 自然 的 假定 之 下 ) 以 这 种 方式 引入 的 这 个 体制 称 为 所 给 宇宙 
模型 中 对 应 于 宇宙 膨胀 过 程 的 “典范 状态 ”. 如 图 121 所 示 , 将 箭头 反 向 后 . 在 IX 型 
轴 各 疝 同 性 模型 中 膨胀 过 程 的 典范 状态 出 现在 N 型 奇 点 的 附近 , 而 相 比 之 下 , 收缩 
过 程 的 典范 状态 则 出 现在 7 型 奇 点 的 附近 . 

对 完全 各 向 异性 宇宙 模型 的 分 析 需 要 更 复杂 的 动力 系统 . 在 书 [8] 中 讨论 了 这 
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种 分 析 和 的 有 关 结 果 . 在 所 有 的 充分 复杂 的 均匀 宇宙 模型 中 , 收缩 过 程 中 的 典范 状态 
以 概率 1 是 一 个 贝 林 斯 基 - 里 夫 西 克 - 哈 莱 尼 可 夫 (BLH) 振动 体制 (也 见 书 [5] 末 
尾 ), 在 定性 理论 中 与 它 对 应 的 是 爱 因 斯 坦 方程 的 一 种 非常 有 趣 的 奇怪 吸引 子 , 它 位 
于 (选取 适当 的 坐标 后 ) 相 空 间 的 物理 区 域 的 边界 上 , 并 且 随 着 体积 减少 ( 即 趋 近 奇 
点 ) 所 有 的 轨道 收敛 于 它 . 

特别 , 我 们 注意 到 在 无 宇宙 常数 的 OTO 中 , 收缩 过 程 不 可 能 始终 是 各 向 同性 的 ， 
这 种 涨 落 不 可 避免 地 导致 BLH 型 振动 体制 , 其 代价 就 是 总 有 解析 延 拓 不 可 逾越 的 
复杂 的 奇 性 存在 . 特别 可 由 此 推出 不 可 能 观测 到 宇宙 生命 的 “过 去 的 ”状态 , 在 那里 
收缩 发 生 于 膨胀 之 前 . 

如 所 见 , 膨胀 过 程 有 着 完全 不 同 的 更 为 规则 的 典范 演化 早期 状态 ; 它们 的 定义 
类 似 于 区 型 轴 各 向 同性 模型 ( 见 前 ), 但 更 为 复杂 . 这 些 状态 都 只 渐 近 于 车 , 它们 包 
括 拟 各 向 同性 6 型 , N 型 ,TT 型 及 某 些 别 的 型 , 在 某 些 情形 , 这 些 襄 渐 近 具有 转移 
的 特性 , 在 演化 早期 中 不 断 彼 此 替代 . 它们 对 均匀 模型 的 依赖 性 相当 弱 ， 可 以 断言 ， 
在 相当 早期 可 以 以 大 概率 建立 一 个 拟 各 向 同性 5 型 的 体制 , 其 中 膨胀 率 “ 几 乎 ”, 即 
渐 近 的 主 项 , 是 各 向 同性 的 , 虽然 度量 的 分 量 可 能 不 是 各 向 同性 的 . 还 可 能 从 经 典 的 
OTO 中 推出 一 个 真实 的 精确 的 各 向 同性 化 的 宇宙 ( 即 在 早期 就 以 接近 于 1 的 概率 
趋向 于 弗 里 德 曼 模型 ). 这 是 均匀 宇宙 模型 理论 的 一 个 当代 结果 . 

KX 型 和 VI 型 模型 的 一 般 研究 需要 轴 各 向 同性 体制 , 这 种 体制 在 膨胀 的 早期 阶 
段 已 经 在 某 种 弱 的 意义 上 “各 向 异性 化 ”( 见 [8]). 
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1. 总 的 评注 . 单 极 型 解 


我 们 回顾 一 下 , 取 值 于 群 G 的 李 代数 的 杨 - 米尔 斯 场 4e(z) 就 是 结构 群 为 G 
的 纤维 从 中 描写 联络 的 局 部 形式 . 在 这 里 xz 是 主 从 p :EE 一 M 的 底 上 区 域 UV 中 的 
局 部 坐标 , 在 U 上 给 定 了 直 积 分 解 ( 见 824) 


pi(U)=UxG. 


我 们 将 进一步 假定 群 G = SU(2), 底 UV = Rn = M, 其 中 n = 3,4, 此 外 , 联络 当 
lz| 一 oo 时 是 “平凡 的 ”, 这 意味 着 当 |z| 一 oo 时 ， 


和 加 go (1) 


其 中 g(z) 是 取 值 于 G 的 函数 . 除了 场 4。(z) 外 , 我 们 也 将 考察 取 值 于 向 量 空间 V 
的 场 (x), 空间 V 上 已 给 定 群 G 的 线性 表示 . 为 简单 计 , 将 假定 V 就 是 群 G 的 李 - 
代数 , 从 而 李 代 数 按 公式 

Acoad A:y oo [4,Yy 
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在 其 上 作用 (伴随 表示 ). 在 无 联络 时 拉 格 朗 日 场 应 取 形式 
L(V) = 5(0w%,0%) ~ wy) (2) 


其 中 空间 V 的 标量 积 由 基 灵 形式 定义 ( 见 83.1), 标量 积 (8vy, 8y) 由 V 上 的 基 灵 形 
式 和 底 M 上 的 度量 gs(z) 一 起 定义 . 
我 们 对 函数 v 作假 定 : w > 0 且 它 的 图 形 如 图 124 所 示 . 


ul ) u(t ) 


pl 
非 退化 的 真空 
(球面 5 ) (一 点 ) 
a) b) 


图 124 


当 存在 联络 时 , 应 该 作 置 换 
0, — 0, — ad As(x) = Yo, (3) 

并 引入 场 和 A 的 完全 拉 格 朗 日 函数 ( 见 卷 1, 842) 
LW, A) = 3(V%, V0) ~ ul WE) + LTr(FooF™), (4) 


人 04 04 
D a 
Poo = Fra ~ Hiro + lAo, Aol. 


在 苇 问 建立 整体 问题 时 , 应 该 假定 场 (xz) 是 某 个 纤维 为 V 且 结 构 群 为 G 的 向 
量 丛 的 一 个 截面 . 至 于 这 个 向 量 从 的 底 , 如 果 不 是 Rm 中 的 区 域 , 则 我 们 在 后 面 会 单 
独 说 明 . 

我 们 有 兴趣 的 是 n = 3 和 n = 4 的 情形 . 

先 考 察 n = 3 的 情形 . 设 G = SU(2),y(x) 是 有 3 个 实 分 量 的 向 量 场 , 李 代 数 中 
的 运算 是 向 量 积 , 底 是 欧 几 里 得 空间 R3. 我 们 考察 量 


S{w,A} = / Br{3(V%, 0D) -WI + TT (Feo FP) (5) 
R3 


的 临界 值 问题 . 
定义 32.1. 方程 5S = 0 的 真空 解 是 满足 下 列 条 件 的 场 (y, 4): 
a) Fas = 0; 
b) wy = 极 小 , y= 常数 = yo; 
c) (Vw, Vy) = 0. 
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条 件 a) 意 指 联络 4o(z) 是 平凡 的 , 因而 ( 见 卷 1 习题 41.3) 对 一 切 zx 和 某 个 
9 :了 3 一 G 成 立 
Ao = -YE 0 1 3. (6) 
条 件 b),c) 一 起 隐 含 9 ([4o(z), 加 , [do(z), 为) 三 0, 而 由 于 底 R3 的 纤维 V=R 的 
度量 是 欧 几 里 得 度量 , 由 此 导出 


[Aa (7),Y) =0. 
因此 , 场 4A,(x) 在 李 代数 中 是 平行 于 轴 小 = 如 的 ， 且 是 一 个 数量 函数 的 梯度 
As(z) = au(zyW as(z) = -22 (后 一 个 等 式 来 自 于 (6))， 如 果 对 4。 添 加 一 个 梯 


DZ4 
度 加 项 , 我 们 可 使 场 4。 变 为 零 . 
在 “退化 的 ”真空 情形 (图 124 a)), 真空 解 集 与 癌 量 yo e 玉兰 及 3 的 集 存 在 双 
方 一 一 的 对 应 , 这 里 Wo 组 成 球面 32: 
lwpo| = 1 (7) 
在 建立 泛 函 (5) 的 变 分 问题 5S = 0 中 容许 的 场 (4,y) 类 由 下 列 要 求 确定 : 当 
lz| 一 ee 时 场 (4,y) 应 该 趋向 于 “真空 解 ": 4 = 0,y = wo. 此 时 间 量 wo 不 必 是 
唯一 的 而 是 所 有 的 使 z 一 coe 的 方向 . 如 果 vo 仅 依赖 于 x = |z| : n 的 单位 方向 
n, wo = wo(n), 则 我 们 有 了 映射 


Wo: S52 一 52, (8) 
它 将 方向 ne S? 等同 于 “真空 ” 流 形 u(jwo]?)= 极 小 中 的 点 yo(n). 映射 po 定义 了 
场 (4,%) 在 无 穷 远 处 的 “边界 条 件 ”. 映射 wm : 38? 一 38? 的 度 ( 见 813) 为 我 们 给 出 
了 R3 中 的 变 分 问题 的 一 个 整数 拓扑 不 变量 . 
拉 格 朗 日 函数 (5) 关于 下 面 的 规范 变换 是 不 变 的 : 
ha(z) = 9(z)Aolz)g -1(z) ~ FEg-1 (2), 
yo gyg Se To(y), 
其 中 取 值 于 G 的 函数 g(z) 是 定义 在 整个 R3 上 的 且 当 |z| 一 co 时 (z = |zj:n) 有 
极限 : 


9(Z) 一 goo(n) : 5“ = (10) 
(我 们 注意 , 由 于 对 所 有 的 李 群 G 成 立 ra(G) = 0 ( 见 825.5), go 是 零 同 伦 的 .) 利用 
这 种 任意 性 , 可 以 改变 映射 yo : 82 一 92, 用 来 定义 无 穷 远 处 的 边界 条 件 . 
引 理 32.1。 如 果 映 射 Vi : 5S? 一 S2 和 内) : S2 一 S? 是 同 伦 的 ( 且 仅 在 这 种 
情形 ), 则 可 以 找到 这 样 的 映射 go : 5? 一 G, 它 是 零 同 伦 的 (或 者 说 , 可 延 拓 至 
整个 R3 上 ), 使 得 


yh (n) = Ty p(n) = goo(n)YSY (n)ga! (n), (11) 
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其 中 n 是 单位 向 量 (也 即 $2 中 的 点 ). 

证 明 对 任意 ge G, 由 a 一 gag-! (这 里 gag-! 是 普通 的 矩阵 积 ) 定义 的 群 G 
在 李 代 数 ( 兰 了 3) 上 的 作用 诱导 了 群 G = SU(2) 在 单位 向 量 组 成 的 球面 5S? C R3 上 
的 可 递 作 用 : n > gn. 

我 们 考察 纤维 从 7:G x 9832 一 32x S2, 其 中 映射 r 由 公式 x(g,n) = (gn,n) 给 
出 . 我 们 按 下 列 方式 定义 映射 ,i : 52 一 S52 x S52: 


Von) = (0 Cn)), Bi(n) = (Yh) (n), p(n)). 


由 同 伦 w? ~ w2? 可 推出 映射 加 和 于 是 同 伦 的 . 连接 这 两 个 映射 的 同 伦 Vi(n) = 
(x(n), Dn)) (其 中 wi 是 yw? 和 WwW2 之 间 的 同 伦 ) 可 以 由 纤维 从 空间 G x S2 中 
的 同 伦 于 覆 登 , 其 中 (作为 定义 ) 我 们 置 映射 于 : 52 一 G x S? 形 如 


Boln) = (1, p(n) r= Wh. 


于 是 , 映射 页 : 5S2 一 G x S? 有 下 列 形式 : 六 (n) = (goo(n), 如 (n)), 其 中 goo(n) 就 
是 所 要 找 的 映射 go : S? 一 G. 从 构造 过 程 显然 可 见 go 同 伦 于 像 集 为 群 的 单位 元 
的 常 值 映 射 . 引 理 得 证 . 口 

由 于 引 理 32.1, 映射 wo : S? 一 S2? 可 以 用 任何 与 它 同 伦 的 映射 替代 . 于 是 , 边界 
条 件 由 同 伦 类 

k= fpol es ro(S2) = 也 

决定 . 

例 32.1.， 当天 = 0 时 通过 规范 变换 可 以 使 yo = 常 值 (|z| 一 co).， 可 以 假定 
wo = (0, 0, 1). 

在 这 个 情形 , 就 产生 理论 中 所 谓 的 “对 称 破 缺 ”( 只 剩 下 由 向 量 (1,0,0) 和 (0,1,0) 
在 平面 中 生成 的 旋转 群 SO(2) Cc G “小 真空 群 ”). 为 进一步 展开 真空 状态 的 拢 
动 理 论 ， 可 以 作 和 置换 y= Wo 十 y, fal7) = (Aa(1)), (B's = (Aa) (也 )。 到 (4a)”. 我 
们 得 到 新 的 拉 格 朗 日 函数 


L(fa,B', B?,y) = L(Y, A). 


如 果 位 势 函数 w(&) = wyl2) 形 如 图 124 a) 所 示 , 且 wee(1) = m2 > 0, 则 我 们 
得 到 (假定 yw! = yw? = 0 并 将 ww 关于 & 在 点 wo = (0,0,1) 展开 成 级 数 一 一 见 下 面 
的 习题 ) 


F = 3 (800) ~ 2m?(G)* + (BI + B20) — 


1 
3 (lrot Bi? + |rot B?|?2 + |rot 有 人) 十， 
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其 中 剩 下 的 项 由 f,B,w = (0,0,y3) 的 3 阶 及 3 阶 以 上 的 项 组 成 . 
习题 32.1。 证 明 : 规范 变换 可 以 做 到 y! = y? = 0. 
例 32.2. 当天 = 1 时 , 对 于 映射 po : 5? 一 52 可 以 假定 wo(n) = n. 这 个 映射 
是 “ 球 对 称 的 ”. 物理 学 家 们 找到 泛 函 (5) 的 杨 - 米尔 斯 方程 5S = 0 的 一 个 有 趣 的 
球 对称 解 : 
4 一 a(7r)Eaij27 ， 
Vi = 0, = oh 
"” (12) 


当 7 一 oo u(r) = doo,a(T) 一 本 


当 7 一 0 ur) 一 常数 .malr) 一 常数 . 


因为 在 无 穷 远 处 的 边界 映射 


》 


Wo :32 一 S2,Wo(n) =n € RY 一 (人 从) 


的 度 等 于 1, 所 以 它 的 在 RR3 = (zl, z2, z3) 上 光滑 延 拓 成 的 场 w(x) 必定 有 使 得 y= 0 
的 点 . 因此 , 如 果 存 在 光滑 解 (w(x), 4a(z)), 则 其 中 的 w(xz) 必定 有 点 zo 使 得 在 R3 
上 WwW(zo) = 0 ( 设 此 点 是 唯一 的 ). 
在 偶 (w, 4。) 与 在 空空 间 中 关 0 的 各 处 ( 即 除去 点 zo 外 ) 满足 麦克 斯 韦 方 程 
的 标量 场 f(x) 之 间 存 在 一 个 有 趣 的 对 应 : 
Ofa Ofo 工 


po 网 


piPi, — en (Va Vo) (13) 
对 应 (13) 对 于 偶 (y, 4) 伴随 一 个 区 域 R3\{zo}(w(xo) = 0) 上 的 纤维 从 ， 这 个 纤 


维 从 的 结构 群 为 SO(2) 兰 51, 因而 杨 - 米尔 斯 方程 的 解 就 转 而 产生 对 于 定常 磁场 
玉 - (EN = 9fa _ 3 太 的 麦克 斯 韦 方程 的 解 ， 由 这 个 对 应 的 形式 及 (12) 导出 : 场 
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(Hi) = rotf 关于 大 半径 球面 的 积分 等 于 4r. 因此 , 由 杨 - 米尔 斯 方程 的 非 奇 异 解 可 
得 到 所 谓 的 “ 磁 单 极 ”. 


2， 对 偶 性 方程 


我 们 现在 转向 n = 4 的 情形 . 一 般 来 说 , 研究 在 物理 学 中 产生 的 拉 格 朗 日 函数 
需要 在 闵可夫 斯 基 空 间 R4 中 关于 场 4。(z) 和 vy 的 杨 - 米尔 斯 型 (6S = 0) 的 解 
(这 里 % 可 能 是 张 量 场 或 施 量 场 )， 然 而 , 在 无 外 加 场 yy 时 的 “ 纯 ” 杨 - 米尔 斯 方 
程 已 经 是 非 线 性 的 且 与 麦克 斯 韦 方 程 相 比 要 复杂 得 多 . 对 于 空间 R4 而 言 , 还 不 知 
道 这 个 方程 的 任何 非 平凡 的 实 解 . 在 物理 文献 中 出 现 过 几 个 在 欧 儿 里 得 空间 R4 中 
的 解 , 有 人 认为 它们 也 可 能 在 物理 中 是 有 用 的 . 除 此 之 外 , 这 些 解 从 纯 数学 的 观点 
来 看 也 是 非常 有 趣 的 并 有 深刻 的 几何 意义 . 我 们 在 后 面 将 描述 其 中 若干 个 解 . 下 面 
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我 们 将 在 欧 几 里 得 坐标 为 zl x?, 7x3, x4 的 欧 几 里 得 空间 R4 中 考察 杨 - 米尔 斯 泛 函 
S= [Tr (RsFa)d4z. 当 |z| 一 co 时 要 求 
R4 


Dog(Z) 
Fop 一 0, 4o(Z) ~ a 1(zx). (14) 


实际 上 , 我 们 将 要 求 当 R4 作为 $4 中 关于 北极 的 补 嵌 入 到 S4 中 时 , 联络 4o(z) 可 
以 光滑 地 延 拓 至 北极 ; 于 是 , R* 上 的 具 这 个 联络 的 纤维 丛 就 成 为 底 空间 54 上 的 一 
个 纤维 从 在 区 域 R* Cc S54 上 的 限制 . 具 结 构 群 G = SU(2) 的 纤维 从 的 拓扑 不 变量 由 
下 列 映 射 的 度 给 出 : 


goo : 93 一 SU(2) = G, deg gw = m, (15) 
其 中 当 |z| 一 oo(z = zl :由 时 成 立 
hu 人) ~ — “9g 1s), gs) = gooln) 


与 n = 3 的 情形 不 同 , 由 于 x3(G) = 2Z， em goo. 在 825 中 也 讨 
论 过 用 “ 示 性 类 ”表达 的 映射 度 别 的 记号 : 


m{F} = Tr /到 -一 FobFeaeabeadaz = TY /™ > Fab(*F)"d4y, (16) 


或 用 外 形式 记 成 : 
m{F} = m3/ mey *P) (17) 
及 4 


(* 下 是 已 = Rodza Adzo 的 “对 侦 形 式 ”"，xF = DeebedFbdlre Adz9d). 因为 对 于 任何 
非 零 矩阵 X < SU(2) 我 们 有 Tr(X?) < 0, 所 以 在 欧 几 里 得 度量 中 , 量 


T= 5 / TF — (xF)osllFe _(kF)abdaz (18) 
是 非 正 的 ,T < 0. 


设 成 立方 程 
kop = (*F)ao; (19) 


这 个 等 式 等 价 于 等 式 了 = 0. 进一步 ， 


T= 5 / Tr(FyoF™)dtr 十 ; / Tr((xF)ao(*F)"t) dy 
及 4 及 4 
[Teale Fas = S{F} -4drm{F} <0. 


因为 m{f} 是 示 性 类 , 因而 有 零 变 分 导数 ( 见 卷 1, 842 或 825.4, 825.5), 我 们 得 到 : 
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1) 方程 56T = 0 和 6S = 0 是 等 价 的 ; 

2) 此 外 , 因为 荆 < 0, 所 以 对 于 杨 - 米尔 斯 场 , 成 立方 程 Fs = (x 下 )as 等 价 于 在 
所 有 满足 m{Ff} = m 的 类 FF 中 泛 函 S{F} 取 到 绝对 极 大 值 , 且 这 个 极 大 值 等 于 mm. 

于 是 , 如 果 我 们 对 每 一 个 数 mm 能 找到 方程 ,= (x 下 )os 的 一 个 解 , 则 我 们 就 同 
样 地 严格 证 明了 在 给 定 的 边界 条 件 下 泛 函 S{Ff} = Tr fbfFotd4z 的 极 大 值 (可 以 

R4 

取 到 并 ) 由 方程 (19) 的 解 给 出 . 

习题 32.2.。 证 明 : 方程 (19) 的 解 也 满足 杨 - 米尔 斯 方程 . 

对 m = 0, 我 们 有 “平凡 解 ”F,。 = 0. 

对 m = 1, 我 们 将 寻找 形式 如 下 的 “ 球 对 称 解 ”(G = SU(2)) : 


+As = (Ao + seimAk), (AY € SO() (20) 
我 们 得 到 这 样 的 解 (“ 瞬 子 ”): 
Ag = f(r)(z'62 — 7762), =z 


1 
f(7) = 二 2, 入 一 第 数 ， 


习题 32.3. 证 明 : 对 每 个 a = 1,2,3,4, 4 向量 4。(z) = (4i(z)) 由 不 超过 3 个 
参数 决定 (这 是 自然 的 , 因为 群 G = SU(2) 的 维 数 等 于 3). 
对 任意 的 m > 1, 下 列 形式 的 解 是 已 知 的 : 


(21) 


le 1 


其 中 m 入 CE x T+i(z — Ti) "ok 

PE 
在 这 个 公式 中 ok (k = 1,2,3) 是 泡 利 矩 阵 ( 见 卷 1, 814). 在 这 里 z; 是 m 个 给 定 的 
点 , 和 A; 是 m 个 常数 ,7 是 单位 矩阵 ， 虽 然 还 没有 得 到 形式 满意 的 通 解 (应 该 依赖 于 
8m 一 3 个 参数 ), 但 是 却 存在 儿 个 深刻 的 结果 . 

我 们 注意 到 杨 - 米尔 斯 泛 函 的 拉 格 朗 日 函数 (完全 与 普通 的 麦克 斯 韦 方程 一 样 
见 卷 1, 842) 是 共 形 不 变 的 . 因此 可 以 从 Rs 转移 到 球面 54, S* 上 的 度量 是 共 形 欧 几 
里 得 度量 (球面 54 的 共 形 变换 群 同 构 于 O(5,1), 见 卷 1, 815). 于是, 可 以 将 “对 侦 
方程 ”(19) 的 解 视 为 在 S4 上 结构 群 为 SU(2) 的 主 从 上 定义 的 联络 . 

存在 自然 的 纤维 从 

D:CP3 一 94， 
其 纤维 为 5? ( 见 824). 我 们 回想 一 下 它 的 构造 . 群 SU(2) 按照 在 每 个 直 加 项 C? 上 
通常 的 作用 方式 作用 在 C* =C?@C? 上 : 


(21, 22,w!, 2 一， (9(2 27), g(w ,ww )), 9 € SU(2). 
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根据 定义 

CP = (C’\{0}))/(S0(2) x R+), 
其 中 右边 部 分 代表 群 SU(2) 限制 于 子 群 SO(2) (以 及 群 R+ 通常 的 作用 ) 的 轨道 空 
间 . 类 似 地 

Ss* = (C\{0})/(SU(2) x R+). 
因为 SO(2) C SU(2), 于 是 就 产生 纤维 从 p : CP3 一 34, 纤维 p-1(z) = CPI c CP3 
作为 射影 直线 位 于 CP3 中 .“ 对 偶 方程 ”(19) 的 解 是 3S4 上 某 个 纤维 为 C? 且 结 构 
群 G = SU(2) 的 纤维 从 mn 上 的 联络 ， 考 察 CP 上 的 纤维 从 p*(m), 其 上 的 联络 
为 9 上 的 联络 的 提升 ( 它 在 纤维 p-1(x) 上 是 平凡 的 )， 复 流 形 上 (这 里 是 CP3 上 ) 
的 具 联 络 的 任何 复 (不 必 是 全 纯 ) 纤维 从 上 存在 “ 拟 复 结构 ”"， 这 意味 着 在 纤维 从 
2*(7) 的 从 空间 EE 中 联络 以 自然 方式 决定 了 “水 平 ” 方向 并 从 而 决定 了 作用 在 五 
上 的 函数 上 的 “ 共 变 导数 ” 算 子 . 设 U 是 纤维 从 p 中 的 一 个 区 域 ， 


复 坐 标 为 z1,z2, zs3, za = zc + is"+3， 并 有 微分 算 子 = 一 i 0 5 局 部 上 我 们 有 


qg 1(U) CE,g 1(VU)=C?xU, 其 中 g:E 一 CP3 是 纤维 从 p*(m) 的 射影 . C2 中 的 坐 
标 以 w!,w? 表示 . 我 们 给 出 “ 拟 复 结构 ”的 一 组 算 子 


十， (23) 


人 D 8 8 8 
et rars + Aa 一 24。 3. 
可 积 性 条 件 意味 着 (23) 中 所 有 的 算 子 可 交换 . 在 这 种 情形 , 纤维 从 空间 5 就 有 
复 流 形 结构 , 局 部 复 坐 标 为 z,w. 而 CP3 上 的 纤维 从 p*(n) 本 身 此 时 是 全 纯 从 . 
习题 32.4. 证 明 : S4 上 纤维 从 ”的 联络 满足 对 偶 方 程 (19) 的 条 件 等 价 于 (23) 
中 作用 于 定义 于 CP3 上 纤维 从 p*(n) 的 从 空间 EE 上 的 函数 的 算 子 可 交换 . 
于 是 , 寻找 对 偶 方程 解 的 问题 就 化 为 CP3 上 全 纯 从 的 分 类 问题 , 其 中 可 以 成 功 


地 应 用 代数 几何 的 方法 . 
3. 手 征 场 . 狄 利克 雷 积 


在 物理 中 感 兴趣 的 并 且 提 供 拓 扑 现象 的 非 线 性 场 中 有 一 种 称 为 手 征 场 . 最 一 般 
的 (局 部 的 ) 手 征 场 是 一 个 空间 R* 上 取 值 于 某 个 非 欧 几 里 得 流 形 M 的 函数 %(z). 
整体 上 , 这 种 手 征 场 是 某 个 纤维 为 M 的 纤维 从 的 一 个 截面 . 

实际 上 , 人 们 感 兴趣 的 手 征 场 是 M 为 一 个 李 群 G 的 齐 性 空间 的 情形 ( 见 85.1)， 


M =G/H. 


如 果 五 = {1}, 即 如 果 M 本身 是 一 个 李 群 , 这 种 手 征 场 称 为 主 手 征 场 . 我 们 将 
假定 群 G 是 紧 群 且 其 上 已 赋予 一 个 双 不 变 度 量 . 另 一 种 重要 的 手 征 场 是 这 种 情形 : 
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M = G/H 是 一 个 紧 群 G 的 对 称 空间 , 迷 向 子 群 为 互 CG ( 见 86). 这 种 类 型 中 最 简 
单 例子 是 
M = $= SO(g+1)/SO(g). 


我 们 将 球面 表示 为 全 体 单 位 向 量 ne Rs+1 的 集合 , 在 这 种 情形 , 就 有 所 谓 的 “mn 场 ” 
n(z). 

手 征 场 与 拉 格 朗 日 函数 有 关 ， ti de 

a) 主 手 征 场 g(z) e G 的 情形 , 我 们 置 A。(z) = 下 g-1(z) (这 是 李 代数 中 元 )， 


3 > [Re As(r)dr! Ndr? Adr3 人 \...Adzt®, (24) 
其 中 标量 积 由 群 G 的 李 代 数 上 的 基 灵 形式 给 出 . 
对 于 G = SO(2), 场 4。 是 标量 函数 w(z) 的 梯度 形式 : 


gs) = exp{ip(z)}, Aa(z) = (25) 


方程 5S = 0 成 为 拉 普 拉 斯 方程 . 
对 于 G = SU(2), 这 个 方程 就 不 是 那么 简单 了 . 设 4o(z) = XiAhis(z), 其 中 A 

是 标量 函数 ,Xi, XX2, X3 是 李 代 数 的 基 , [Xi1, X2] = X3, [X2, X3] = Xi, [Xa, Xi] = X2. 

由 于 联络 4。 的 平凡 性 , 我 们 有 和 零 曲 率 

加 D4b Oho 

Bre 8xt 

方程 6S = 0, 除 (26) 外 , 归结 为 下 列 关 系 式 : 
D4。 
Or 

(证 明 !). 当 群 G 是 任意 维 数 的 非 交 换 紧 群 时 , 存在 一 个 标准 的 双 不 变 3 形式 人 2, 它 

在 点 g = 1 处 借助 换 位 子 [,] 和 基 灵 形式 如 下 定义 在 李 代 数 上 : 


2(X,Y,2)= ([X,Y], 2) (28) 


(混合 积 ). 在 这 里 X,Y, Z 是 李 代 数 中 元 , 李 代 数 可 视 为 群 G 在 点 g = 1 处 的 切 空间 
( 见 $3). 形式 ?2 是 闭 形 式 (这 容易 直接 验证 ; 或 从 它 的 双 不 变性 推出 ) 且 总 不 会 是 零 
上 同调 的 , 即 2 关 df2'. 对 于 G = SU(2) 的 情形 , 2 是 SU(2) 上 的 体积 元 , 并 可 取 8 
满足 由 (Ql: 


对 于 R3 上 的 这 样 的 手 征 场 g(z): 当 |z| 一 ee 时 g(z) 一 go, 使 得 g(x) 可 光滑 
延 拓 至 5S3 = R31 J{co} 上 , 则 我 们 有 拓扑 不 变量 


lg] € x3(G). 


(26) 


=0 (27) 
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(对 于 G = SU(2), 这 个 不 变量 就 是 映射 g : 93 一 SU(2) = S53 的 度 . 由 定理 14.1 及 
正规 性 /2 =1 可 算出 deg g = 人 


我 们 回想 一 下 ; 炙 利 克 雷 泛 函 的 形式 为 


s{9} =3 (4, ar, (29) 
/, 
其 中 
4a(z) = Eg 1(z) 
方程 6S = 0 如 下 : es 
pe (9 ) =0 (30) 
也 即 


34。 0As。 0h 
Ore “Bre Bre 
然而 , 对 于 犹 利克 雷 泛 函 (29) 并 没有 任何 “拓扑 的 ”准则 , 像 在 R? 的 情形 那样 ( 见 下 
面 ), 来 保证 对 给 定 的 [9] 达到 绝对 极 小 值 , 考察 “ 调 正 过 的 ” 手 征 拉 格 朗 日 泛 函 (“斯 


基 尔 姆 ”模型 ) 


a 


i > | (4, A) + a2([A, Al, [A, yaaz (31) 
及 3 
其 中 a 是 非 零 实 常数 , [4, 4]。s = [4。, 4] 是 取 值 于 李 代 数 的 2 次 形式 ( 反 称 张 量 )， 
对 于 G = SU(2), 怎样 寻求 泛 函 So 在 给 定 拓 扑 不 变量 d = deg [g(x) : (R3(Jo0) 一 GI 
中 的 极 小 值 ? 我 们 来 考察 新 的 泛 函 


3 /4 a 十 Qe [A,, A Pe Qebe | As, 4-])a3z 


Su 0 seate[hb, Ao])d3z = Se 十 常数 xd> 0 (32) 


如 果 极 小 值 在 (32) 等 于 零 时 达到 , 则 我 们 必须 有 
Aa + oae"™™[Ao, Ac] = 0. 
我 们 得 到 关于 函数 g(x) 的 方程 组 : 


41 一 一 cl42, Asl, 
42 = 十 al41, 4a3|， (33) 
43 一 一 al41, 42?]， 


.296 . 第 八 章 ”高 维 变 分 问题 解 的 整体 结构 


其 中 
Og(7) g-1 
he = 9 人 
0A, 904, 
Or Ore = [ho, 4 


由 此 导出 4。(z) = 0, 因为 4 = arot 4. 
结论 ”对 于 调 正 过 的 手 征 拉 格 朗 日 泛 函 , 极 小 值 (如 果 它 对 给 定 的 d 达到 ) 必定 
大 于 由 (32) 给 出 的 下 界 . 与 R4 中 的 杨 - 米尔 斯 场 和 R3 中 的 nn 场 ( 见 下 面 ) 不 
同 , 所 找到 的 极 小 值 不 可 能 使 下 界 变 成 精确 的 等 号 . 
调 正 过 的 手 征 拉 格 朗 日 泛 函 (31) 不 是 共 形 不 变 的 , 因此 在 S53 中 和 在 R3 中 对 
它 的 研究 将 给 出 不 同 的 结果 . 例如 , 对 于 53, 恒 等 映 射 9 : 53 一 53 兰 SU(2) 给 出 满 
足 方 程 组 (33) 的 极 小 值 . 试验 证 这 个 事实 . 
b) 在 nn 场 n(xz)€ 54 cC Rs+l 的 情形 , 我 们 有 最 简单 的 拉 格 朗 日 泛 函 (“ 狄 利 元 


雷 积分 ”) 
stn(®)} = 5 / ' me 各) z, (34) 
其 中 ( ，) 是 Re+! 中 的 欧 几 里 得 标量 积 . 对 n 场 的 边界 条 件 : 当 |z| 一 co 时 


n(T) 一 no 应 取得 可 以 将 场 n(x) 光滑 延 拓 至 S* = R* 【J{oo0} 上 ; 对 于 大 = 9 的 情形 ， 
我 们 得 到 场 的 拓扑 不 变量 , 即 映 射 54 一 59 的 度 为 : 


d= degn= TI) 
/ 
( 见 813), 其 中 82( f=1) 是 54 的 体积 元 . 
S59 

我 们 考察 g = 大 = 2 的 情形 并 来 求解 寻找 作用 量 5 在 给 定 的 度 d 中 的 绝对 极 小 
值 问 题 . 如 果 we (a = 1,2) 是 球面 52 上 的 局 部 坐标 , za (a = 1,2) 是 平面 R? 上 的 
坐标 , 则 

S{n(z)} = go 有 Bu dz! Adz2， (35) 

其 中 g% = 562 是 R? 上 的 矩阵 , 96 是 球面 52 在 坐标 系 w1,w? 中 的 度量 , 而 映射 
n(x) 由 下 式 给 出 : 


n(xz) = (u(x!,22)), a = 1,2. 


注 公式 (35) 定义 了 任意 映射 n : M 一 N 的 “ 猴 利 克 雷 积分 ”S{n}, 其 中 (za) 
是 M 中 的 局 部 坐标 , gus 是 M 的 度量 , (w*) 是 NN 中 的 局 部 坐标 , ?on 是 N 的 度量 . 

习题 32.5. 如 果 N = G 是 具 双 不 变 度 量 的 李 群 , 则 对 于 主 手 征 场 , 狄 利克 雷 
积分 取 (29) 的 形式 . 
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现在 回 到 M = R?,N = 52 的 情形 , 其 中 z1,z? 是 R? 中 的 欧 几 里 得 坐标 . 设 
ul, Ww 是 S2\{col 中 的 共 形 欧 几 里 得 坐标 , 在 这 种 坐标 中 其 上 的 度量 形式 为 ( 见 着 


1, 813) 
4(du!')* + 4(du’)* 4dzdz 
5 og BB 二 RPR SERIES YE 一 人 PORT 


其 中 z=2u+iu2 ww =Z1+iz2. 由 此 得 出 


Ow Ow 
了 及 2 


映射 n : 52 一 52 的 度 可 按 下 式 计算 : 
«/ dzAdz 1 /furvy— uyvz 
ten 于 人 (全 
及 2 及 2 
其 中 v = vv =t2z=zly 一 Z2. 差 5S{n} -27 degn 形 如 


(wz 一 人 + (wy 十 vz)” 


由 此 我 们 得 到 
结论 1) 对 于 映射 n(zx), 度 d 成 立 不 等 式 


S—27degn= 5 — 2nd2> 0. 


2) 对 于 泛 函 5S 在 同 伦 类 d > 0 中 的 绝对 极 小 值 ， 这 个 不 等 式 成 为 等 式 
Smin = 27d, 它 等 价 于 等 式 


( 即 柯 西 - 黎 曼 方程 ). 反之 , 如 果 (39) 成 立 , 且 deg n = d, 则 在 这 个 同 伦 类 中 存在 
泛 函 5 的 极 小 值 . 因此 , 泛 函 5S 的 极 小 值 就 在 且 仪 在 这 种 全 纯 上 映射 n: 5S? 一 52? 
上 达到 , 它们 的 形式 为 z = P(w)/Q(w), 其 中 P,Q 是 多 项 式 . 这 个 重要 的 结果 
首先 在 几何 学 中 , 接着 在 物理 学 中 然后 在 铁 磁体 理论 中 得 到 应 用 . 

我 们 用 男 一 种 观点 来 考察 同一 个 例子 . 球面 5? 是 齐 性 空间 


S52 ~ SO0(3)/S0(2) < SU(2)/U(1) = G/H, 


并 且 还 是 一 个 对 称 空间 ( 见 86)， 精确 地 , 这 意味 着 群 G 的 李 代 数 分 解 成 直 和 LL = 
Fo + 其 中 [Lo,Lo] = Fo,[PoDc ,LiL C Lo; 在 这 里 Lo 是 迷 向 子 群 
互 C G 的 李 代 数 . 子 空间 Zo 和 L， 关于 基 灵 形式 是 正 交 的 . ” 场 论 的 男 一 种 叙 
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述 方法 是 这 样 的 : 考察 场 gtz) Cc G 并 假定 场 g(z) 和 ei?(*)g(z) 是 等 价 的 , 其 中 
ettz) E 万 = SO(2) C SO(3) 是 任意 函数 . 变换 g(z) 一 etetz)g(z) 是 “规范 变换 ”. 实 
际 上 , 一 个 等 价 类 就 是 一 个 场 n(x) e G/H. 我 们 考察 “ 手 征 拉 格 朗 日 泛 函 ” 
S{9(z)} = 3 | (4 Mars, (40) 
i 
其 中 hs(z) = -I ip), (4, A)L, 是 标量 积 , 它 在 李 代数 二 的 子 空间 L， 上 等 于 
基 灵 形式 , 而 在 Lo 上 等 于 零 . 在 规范 变换 
g(7) 一 e’?(*) g(r) = 9(7) 
之 下 , 我 们 有 
4 一 4= ei?(*)Ae-i?(®) + iVy, (41) 
其 中 分 量 iVw 落 在 Lo 中 . 由 此 导出 泛 函 (40) 的 规范 不 变性 : 
S{g(7)} = S{9(7)}, 
这 也 表明 拉 格 朗 日 泛 函 (40) 在 G/H 的 等 价 类 上 是 合理 定义 的 ， 在 我 们 的 情形 ， 
G = SO(3), HH = SO(2), 场 4。 有 3 个 分 量 , A。 = 40eo + Alel + 42ea, 其 中 
[eo, e1] = el, lei, e2] = eo, [ez,eoj = el， 
(e0,e0)L1 = 0, (el,el)7 = 1,(e2,e2)L, = 1, (42) 
(ei, €j) 1 一 0,2 — 可 
向 量 eo 生成 Lo, 向 量 el, ez 生成 Li. 如 果 将 4 视 为 R? 上 主 G 从 上 的 平凡 联络 ， 


则 我 们 有 
8A 548 
Bre 8zb 
其 中 op = 1,2,6 = 0,1,2. 我 们 置 


Bes Al id B, = Al 一 1.42， 


二 [4。， Ap]? = 0， (43) 


34% 849 .9 
Aa > ifa, fab a TD EE Drzra 
由 关系 式 (43), 当 6 = 0 时 可 得 
fi2 = 5(B1B, 一 B2Bi) (45) 


(回想 一 下 , 我 们 现在 是 在 2 维 空间 中 进行 , hs = 一 fl 是 场 fs,a,b = 1,2 唯一 的 非 
零 分 量 ). 由 (43), 当 6 = 1,2 时 我 们 可 得 
OB! 8B, 


Dr2 Brl 一 B21 > 已 1 户 . (46) 


832. 杨 - 米尔 斯 方程 的 某 些 整体 解 的 例子 . 手 征 场 299 . 


引入 “ 共 变 导数 ” , 
1 
”Ore 4“™ 
显然 成 六 
DiP, DB =0, (47) 
而 如 果 对 泛 函 (34) 作 变 分 , 我 们 得 到 
55。 
se = 2faB,. (48) 


场 f。= -i49 是 规范 场 , 因为 根据 (41) 成 立 梯度 型 变换 
RS 
B, -» e*?B,. 
因此 , 我 们 已 将 n 场 论 化 归 为 复 向 量 场 (B,) 与 规范 场 f 联系 在 一 起 的 方程 (48)， 
其 中 对 应 力 张 量 f。。 还 加 上 一 个 补充 条 件 : 


0 D ) ee NE 
fa= 5 -= 5(B1B - BB). (49) 


可 以 证 明 对 任意 的 ” 场 
n* (2) = 常数 x fizdzx! 和 人 dx?， (50) 


其 中 , 像 以 前 一 样 , 2 是 S 上 正规 化 的 SO(3) 不 变 的 2- 形式 . 如 果 z 是 S2 作 {oo} 
上 的 复 坐 标 , 则 形式 2 如 下 ( 见 卷 1, 813): 
dz A dz 


CrP we 


人 二 和 常数 x 
因此 , 拓扑 不 变量 a, 即 ” 场 的 度 , 也 由 应 力 张 量 的 积分 决定 : 
d= mn*(n) 一 常数 x | fizdr! 信 dz? 
| E 
= 常数 x 用 (fidr’ + fodzr’”) 
TUT 
一 人 /a1B, — BoBi)dr! A dz?; (52) 
RR2 
其 中 , 入 是 某 个 常数 ，F 是 大 半径 R 的 圆周 (R 一 oo), 卫 = Us, 其 中 I 是 环绕 


场 B 或 /的 奇 点 的 小 半径 = 的 适当 定向 的 圆周 (= _， 0). 按照 n 场 n(z) 的 理论 
假定 在 有 限 点 ( 即 在 R? 中 的 点 ) 上 的 奇 性 是 必需 的 : 满足 n(z;) = oo 的 点 zx; 在 我 
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们 的 表述 中 是 奇 点 . 在 这 些 点 上 , 场 (Bo, f) 可 能 没有 定义 , 因为 映射 n: 52 一 52 
并 没有 在 整体 上 被 映射 g : S2 一 SO(3) (或 SU(2)) 材 和 登 在 点 oo e 5S? 处 纤维 
从 S53 -5S? 的 截面 变 成 多 值 的 , 随 之 函数 g(z) 对 ze n-1(oo0) 也 变 成 多 值 的 . 形式 
Pdzl + fodr? 是 纤维 从 n*(n) 中 的 联络 ， 7 是 标准 的 霍 普 夫 纤 维 从 S53 一 52， 
结构 群 G = S1 ( 见 例 24.1). 

我 们 现在 使 用 全 纯 场 n 显 式 表示 B。 如 果 w = zl +iz2 是 R? 中 的 复 坐 标 且 
映射 n = z(w) 是 全 纯 的 , 则 ( 见 (51)) 


wh ladzl dwAdw 
"Olav! Gr pep 
全 纯 n 场 z(w) 给 出 泛 函 
S= (A, A)L.d’ 必 < (B1B!1 十 B2 B2)dr! Adzr? (54) 
ni 
在 条 件 
f wo) 二 入 / (a5 一 BB1i)dz! A dr? 一 起 
民 2 
之 下 的 绝对 极 小 值 . 考察 量 
S 十 /mo 一 f(a 十 B2B») 十 i(B1B2 -= B2B1)dzr! 人 az? 
R2 R2 
= / (Bi1 + iB2)(B1 — iB2)dr' A dz”. (55) 
对 于 极 小 值 成 立 S + 和 J me(2) = 0 或 即 
Bi +iB2 =0. (56) 
由 此 及 方程 (49),(50),(53) 导出 : 
dz dwA 人 dT 
了 Ty = 二 常数 x (B12 - BsB1)dw 和 dT = 常数 x B2dw 人 dw， 
由 此 最 后 有 a 
让 三 a (57) 


作为 本 节 的 结束 , 我 们 证 明 一 个 出 自 近 期 文献 中 的 命题 : 对 于 所 有 形 如 (35) 的 
具 闵 可 夫 斯 基 度量 gs。 ( 即 ” 场 定 义 在 R? 上 ) 的 泛 函 5 的 极 值 , 欧 拉 - 拉 格 朗 日 
方程 5S = 0 等 价 于 “正弦 - 戈 登 方程 ”. 人 
R3 中 产生 的 方程 ( 见 卷 1, 830.4).) 


§32. 杨 - 米尔 斯 方程 的 某 些 整体 解 的 例子 . 手 征 声 
使 用 变量 &,n, 使 得 ds? = dédn, 则 泛 函 S 有 形式 为 


3 
S{n} = /> neng) dean, 


限 2 C 一 ] 


“301 ， 


(58) 


假定 mn? = 1. 我 们 来 推导 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 . 设 jy 是 变量 ¢ 和 y 的 任意 待定 函数 


( 拉 格 朗 日 乘 子 ). 考察 泛 函 
村 上 二 em) — LH(n,n))dndét = /4 ne, nn)dndé 
RR2 


(59) 


(这 里 及 后 面 , ( ，) 表示 R? 中 的 欧 几 里 得 标量 积 ). 在 (n,n) = 1 时 , 方程 65 = 0 有 


形式 为 ( 见 卷 1, 837) 
D /04, 0 1104 04 要 
关 ( 路 ) + 总 ( 小 )- 侣 a= 1,2,3. 


nen = Ln, o= 1,2,3. 


由 此 


或 由 (n,n)==1 
én 一 (nen, nN)n, HL 二 (n, nen). 
我 们 证 明 : 量 naj, |n,| 是 “积分”, 即 


olne| -0 oj 2 
On ”0é 


事实 上 , 由 于 (62) 及 ne 正 交 于 n, 我 们 有 
1 O(ne, ne) 
2 On 
于 是 , |ne| = f(€), 1ny| = g(7). 
作 置 换 


= (nen, ne) = (nen,n) (ne,n) = 0. 


(ne, nin) 


f(é)g(n) 


COS Ww 一 


对 于 量 w, 我 们 从 (62) 得 到 方程 
Ow 
én 


局 部 替换 上 一 E(E),n 一 An) 可 将 方程 (65) 变 成 “正弦 - 戈 登 方程 " 


= fgqsinw. 


pes = siny. 


研究 这 个 方程 要 远 比 前 面 介绍 的 研究 5 在 给 定 度 中 的 极 小 值 困 难得 多 . 


(60) 


(61) 


(62) 


(63) 


(64) 


(65) 
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833. 复 子 流 形 的 极 小 性 


我 们 回想 , 复 流 形 M 称 为 凯 勒 流 形 , 如 果 它 的 度量 g;;dzidz? 定义 了 一 个 闭 形 
式 wie gifdz: 和 A dzi. 


定理 33.1. 设 M 是 复 ” 维 的 凯 勤 流 形 , X C M 是 它 的 复 上 维 子 流 形 , 考察 
子 流 形 X 在 M 中 由 一 族 实 2k 维 子 流 形 了 组 成 的 实 变 分 类 , 每 一 个 了 在 (X 
上 ) 一 个 紧 区 域外 部 重合 于 X. 此 外 还 要 求 每 一 个 Y 有 一 个 “形变 ” 区域, 形式 
为 一 个 实 定向 的 (2k +1) 维 流 形 2Z, 2 的 边界 92 =X{((-Y), 其 中 (-7) 是 流 
形 Y 但 定向 相反 (图 125). 


图 125 


于 是 , 流 形 X 的 体积 v(X) 不 大 于 v(Y) (如 果 XX 和 了 非 紧 , 则 上 式 对 于 

X 和 YY 不 重合 部 分 的 体积 也 成 立 ). 如 果 Y 的 体积 与 X 的 体积 相等 , 则 了 也 

是 复 流 形 . 

于 是 , 在 凯 勒 流 形 中 , 任何 紧 复 子 流 形 必 是 整体 极 小 子 流 形 ( 即 是 体积 极 小 的 高 
维 变 分 问题 的 极 值 ). 例如 , 在 CP* 中 , 复 子 流 形 是 整体 极 小 子 流 形 . 复 空间 C" 也 
是 凯 勒 流 形 , 因而 C* 中 任何 复 子 流 形 X 关于 保持 X 中 某 个 有 界 区 域 的 外 部 不 动 
的 扰动 是 极 小 的 . 我 们 回想 一 下 , C* 中 所 有 的 复 子 流 形 均 是 非 紧 的 . 

现在 转向 定理 33.1 的 证 明 . 

引 理 33.1。 对 于 R2* 上 的 任何 2 次 外 形式 w 可 取 到 规范 正 交 基 el,…… ,ezn， 

使 得 关于 这 组 基 w 可 写成 如 下 形式 


入 11 和 人 cp 十 十 和 po2n -1 人 Co272 ， 


其 中 和 Al; …， 是 非 负 数 ， 而 w1,…. ) LO02m 是 CE1)…… ,€2n 在 隘 2” 中 的 对 偶 基 . 


证 阴 在 R2 中 考察 任意 的 规范 正 交 基 ei,… ,e5. 对 于 给 定 的 2 次 外 形式 w， 
我 们 组 成 矩阵 4 = (aij), 其 中 0i; = wlel,e’). 我 们 将 矩阵 4 称 为 伴随 于 形式 w 的 
矩阵 . 因为 w 由 它 在 基 向 量 上 的 值 完 全 决定 , 所 以 它 完 全 由 自己 的 矩阵 4 (连同 所 
指定 的 规范 正 交 基 ei，,… ,e 知 ) 所 决定 , 显然 , 4 是 反 称 矩阵 . 结果 , 对 于 4 存在 这 
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样 的 规范 正 交 基 el,.… , ez, 使 得 关于 这 组 基 4 的 形式 为 
0 .2X 
下 0 0 
A 
0 0 入 
< 


其 中 和 1,… ,An 是 非 负数 . 设 wi,… ,won 是 基 el,… ,ezn 的 对 偶 基 . 于 是 易 见 有 


引 理 得 证 . 口 
引 理 33.2.。 议 在 空间 RR*?* = Cn” 中 给 定 一 个 埃 尔 米 特 度量 (g;;). 进一步 , 设 w 
是 对 应 于 度量 g;; 的 2 次 外 形式 , 即 w 是 由 公式 w(w1,v2) = (iv1,v2) 定义 的 2 
次 外 形式 . 令 


4 1 
WwwAwA..Aw kn. 


he Cg 


则 成 立 不 等 式 joj (v1,… ,vok) < 1 其中,… ,ok 是 R2" 中 任意 的 规范 正 交 

网 量 系 . 此 外 , 等 式 lck(w，…… ,v2k)| = 工 成 立 当 且 仅 当 v1,:… ,oax 生成 R27 中 

的 复 子 空间 ( 即 向 量 v1,… ,ok 的 实 线性 包 在 i 的 相 乘 之 下 不 变 ). 

证 明 1) 有 & = 1 的 情形 . 设 wmv e R2” 是 长 度 为 1 的 正 交 的 向 量 ， 显 然 ， 
|w(on vaz)| = |(iv1,v2)| 委 jiwi| -|v2| = 1. 等 号 成 立 当 且 仅 当 v2 = iv1, 即 向 量 v1 ,wv 
生成 复 1 维 子 空间 ( 实 维 数 为 2). 

2) 一 般 情形 . 设 了 C R2" 是 由 v1,… ,v2k 生成 的 子 空间 . 用 6 表示 限制 wl,. 
由 引 理 33.1, 可 以 取 到 子 空间 V 的 规范 正 交 基 e1,…… ,ex 和 它 的 对 偶 基 LO01) CO2K 
使 得 = 和 11 和 人 wa 十 …… 十 和 ALCO21 1 人 Wok, 其 中 A 和 Al1,*…- ) 入 k 是 非 负 实数 . 显然 ， 
w(e2p-1,E2p) = 和 Ap (1 < p < 有). 由 此 并 根据 = 1 的 情形 , 我 们 得 到 Xp < 1, 且 


Ap 二 1 当 且 仅 当 iezp_1 = 十 ezp. 我 们 用 5 表示 形式 oj = at 在 子 空间 V 上 的 
限制 . 于 是 |ap (el， 的 , €2k )| = (ey i , €2k ) 一 和 1. 大 < | 等 号 成 立 当 且 仅 当 


Ap = 二 1(1 < pk), 即 当 且 仪 当 ie 1 = 土 e2p(1 < p < 上 ). 后 面 这 个 等 式 意味 着 VV 
是 空间 RR*? 的 复 子 空间 . 引 理 33.2 得 证 . 口 

定理 33.1 的 证 明 设 ” 是 及 2 上 的 ! 次 外 形式 ,7 是 R2* 的 1 维 线性 子 空 
间 ; 并 设 v1,… ,w 和 vi,… ,of 是 空间 Y 的 属于 同一 个 定向 类 中 的 任意 两 个 规范 
正 交 基 . 由 ! 维 空间 中 ! 次 外 形式 的 变换 规则 ( 即 乘 上 线性 变换 的 行列 式 ) 立即 导出 
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po , 员 ) = 9p(v1,:… ,V1). 形式 yp 可 以 合理 定义 为 同一 个 子 空间 中 规范 正 交 基 的 
定向 类 集 上 的 函数 . 换言之 , 欧 几 里 得 空间 R* 上 的 1 次 外 形式 o 定义 了 R2n 中 1 
维 定向 子 空 间 的 格拉 斯 曼 流 形 Go, , ( 见 85) 上 的 一 个 函数 (我 们 仍 用 同一 字母 wo 表 
示 ). 子 空间 V 的 规范 正 交 基 的 一 个 定向 类 , 即 G2>。 中 一 个 点 , 记 为 侈 . 


126 


现在 设 X 是 M 的 复 子 流 形 ,Y 是 所 容许 的 变 分 , 我 们 如 前 用 T,X (相应 地 TY) 
表示 子 流 形 X (相应 地 了 ) 在 点 zx 处 (相应 地 在 点 y 处 ) 的 切 空间 . 再 设 2 是 M 中 


满足 62 = 和 XU(-Y) 的 子 流 形 (图 126). 设 w = gidz: 人 人 dz? 是 上 面 定 义 在 M 上 
的 闭 2-- 形式 , ok = 二 ck. 于 是 , 显然 有 do = 0. 由 斯 托 克 斯 公式 


0= f aor = fo = / oe= fo oi fo fo 
Z OZ X 及 入 


U(-Y) 
我 们 用 dz 和 dy 分 别 表示 子 流 形 X 和 Y 的 2k 维 的 体积 外 形式 . 于 是 ， 


fo = /Our fa 一 f ar)ay 
及 X Y Y 


因为 X 是 M 中 复 子 流 形 , 即 T,X 是 TM = Cn = R2* 的 复 子 空间 , 所 以 由 引 理 
33.2, ok (TX) = 1,ok( 坟 Y) < 1 (回想 一 下 , Y 不 一 定 是 复 子 流 形 ). 由 此 ， 


v(X) 本 本 | = /rye </% =v(Y) 


于 是 , 定理 的 第 一 部 分 得 证 . 进一步 , 显然 有 等 号 v(X) = v(Y) 成 立 当 且 仅 当 在 一 个 
2k 维 测度 的 区 域 上 成 立 恒等式 ok.(TY) = 1. 由 引 理 33.2, 这 后 面 的 恒等式 等 价 于 
TyY 对 几乎 所 有 的 ye Y 是 复 子 空间 , 即 Y 是 M 的 复 子 流 形 . 定理 完全 得 证 . 口 

由 定理 的 证 明明 显 可 见 , 关于 子 流 形 X Cc M 无 奇 性 的 假定 不 是 实质 性 的 限制 . 
这 个 证 明 (使 用 满 测 度 的 子 集 ) 也 可 过 渡 到 代数 曲面 X C M ( 即 由 M 上 的 一 组 复 
多 项 式 方程 给 定 的 曲面 ), 尽管 这 种 曲面 可 能 有 奇 点 (例如 光滑 流 形 上 的 锥 面 ). 在 这 
种 情形 , X 和 YY 的 配 边 性 条 件 应 该 由 更 一 般 的 关系 替代 : X 和 Y 在 群 万 zk(AM,DX) 
中 是 同调 的 , 即 X 和 了 在 群 Fokx(M,5X) 中 决定 同一 个 元 . 

在 CP" 中 , 子 流 形 CP*(1 < k < n) 在 群 Hz.(CP",Z) = Z 中 代表 生成 元 , 且 
在 这 个 同调 类 中 是 整体 极 小 的 . 可 以 证 明 (这 是 很 不 平凡 的 事实 ): 如 果 了 CCPn 是 
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一 个 2k 维 子 流 形 , 代表 生成 元 1 € Z = PEk(CPn",Z) 且 v(Y) = v(CP*), 则 存在 群 
SU(n +1l) 中 的 变换 CP"* -CP?" 将 Y 变换 成 CPk. 换言之 , 子 流 形 CP* C CP" 
是 (关于 绝对 极 小 的 ) 高 维 变 分 问题 在 同调 类 1 € Z = Hz(CP",Z) 中 ( 除 一 个 等 
距 外 ) 的 唯一 解 . 还 可 以 证 明 : 如 果 Y 实现 元 m € Z = Hzk(CP",Z),m 关 士 1 则 
v(Y) > v(CP*). 我 们 不 在 这 里 证 明 上 述 这 些 结论 . 
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